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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время широко используются квазичастичные методы 
описания возбуждённых состояний конденсированных сред. Основопо
лагающие идеи и представления в этой области были развиты в работах 
Л. Д. Ландау, Я. И .  Френкеля,  И. М. Лифшица, А. Пайнса, Дж. Зай
мана, а также целого ряда других отечественных и зарубежных физи
ков . Концепция квазичастиц является наиболее общей и плодотворной 
концепцией в физике кондесированного состояния вещества. В зна
чительной степени она является аналогом представления об элемен
тарных частицах как элементарных возбуждениях квантовых полей, 
находящихся в низшем (вакуумном) энергетическом состоянии .  Ваку
уму поля соответствует основное состояние многочастичных систем. 
С точки зрения термодинамики макроскопическая система находится 
в основном состоянии при температуре абсолютного нуля . Минимуму 
потенциальной энергии  взаимодействия должно соответствовать такое 
расположение частиц ,  при котором система однородна, так как любые 
вариации плотности связаны с увеличением потенциальной энергии . 
Но однородность системы означает её периодичность .  Таким образом , 
любой системе частиц, находящейся в равновесном состоянии ,  при 
Т= О К должна соответствовать кристаллическая структура. 

Свойства конденсированных сред определяются не только струк
турой, но и динамикой их поведения,  т. е .  особен ностями движений, 
сопровождающих переход среды в возбуждённое состояние. В про
странетвенно-однородной системе движение возникает в виде отдель
ных дискретных порций (квантов) - элементарных возбуждений . В га
зах частицы являются одновременно и структурными единицами ве
щества и структурными единицами движения,  т. е. каждая частица 
имеет определённые энергию и импульс. Движения частиц в конден
сированных средах имеют кооперативный характер и определяются 
согласованными движениями большого числа структурных единиц . 
Таким образом , характерной особенностью элементарных возбуждений 
в конденсированных средах является то, что каждое элементарное 
возбуждение охватывает много структурных единиц .  

В том случае, когда элементарные возбуждения,  на которые мож
но разложить состояние ансамбля структурных единиц при низких 
уровнях возбуждения,  могут распространяться в среде, их принято на
зывать квазичастицами.  Если квазичастицы существуют достаточно 
долго в неизменном виде, они подобны частицам, т. е .  характеризуются 
определёнными значениями энергии и импульса. Это означает, что воз-
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буждённые состояния ,  соответствующие квазичастицам, должны быть 
квазистационарными .  

В динамическом отношении квазичастицы подобны обычным части
цам .  Однако характерной особенностью квазичастиц является то, что 
они, в отличие от элементарных частиц ,  не могут появляться в ваку
уме. Для существования квазичастиц необходимо наличие среды , так 
как являясь носителями движения ,  они не представляют собой стро
ительный материал среды, в которой существуют. Чтобы подчеркнуть 
это отличие принято говорить не об импульсе квазичастиц ,  а о квази
импульсе. 

В настоящем издании с единой точки зрения рассмотрена кон
цепция квазичастиц в конденсированных средах . Наряду с хорошо 
известными  квазичастицами (фононами ,  экситонами, магнонами и др .)  
особое внимание уделено рассмотрению новых типов квазичастиц ,  вве
дённых в последние годы , в частности анионов и семионов - квази
частиц с дробной статистикой в теории высокотемпературной сверх
проводимости , а также плюсанов и минусанов в теории классической 
сверхпроводимости ,  позволяющих наглядно описать сложные физиче
ские явления.  Анализируется возможность существования квазичастиц 
с зарядом и спином, отличным от заряда и спина электрона (холонов 
и спинанов) . Рассмотрен новый тип квазичастиц, к которому отно
сятся композитные квазичастицы ,  возникающие в двумерных системах 
в сильных магнитных полях при низких температурах. Указываются 
некоторые аспекты работы современных приборов ,  основанные на спе
цифических свойствах квазичастиц.  Цель настоящего издания - дать 
общий обзор проблемы ,  не вдаваясь в отдельные детали и и збегая, по 
возможности, сложного математического аппарата . Основное внимание 
уделяется рассмотрению физической сущности явлений в такой форме , 
чтобы она была понятна для широкого круга читателей, имеющих 
общее физическое образование.  Изложение построено таким образом, 
что не требуется знаний специальных разделов теоретической физики. 
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а -- постоянная кристаллической 
решётки; 

а* --вектор обратной решётки;  
ах, ау, az -- вектора основных транс

ляций в решётке; 
аех -- радиус экситона; 

h2 h2 
ао = ---2 (СГС) = 4JГЕо---2 (СИ) = 

rnoe rnoe 
= 0,053 нм --радиус Бора; 

Ь* -- вектор обратной решётки; 
В -- индукция магнитного поля; 
с --скорость света; 
с0 -- среднее значение концентрации 

одной компоненты в растворе; 
c(r) -- концентрация одной компо-

ненты в растворе; 
с* -- вектор обратной решётки; 
Сг -- теплоёмкость ротонов; 
се --электронная теплоёмкость; 
d -- ширина квантовой ямы; 
D -- коэффициент диффузии; 

!lD111("-'), !lD11("-'), llD1("-') --спек-
тральная плотность фонанов 
в трёхмерном, двумерном и од
номерном случаях, соответ
ственно; 

Dпов ( "-') -- плотность состояний по
верхностных фононов; 

е= -4,8 · 10- 10 см (дин) 1 12 (СГС) = 
= - 1 ,6 · ю- 1 9 Кл (СИ) --заряд 
электрона; 

Ер -- энергия поляризации ;  
ЕФ -- энергия фотона; 
Е -- напряжённость электрического 

поля; 
F -- сила; 
Е�Р -- средняя энергия осциллятора; 

Fph -- свободная энергия фонанного 
газа; 

!Еп --функция распределения; 
g --вектор обратной решётки; 
g -- ядерный фактор Ланде; 
h = 6,626 · 10-27 Эрг· с (СГС) 

= 6,626 . ю-34 Дж . с (СИ) 
постоянная Планка (h = h/27Г); 

Й -- гамильтониан; i --фактор заполнения уровня Лан-
дау; 

j -- плотность тока; 
Js --сверхпроводяший ток; 
J -- константа обменного взаимодей-

ствия; 
k --волновое число; 
k --волновой вектор; 
k1 -- мнимая часть показателя пре

ломления; 
kв = 1,38 · 10-23 Дж/К -- константа 

Больцмана; 
l -- азимутальное или орбитальное 

квантовое число; 
l --орбитальный момент количества 

движения;  
l --длина свободного пробега; 

lв = � (СИ) = fifri; (СГС) --

магнитная длина; 
rn* -- эффективная масса квазича-

стицы; 
rne, rnп -- масса электрона; 
rnp, rnh -- масса дырки; 
rn�1 -- эффективная масса магнона; 
rn0 = 9,10938 · 10-31 кг (Си) 

= 9,10938 · 10-28 г (СГС) -- мас
са покоя свободного электрона; 
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тs - эффективная спиновая масса; тd - эффективная масса плотности 
состояний; тех - масса экситона; тр - масса протона; та - масса анти'-!астицы; т, - масса '-!астицы; 

ms - спиновый магнитный момент 
электрона; 

mt - орбитальный магнитный мо-
мент электрона; тij - тензор эффективных масс; тьs - зонная масса; т� - циклотронная масса; тй - продольная эффективная мас
са� 

М - локализованный магнитный 
момент; 

ML - орбитальный магнитный мо
мент атома; 

Ms - спиновый магнитный момент 
атома; 

М3 - масса изотопа атома 3Не;  
М4 - масса изотопа 4Не ;  
n * ( w) - комплексный показатель 

преломления; 
n(w) -действительная '-!асть показа

теля преломления; 
nтФ - концентрация тяжёлых ферми-

онов; 
n -концентрация электронов; 
n�P - среднее '-!Исло фононов; 
n� - средняя концентрация ротонов; 
N - '-!ИСЛО электронов; 
N L - величина вырождения уровня 

Ландау; 
Nr -концентрация ротанов в едини

це объёма гелия ;  
N x  и N y  - числа атомов сортов Х 

и У в растворе; 
р - импульс; 

PF - импульс Ферми ;  
Р -дипольный момент; 
Ре -поляризация электронных обо

лочек ионов; 

Р s - механи'-!еский спиновый момент 
атома; 

Pt - механи'-!еский орбитальный 
момент атома; 

Р J - полный механи'-!еский момент 
атома; Ps -собственный магнитный момент 
'-!астицы; 

РФ -импульс фотона; 
q - коэффициент затухания плазмен

ных колебаний ;  
r - радиус-вектор; 

ro = (!___ дп )-I/2 
(СИ), 

sso дЕ 
ro = ( 47Ге2 дп )-I/2 

(СГС) - деба
s дЕ 

евекий радиус экранирования;  
R(r) - радиальная '-!асть электрон

ной волновой функции в атоме ;  2 
R = а 2�ос = 10 9 7373,57 м-1 -

постоянна\\ Ридберrа; 2 2 4 Rhc = 7Г тое ( СГС) = h2 
4 тое = -2-2 (СИ)= 1 3, 6  эВ - энер-

8s0h 
rия ионизации атома водорода 
из основного состояния; 

s - спиновое квантовое '-!Исло; 
S - спин электрона; 
Sr - энтропия ротонов; 
Sph - энтропия фононов; 
t- время ;  
То -температура Дебая; 
Те -крити'-!еская температура сверх

проводящего перехода; 
Тл - Л-'ТО'-!Ка ('Температура перехода 

жидкого гелия в сверхтекучее 
состояние); 

2 up' -вероятность того, '-!'ТО состоя-

ние (р' r. -р' 1) свободно; 
uk (r) - функция Блоха; 
V - объём кристалла; 
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Vзв - скорость звука; 
Vg - групповая скорость; 
Vnoв - скорость поверхностной вол-

ны ;  
о., - скорость <<Частицы•>; 
'1!• - скорость <<античастицы•>; 
Vs - скорость сверхтекучей компо

ненты в гелии; 
Vп - скорость нормальной компонен

ты в гелии;  
v г  - фермневская скорость квазича

стицы; 
Vsc - критическая скорость сверхте

кучей компоненты; 
Vr, - объём зоны Бриллюэна; 
v;, - вероятность заполнения состоя-

ния (р т. -р 1): 
�Vo - энергия системы электронов; 
IVФ - тепловое сопротивление; 
�V - ширина энергетической зоны ; 
I'Vp - ширина поляроиной зоны; 
: r  - координата; 
Х, У - концентрации компонент 

в растворах; 
у - координата; 
1'/('!9, ер) - угловая часть электрон-

ной волновой функции в атоме ;  
Z - заряд ядра; 
Z - координационное число; 
о: - поляризуемость; 2 2 
rt = !!___ (СГС) = е /1о с (СИ) 1ic 2h = 1/137 - постоянная тонкой 

структуры; 
сщ - тензор обратных эффективных 

масс; 
(3 - обменный интеграл двух элек

тронов в молекуле; 
fJ1 - константа упругого взаимодей

ствия ближайших соседей; 
fЗ2 - константа упругого взаимодей

ствия вторых соседей; 
б - расстояние между центрами по

ложительного и отрицательного 
зарядов; 

t:..(T) - сверхпроводящая щель; 
t:.. - минимальная энергия возбужде-

ния ротонов; 
t:.. - энергия связи куперавекой пары; 
l:,.F - объём поверхности Ферми; 
l:..Es - спиновое расщепление: 

Фо = !:.._ = 2 068 · 10-15 Вб - квант 2е ' 
магнитного потока в сверхпро-
водниках; 
hc -7 2 Фо=-=4,14-10 Гс-см (СГС); е 

ф h -15 о= -= 4,14 · 10 Вб (Си) -е 
квант магнитного потока, созда-
ваемого электроном, движущим
ся по окружности; 

t:..Ф - термодинамический потенциал 
раствора; 

l:..o - средняя энергия связи в купе
равекой паре при Т = О; 

Еп - уровни энергии экситона; 
Ео = 8,8542 · 10-12 Ф/м - электриче

ская постоянная; 
Е - диэлектрическая проницаемость; 
� - константа взаимодействия ква

зичастиц; 
�о = e/(2mp) - ядерное гиромаг-

нитное отношение; 
�е - электронная теплопроводность; 
�Р - фононная теплопроводность; 
77 - амплитуда колебаний атома; 
<р - угол в полярных координатах; 
Л - константа электрон-фонониого 

взаимодействия; 
Л - длина волны; 
Лв - длина волны  де Бройля; 
Ар - длина волны плазмона; 
11 - подвижность носителей заряда; 
/1N - магнитный дипольный момент; 
iL - химический потенциал; 
11 - приведённая масса; 
J,lo = 47Г , 10-7 Гн/м - магнитная 

постоянная; 

11в = 2
e1i = 9,274 · 10-24 Ам2 (Си); то 
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eh -20 /Г /-LB = -- = 0,9274 · 10 эрг с 
2moc 

(СГС) - магнетон Бора; 

1-L� eh = 5,05 . 1 0-24 эрг/Гс 
2mpc 

(СГС) ; 

fl� = etl = 5 05 . 1 о-27 Дж/Т л 
2mp 

' 

(СИ) - ядерный магнетон; 
v - частота; 
ve-p - частота рассеяния квазича

стиц на фононах; 
ve-d - частота рассеяния квазича

стиц на дефектах решётки; 
ve-e - частота рассеяния квазича

стиц на квазичастицах; 
v(E) - плотность состояний; 
vш (Е) - плотность состояний трёх

мерной системы; 
v11(E) - плотность состояний дву

мерной системы; 
v1(E) - плотность состояний одно

мерной системы; 
v��� (Е) - зонная плотность состо

я ний; 
7Г = 3,141592 - ЧИСЛО ПИ; 
13 - фаза волновой функции в сверх

проводниках; 
Go = kвТо - температура Дебая; 
р( Е) - спектральная плотность эле

ментарных возбуждений сверх
проводника; 

Рп(Т) - плотность нормальной ком
поненты; 

р�ов - поверхностная плотность плот
ность нормальной компоненты; 

Ps (Т) - плотность сверхтекучей 
компоненты; 

Pik - тензор удельного сопротивле-
ния ;  

а - проводимость; 
а - поверхностное натяжение; 
aij - тензор проводимости; 
т - время релаксации; 
т р  - время релаксации по импульсу; 
тв - время релаксации по энергии; 
w - частота; 
w11 - частота продольных фононов; 
w .LI, w .LZ - частота поперечных 

фононов; 
Wc - циклотронная частота; 
wпред - предельная фононная частота; 
wo - дебаевекая фононная частота; 
UJpo - плазменная частота; 
w0i - собственная резонансная ча

стота связанного электрона; 
� - длина когерентности; 
�n - амплитуда колебаний атома 

номер п; 
1/J, 1/J(т, t)- волновая функция; 
((х) - (-функция Римана; 



Г л а в а  
КОНДЕНСИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ КАК 

АНСАМБЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Определим, прежде всего , понятие конденсированного состояния 
вещества. Это ансамбли частиц, объём которых (при заданных внеш
них условиях) определяется исключительно силами взаимодействия 
между частицами .  Поэтому рассмотрим вначале, как определяется 
•1астица в квантовой механике. 

§ 1 . 1 .  Элементарные частицы в квантовой механике 

Все представления, которые вводятся для ансамблей элементарных 
частиц в квантовой механике, основываются на экспериментальных 
фактах. На вопрос <<Почему так?•> ответа нет. Такова реальность. 
Из экспериментов следует, что электромагнитная волна может обме
IIиваться энергией с веществом лишь отдельными квантами энергии .  
Поэтому электромагнитные волны можно рассматривать как поток 
J<Вазичастиц - фотонов с энергией и импульсом 

1iw 21Г ЕФ = i<w, РФ =----;;-- = i•т = iLikl. ( 1 . 1 . 1 )  

где с - скорость света. Эти соотношения связывают энергию ЕФ 
и импульс РФ фотона с частотой w и волновым вектором k соответ
ствующей ему плоской монохроматической волны с напряжённостью 
·1лектрического поля Е, равной 

E(r, t) = Е0 ехр [i(wt- kr)]. ( 1 . 1 .2) 

Волновые свойства фотонов проявляются в экспериментах по ди
фракции и интерференции .  Таким образом, электромагнитные волны 
обладают одновременно волновыми и корпускулярными свойствами .  
Смысл функции E(r, t), если рассматривать волны как поток фотонов , 
Jаключается в следующем.  Очевидно, что плотность энергии волны не 
:Jависит от того, как эту волну рассматривать . Плотность энергии элек
тромагнитной волны в точке r в момент времени t пропорциональна 
J<вадрату модуля напряжённости электрического поля IE(r, t)12 в этой 
точке в этот момент времени .  В корпускулярной интерпретации плот
Jюсть энергии пропорциональна плотности фотонов, т. е. NФ(r, t)nw. 
С.JJедовательно, плотность фотонов NФ(r, t) пропорциональна IE(r, t)i2. 
Отсюда следует, что при дифракции и интерференции распределение 
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плотности фотонов на экране дол)КНО соответствовать распределению 
плотности энергии в дифрагировавшей волне. Там где E(r, t )  макси
мальна, доЛ)КНО быть максимально NФ(r, t). А как ведёт себя один фо
тон? Фотон несёт квант энергии .  Никаким способом нельзя зарегистри
ровать дробную часть энергии фотона. Поэтому счётчик фотонов на 
экране будет регистрировать или квант энергии f<w или ничего. Таким 
образом , попадание фотона на  экран есть вероятностный  процесс. Эта 
вероятность определяется плотностью энергии дифрагировавшей волны 
IE(r, t)l2. Следовательно, IE(r, t)12 определяет вероятность нахо)Кдения  
фотона в данной точке пространства. 

Аналогично, поток электронов (частиц с энергией р2 /(2m) и им
пульсом р) дифрагирует как плоская монохроматическая волна. Это 
ТО)Ке экспериментальный факт. Поведение свободного электрона по 
аналогии с фотоном МО)КНО описать соответствующей волновой функ
цией 

1/'(т, t) = А0 ехр [i(w t- kr)], (1 .1 .3) 

где w = р2 /(2f!m), k = р/1<. Физический смысл функции 'Ф(т, t) заклю
чается в том , что квадрат её модуля I'ФI2 = 'Ф*'Ф определяет вероят
ность найти электрон в точке т в момент времени t. Электрону как 
частице ставится в соответствие волна вероятности , называемая волной 
де Бройля . 

Таким образом , частицы обладают волновыми ,  а волны корпуску
лярными свойствами .  Это квантономеханический дуализм .  

Обычно тип частицы и её состояние определяются постоянными 
характеристиками:  массой, зарядом и динамическими  характеристика
ми - координатой , импульсом, энергией ,  внутренним механическим 
моментом (спином) ,  определяющими состояние частицы в момент вре
мени t. Эти характеристики в классической физике полностью опре
деляют состояние частицы как механической системы.  В квантовой 
механике на динамические характеристики накладываются ограниче
ния, связанные с принципом неопределённости Гейзенберга: 

(1 .1 .4)  

где 11 - постоянная Планка. 
Частица - не точечный  объект. Точное одновременное задание 

всех динамических характеристик невозмо)КНО и лишено смысла. Соот
ношение неопределённостей указывает предел применимости понятий 
классической физики к квантовым объектам (частицам) .  

Чтобы объединить непрерывность и дискретность , в квантовой ме
ханике вводится понятие «поле» .  Ка)Кдому сорту частиц соответству
ет определённое поле. Например, фотонам - электромагнитное поле, 
электронам и позитронам - электронно-пазитронное поле, мезонам -
мезонное поле и так далее . Поле как пространственно-непрерывная 
среда МО)Кет так)Ке рассматриваться как некоторая динамическая си
стема, которая МО)Кет находиться в разных дискретных импульсно-
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энергетических состояниях. Низшее состояние этой системы называ
ется <<вакуумом поля >> .  Это особое состояние материи ,  при котором 
•1астицы отсутствуют. Возбуждение происходит дискретно, путём появ
ления отдельных порций ,  квантов энергии и импульса.  Кванты энергии 
называются элементарными возбуждениями полей . Эти возбуждения 
и определяются как частицы. Энергия элементарных возбуждений 
определяет массу частицы: 

( 1 . 1 .5) 

Но кинетическая энергия связана также с импульсом частицы . 
Низшее значение энергии возбуждения соответствует импульсу р = О. 
Это и есть минимальная энергия ,  необходимая д.пя рождения частицы. 
Она и определяет массу покоя частицы. 

Энергия рождения пары возбуждений электронно-позитроннаго по
ля (электрона и позитрона) составляет приблизительно 1 МэВ, что 
соответствует массе покоя электрона m0 � 1 0�зо кг. Энергия возбуж
дения электромагнитного поля начинается с нуля .  Это означает, что 
масса покоя фотона равна нулю.  

Различные поля могут обмениваться энергией, т. е .  взаимодейство
вать друг с другом . Это взаимодействие определяет силы ,  с которыми 
частицы действуют друг на друга. Параметр, характеризующий вза
имодействие частиц, называется их зарядом . В зависимости от того, 
с каким полем рассматривается взаимодействие можно говорить об 
электрическом заряде (например при взаимодействии с электромагнит
ным полем) ,  мезоннам заряде (при взаимодействии с мезонным полем) ,  
и так далее. Нейтрон , в первом приближении ,  не взаимодействует 
с электромагнитным полем. Его электрический заряд равен нулю.  
Итак ,  элементарные частицы можно рассматривать как элементарные 
возбуждения квантовых полей. 

§ 1 .2 .  Структурные единицы вещества 

Корпускулярно-волновая природа частиц приводит к тому, что об
разованное ими вещество в конденсированном состоянии - синтез 
непрерывного и дискретного . Корпускулярные и волновые представле
ния - две проекции свойств материи .  Это две стороны  одной и той же 
реальности .  Однако существует определённая иерархия в организации 
структуры конденсированного состояния вещества: нуклоны образуют 
ядра. По современным Представлениям протоны и нейтроны состоят из 
кварков и глюонов , а атомные ядра - сложные системы ,  состоящие из 
большого количества кварков, глюонных и мезонных полей, взаимодей
ствующих друг с другом .  Однако при рассмотрении конденсированных 
систем существенны только макроскопические параметры ядер, и по
этому можно ограничиться общепринятой нуклонной моделью. Ядра 
с электронами образуют атомы ,  атомы образуют молекулы .  Возника-
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ет вопрос: нужно ли исходить из первичной картины ,  рассматривая 
вещество как совокупность всех элементарных частиц ,  или можно 
ограничиться рассмотрением системы более сложных образований (на
пример, ядер, атомов, молекул) и из них уже строить вещество? Где 
проходит граница между более простыми и более сложными образо
ваниями? Эта граница определяется понятием *структурная единица 
вещества>> . Частицы,  которые можно рассматривать как <<элементар
ные>> в построении конденсированных сред, будем называть структур
ными единицами вещества.  Под структурными единицами вещества 
подразумеваются частицы или комплексы частиц ,  энергия образования 
которых существенно превышает энергию взаимодействия между ними 
и кинетическую энергию их движения . Под энергией образования 
подразумевается: для многочастичных комплексов - энергия связи, 
для отдельных частиц - энергия ,  необходимая для их рождения. 

Если исходными структурными единицами вещества являются ато
мы или молекулы ,  то энергия связи электрона с ядром или атомов 
в молекуле должна быть больше кинетической энергии их движения 
и энергии их взаимодействия .  При этом условии сохраняется индиви
дуальность атомов и молекул во всём интервале температур, в котором 
существует вещество. Но если при конденсации силы взаимодействия 
настолько велики ,  что и ндивидуальность исходных атомов или молекул 
теряется , то их уже нельзя рассматривать в качестве ·структурных 
единиц .  Примерам является кристалл поваренной соли NaCI. В этом 
кристалле ион Na одновременно связан с 8 ионами Cl. Кристалл NaCI 
представляет собой гигантское образование, структурными единицами 
которого являются не атомы Na и Cl, а их ионы .  Другой пример - ме
таллы .  Коллективизированные электроны образуют электронную жид
кость, заполняющую решётку, образованную положительно заряжен
ными ионными остовами .  

Однако энергия рождения электрона и позитрона и энергия расщеп
ления ядра всегда больше энергии связи электронов и ядер в любых 
веществах. Поэтому ядра и электроны всегда являются структурными 
единицами вещества. Аналогично - структурными единицами ядер 
являются нуклоны (протоны и нейтроны ) ,  так как энергия их рожде
ния (например, энергия рождения пары протон-антипротон) намного 
больше энергии взаимодействия между нуклонами в ядре. Однако, 
энергия перехода нуклона из нейтрального в заряженное состояние 
меньше энергии связи нуклонов в ядре. Поэтому приписывать каждому 
нуклону заряд, т. е. индивидуализировать нейтроны и протоны, нель
зя . Строго говоря , следует рассматривать ядро как систему нуклонов 
с некоторым общим зарядом .  

Рассмотрение конденсированного состояния вещества как ансамбля 
структурных единиц существенно упрощает задачу. 
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§ 1 .3.  Роль структурных единиц 
в формировании свойств конденсированных сред 

Свойства конденсированных сред определяются : а) свойствами  ядер 
атомов, б) структурой электронных оболочек атомов, в) силами взаи
модействия между структурными единицами, г) статистикой ,  описыва
ющей поведение ансамблей структурных единиц .  

1 .3 . 1 .  Ядра. Важнейшими характеристиками ядер как  структур
ных единиц вещества являются : масса (определяемая числом протонов 
и нейтронов) ,  заряд (условно число протонов) , механический момент 
количества движения LN, спин,  равный r�J (I - ядерное спиновое 
•1исло) и представляющий векторную сумму собственных моментов 
количества движения (спинов) нуклонов и их орбитальных моментов .  
Спины нейтронов и протонов равны h/2. Орбитальные моменты могут 
11ринимать только значения кратные f1. Ядра, состоящие из нечётного 
•1исла нуклонов, имеют полуцелые спины (I = 1/2,3/2, . . . ) и под
'Iиняются статистике Ферми-Дирака, а из чётного - целые спины 
(l = 1, 2, . . . ) и подчиняются статистике Базе-Эйнштейна (см .  п .  1.3.3). 
Спины большинства ядер невелики :  I < 9/2. Ядра, состоящие из рав
ного числа протонов и нейтронов, имеют I = О. 

Диаметр ядер равен приблизительно 10-15 м. Основные характери
стики электронов , протонов и нейтронов приведены в табл . 1.3.1. 

Т а б л и ц а  1 . 3. 1 

Частица 
Масса 

Заряд, Кл 
кг а .  е .м .  

Электрон 9, 1 09- 1 0-31 0,000 548 6 - 1 ,6022 . 1 0-19 

Протон 1 ,673 . 1о-27 1 ,00728 1 ,6022 . 1 0-19 

Нейтрон 1 ,675 . 1 о-27 1 ,00867 о 

Ядра с I =1- О обладают магнитным дипольным моментом 

f..LN = "(hf. 

Спин, tt 

1 /2 

1/2 

1 /2 

(1.3.1) 

Ядерное гиромагнитное отношение 1 - отношение магнитного мо
мента ядра J..LN к его моменту количества движения LN - приня
то выражать через единицу гиромагнитного отношения "/о = ej2mp 
(с и mp - заряд и масса протона, соответственно) . Тогда 1 = g"(o. где 
g - ядерный фактор Ланде, а f..LN = g"(ohi = gJ..Lff I. Величина J..Lf! = 
= eh/2mpc = 5,05 · 10-24 эрг/Гс (СГС) = efь/2mp = 5,05 · 10-27 Дж/Тл 
(СИ) - ядерный магнетон. Величина J..LN обычно измеряется в ядер
ных магнетонах J..Lf!. 

С наличием спина и ядерного магнитного момента связаны:  1 )  ядер
ный магнетизм и 2) магнитное взаимодействие с магнитным  момен-
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том электронов, вызывающее сверхтонкое расщепление энергетических 
уровней электрона. 

В основном, не возбуждённом состоянии,  плотность электрического 
заряда ядра р - чётная функция координат, т. е. p(r) = р( -r). Поэтому 
постоянный электрический дипольный момент у ядер равен нулю.  
Однако, все  ядра с I ;? 1 обладают электрическими квадрупольными 
моментами .  Квадрупольные моменты связаны с отклонением формы 
ядра (пространственного распределения заряда) от сферической сим
метрии и увеличиваются при увеличении размера ядра .  При I < 1 ядра 
имеют сферическую симметрию, и их электрический квадрупольный 
момент равен нулю. 

Взаимодействие электрического квадрупольного момента с неод
нородным внутренним электрическим полем Е (наличие градиента 
электрического поля) вещества приводит к снятию вырождения энерге
тических состояний ,  соответствующих различной ориентации ядерного 
спина I относительно оси симметрии поля Е. Это я вляется причиной 
ядерного квадрупольного резонанса, который наблюдается во внешнем 
магнитном поле равном нулю, в отличие от ядерного магнитного резо
нанса, в котором расщепление энергетического уровня ядра вызывается 
внешним магнитны м  полем . 

Кроме того, взаимодействие электрических квадрупольных момен
тов ядер с электронами ,  так же как взаимодействие дипольных маг
нитных моментов, вызывает так называемое сверхтонкое расщепление 
энергетических уровней электронов в атомах и молекулах. 

Заряд ядра определяет величину релятивистских эффектов в веще
стве, в частности, энергию спин-орбитального взаимодействия .  Спин
орбитальное взаимодействие - это взаимодействие собственного маг
нитного момента электрона с магнитны м  полем, создаваемым орби
тальным движением электрона .  Потенциальная энергия этого взаимо
действия называется энергией спин-орбитальной связи . Энергия спин
орбитального взаимодействия определяется скоростью V движения 
электрона, поэтому это взаимодействие является релятивистским  эф
фектом (учитываются релятивистские поправки (V/ с)2 на изменение 
массы) .  Так как скорость движения электронов в атоме определяется 
зарядом ядра, энергия спин-орбитальной связи больше у тяжёлых ато
мов. В результате спин-орбитального взаимодействия состояния элек
трона с различными проекциями спина отличаются своей энергией.  Это 
является причиной смещения и расщепления энергетических уровней 
электронов в атомах, молекулах и кристаллах. 

Рассмотрим сначала спин-орбитальное взаимодействие в атоме. 
В атомах всегда имеется внутреннее магнитное поле, создаваемое ор
битальным движением электронов вокруг ядер . Рассмотрим электрон,  
движущийся в атоме по круговой орбите со скоростью V относительно 
ядра с зарядом Ze. В системе координат, связанной с электроном, ядро 
движется относительно электрона со скоростью -V. Создаётся ток 
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-ZeV. Магнитное поле Н этого тока в точке, где находится электрон , 
равно 

Н = - Z� [rV] = 
Ze 

3 l, 
ст rn0cт 

( 1 .3 .2) 

где 1 = m0[rV] = [rp] (р - импульс электрона) есть орбитальный 
момент количества движения электрона. 

Энергия взаимодействия спинового магнитного момента электрона 
М = -(eS/moc) (здесь S - спин электрона) с магнитным полем Н 
в системе координат, связанной с движущимся электроном, равна 

е Ze Ze2 
Hs = - (МН) = - --3 (Sl) = 223 (Sl) . 

rnoc rn0cт rn0c т 
( 1 .3 .3) 

В исходной системе координат после преобразования Лорею�а в полу
ченном выражении  появляется множитель 1/2. Рассмотрим выражение 

lS _ [rp]S 
з - -з-т т 

Для кулонавекого потенциала 

Ze2 
U(r) = -- . 

т 
Градиент в сферических координатах равен 

\lU(r) = Ze:r
. 

откуда 
т 

r VU(т) 3 = --
2
- . 

т Ze 

Подставляя значение rjr3 в формулу ( 1 .3.4), находим 

lS [VU(т)p]S  
т
3 = Ze2 

Отсюда следует, что 

Н _ Ze2 [VU(т)p]S _ [VU(т)p]S 
8 - 2rn6c2 Z е2 - 2rn6c2 

( 1 .3.4) 

( 1 .3 .5)  

(1 .3.6) 

( 1 .3 .  7) 

( 1 .3 .8) 

( 1.3.9) 

Для электрона S = n/2. Обратим внимание,  что энергия спин-ор
битального взаимодействия возникает в результате движения  элек
трона относительно ядра :  электрон движется в электрическом поле 
ядра . Поэтому спин-орбитальное взаимодействие в кристалле является 
следствием движения электрона в неоднородном электрическом поле 
решётки .  

Чтобы применить схему расчёта, рассмотренную выше, достаточно 
заменить центральное поле атома периодическим полем кристалла. 
13 общем случае Hs определяется вел ичиной градиента потенциала. 
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1 .3 .2 .  Электронная оболочка атомов. Структура электронной 
оболочки определяет: 

а) структуру химических связей , их энергию и взаимную ориента-
цию и, как правило, структуру кристалла; 

б) магнитный орбитальный и спиновый магнитный моменты атомов; 
в)  структуру энергетических уровней и оптические свойства атомов . 

1 .3.3. Статистика ансамблей структурных единиц. Статистика 
определяет характер распределения частиц по энергетическим состоя
ниям . Если частицы обладают полуцелым  спином, то они подчиняют
ся статистике Ферми-Дирака и принципу Паули ,  согласно которому 
в каждом состоянии с заданным значением импульса и спина может 
находиться только одна частица. Частицы с целым спином описывают
ся статистикой Базе-Эйнштейна. При этом в каждом состоянии может 
находиться любое число частиц .  При распределении Ферми-Дирака 
вероятность fв,. нахождения частицы в состоянии с энергией En 
(можно также говорить о числе частиц nв в состоянии с энергией En) 
при температуре Т описывается функцией 

fв,. = En - р. ехр ---;q;:r- + 1 
( 1 .3. 1 0) 

Здесь р. - химический потенциал , kв - константа Больцмана. Зави
симость ( 1 .3. 10) приведена на рис. 1 .3. 1 при двух температурах. 

При En < р. и Т = О fв,. = 1 , т. е . все состояния с энергией 

fЕп : kвТ i 
г-----�..: ...,rfт = о к 

, \ Т # О  К 

о 

Рис. 1 .3 . 1 .  Вид распреде
ления Ферми-Дирака при 
двух температурах Т = О 

и Т # О 

меньшей р. заполнены .  При En > р. и Т = О 
состояния свободны. Такое распределение 
есть следствие соблюдения двух требова
ний :  минимальности энергии и принципа 
Паули .  Энергия EF, соответствующая гра
нице заполненных состояний для свобод
ных электронов называется энергией Фер
ми. В общем случае энергию Ферми EF 
можно определить как энергию, при кото
рой !в,. = 1 /2, т. е. EF = р.. При Т >  О рас
пределение Ферми-Дирака размывается на 
величину r=::;kвT, как показано на рис. 1.3. 1 .  

При распределении Базе-Эйнштейна вероятность частице нахо
диться в состоянии с энергией En выражается формулой 

fвп = (En _ р.) · 
ехр --- - 1  

kвТ 

( 1 .3. 1 1) 

При Т = О и Еп > р. !в,. = О, а при Еп --> р. величина fв .. --> --> оо. Распределение ( 1.3. 1 1 )  приведено на рис. 1 .3.2 и справедливо 
при отсутствии взаимодействия между частицами .  
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При наличии взаимdдействия (сил отталкивания) конденсация всех 
частиц на низшем уровне (в одном и том же состоянии) энергетически 
невыгодна, так как большая плотность частиц 
в одном состоянии приводит к увеличению по
тенциальной энергии взаимодействия за счёт 
сил отталкивания . Энергетически выгодно, что
бы плотность состояний в основном состоянии 
уменьшилась, и потенциальная энергия пони
зилась за счёт перехода части частиц в более 
высокие энергетические состояния .  Принято го
ворить, что происходит истощение базе-эйн
штейнавекого конденсата . 

Статистика ансамблей определяет практиче
ски все их свойства: теплоёмкость, теплопро
водность, электропроводность и магнетизм . 

fEпk; 
Т = О К 

T f O K  

О j1 Еп 
Рис. 1 . 3 .2 .  Вид рас
пределения Возе
Эйнштейна при двух 
температур< х Т = О 

и Т f О  

1 .3.4. Силы взаимодействия. Силы взаимодействия определяют: 
1) структуру, 2) жёсткость системы, 3) характер спектра колебаний ча
стиц в конденсированной среде, 4) для заряженных частиц (например, 
ионов и электронов в металле) одна система поляризует другую, что 
приводит к возникновению нового типа взаимодействия , характерного 
только для конденсированных систем - поляризационных сил. В част
ности, с этим взаимодействием связано явление сверхпроводимости 
(см .  гл . 7) .  



Г л а в а  2 
СТРУКТУРА ЭЛЕКТРОННЫХ ОБОЛОЧЕК 

АТОМОВ 

§ 2 . 1 . Движение электрона в поле центральных сил 

Рассмотрим элеiПрон с зарядом -е и массой m0, движущийся 
вокруг положительно заряженного ядра с зарядом Ze. При кванто
вомеханическом рассмотрении этой задачи используются следующие 
постулаты квантовой механики :  

а) стационарное движение электрона и его состояние описываются 
волновой функцией ф(х, у, z ) ;  

б) !1/J(x, у, z) j 2  = 'Ф'Ф* определяет вероятность обнаружить электрон 
в точке с координатами  (х, у, z ) ;  

в) функция ф(х, у ,  z)  является гладкой; 
г) функция ф(х,  у ,  z) нормируется таким образом, что 

J !Ф (x, y, z) j 2 dv = 1 ;  

д) каждой физической величине ставится в соответствие некоторый 
оператор, действующий на волновую функцию ф(х, у, z) . 

Оператор Гамильтона Н полной энергии системы имеет вид: � n, 2 ( 82 82 82 ) 
Н = - -

2
- --2 + -2 + -2 + U(.т , y, z) . то 8х 8у 8z (2 . 1 . 1 )  

Первое слагаемое является оператором кинетической энергии ,  опе
ратор потенциальной энергии И(х, у ,  z) совпадает с выражением для 
энергии электростатического притяжения электрона к ядру с зарядом 
eZ (so - электрическая постоянная) : 

е2 Z 
И(х, у, z) = - -4 - .  

?ТЕ: от (2.1.2) 

Вид волновых функций и значения энергии Е определяются реше
нием уравнения Шрёдингера 

(2. 1 .3) 
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2 . 1 . 1 .  Атом водорода. Перейдём к сферической системе коорди

нат (рис. 2 . 1 . 1 )  х = r sin '!9 cos tp, у =  r sin '!9 sin tp, z = r cos '/9 .  В этой 
с истеме ф(х, у, z) = ф(r, '!9, tp) . Решение 
уравнения Шрёдингера можно представить 
в виде 

ф(r, '!9, tp) = R(r)Y('!9, tp) ,  (2. 1 .4) 

где R(r) - радиальная часть волновой 
функции, а У('/9, tp) - её угловая часть . 
Функция У ( '19, 'Р) представляется в виде 

У ('/9, tp) = Р('!9)Ф (tр) .  (2. 1 .5) 

z 

r 

1 / 1 / ' 1 / 
<р ',, : /// 

, , /  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  .::::....-х 

у 

Решение уравнения Шрёдингера и опре
деление нормировочных коэффициентов 
приводит к общему выражению для угловых 
зависимостей волновых функций электрона Рис. 2. 1 . 1 .  Сферическая 

система координат 

У"' ('!9 tp) = + т ·  exp (iтtp) - ( 1 - cos2 '!9) 1m/2 1 х [ (21 1 ) (1 - ) ' ] 1 12 1 
1 ' 47r(l + m)! il ! 

d\l+m \ 
Х \ l+m l (cos '/92 - 1 ) 1 , (2 . 1 .6) d(cos '/9 ) 

где l и т - целые числа, -l ::::; т ::::; l .  
Если принять за нуль энергию электрона на бесконечном удалении 

от атома, то собственные значения энергии выражаются формулой 

-/Le4 z2 
En = 2 2 2 2 '  (2 . 1 .  7) 327r Eon n 

где n = 1 ,  2, 3, . . . - главное квантовое число, f-L = т0М/(то + М) -
приведённая масса, т0 - масса электрона и А1 - масса ядра . Легко 
видеть, что приведённая масса f-L мало отличается от то, так как 
М » т0. Из формулы (2. 1 .7) следует, что En = (-RhcZ2/n2 ) ,  где 
R/1c = (т0е4)/(32JГ2с6h2) (СИ) = (2;r2т0e4)/(h2)  (СГС) = 2, 1 796 х 
х 1 o- t t  эрг = 1 3,6 эВ есть энергия ионизации атома водорода из 
основного состояния , R - постоян ная Ридберга. Для атома водорода 
Z = 1 и низшее значение энергии Е1 = - 1 3,6 эВ при n = 1 .  Другие 
уровни энергии атома водорода приведены на рис. 2 . 1 .2 .  Для иона 
гелия Е1 = -54,2 эВ (Z = 2) .  

Квантовое число l определяет значение момента импульса 

IMI = ftyll (l + 1 )  (2 . 1 .8) 

и называется азимутальным или орбитальным квантовым числом. 
Оно может принимать целые значения от О до n - 1 .  Кроме этого состо
яние электрона в атоме характеризуется ещё магнитным квантовым 
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числом т, определяющим проекцию орбитального момента на выде
ленную ось z:  Mz = nт. Ч исло возможных значений Mz определяется 

Е, эВ 

-0, 8 
- 1 , 5  

-3, 4 

- 1 3, 6 

набором квантовых чисел т, которые могут 
принимать отрицательные и положитель
ные значения в пределах -l :( т :( l .  Число 
различных значений т определяет степень 

----- n = 4 вырождения энергетического уровня. 
----- n = 3 В квазиклассическом приближении ра-

диус первой орбиты электрона в атоме во
дорода можно рассчитать. Согласно посту

----- n = 2 лату Бора стационарными в атоме являют
ся такие орбиты, длина которых 21Гт (где 
т - радиус орбиты) кратна целому числу 
длин волн де Бройля , т. е. 21Гr = пЛ, где 

n = 1n = 1 ,  2, 3 ,  . . .  (все целые числа до беско
нечности) . Так как импульс электрона р = 
= kn = 21Гn/ Л, то момент количества дви
жения электрона !Prl = тw2т = nn для раз
решённых орбит может принимать толь
ко дискретный набор значений ,  пропорци
ональных n. Использовав это выражение 

Рис. 2. 1 .2 .  Энергетические 
уровни атома водорода. 
Энергия отсчитывается от 
энергии электрона в ваку-

уме 
и условие, что центростремительной силой 

является сила кулонавекого притяжения электрона к ядру: тw2т = = е2 Z/4m::0т2, находим радиусы разрешённых орбит 

47ГE:on2n2 aon2 
Tn = тоZе2 = Z '  (2 . 1 .9) 

где величина а0 называется радиусом Бора (радиус первой разрешён
ной орбиты в атоме водорода) и равна 

а0 = 
t12 

2 (СГС) = 47ГЕ:о�2 
(СИ) =  0,529 · 10- 10м . (2 . 1 . 1 0) тое тое 

Если учесть, что Рп = Гт/тп , тогда для значений энергии получаем 
выражение (ер. с формулой (2 . 1 .7)) 

Р; -п2 z2 
Еп = - =  2 2 • (2 . 1 . 1 1 )  2то 2т0а0п 

С учётом введённых квантовых чисел волновые функции атома 
водорода записываются в виде 

1/Jпzm = Rп,z (т)1Г(1Э , iр) .  (2. 1 . 1 2) 

В основном состоянии n= 1 волновая функция электрона не зависит 
от углов 1Э и ер, У�(1Э , ср) = 1 .  При заряде ядра Z = 1 ,  т. е .  для электрона 
в атоме водорода , _ _ exp (-r/ao) Фюo(r , 1J , ip) - R! (r) - 312 1 12 • (2 . 1 . 1 3) 

ао 1Г 
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2 . 1 .2 .  Волновые функции '1/Jпlтn с n =  2 и n = 3.  Как уже го
ворилось, IФ(r) l 2  определяет вероятность обнаружить электрон в точке 
r .  Тогда вероятность найти электрон в слое (r, r + dr) будет равна 
I Ф(r) I 247Тr2 dr, где 47Тr2 dr - объём слоя. Подставим в это выражение 
волновую функцию электрона в основном состоянии (2. 1 . 1 3) .  Получим 

IФ (r) I 247Тr2 dr = 
4r2dr exp�-2r/ao) . (2. 1 . 1 4) 

а о 
Зависимость r2 1Ф I 2  (2. 1 . 1 4) изображена на рис. 2 . 1 .3 .  
Таким образом, радиус Бора соответствует расстоянию от ядра, 

на котором вероятность обнаружить электрон максимальна. То, что 
в основном состоянии функ- r2 1'ФI 2 ция Фпzm (2 . 1 . 1 2) не зави-
сит от углов � и � означа- 60 

ет в квазиклассической ин
терпретации, что боровекая 
орбита не фиксирована в 
пространстве. Отсюда сле
дует, что среднее во вре
мени значение вектора мо
мента количества движения 
электрона при n = 1 равно 2 4 6 8 1 0  r 
нулю. 

При n = 1 существует 
только одно состояние элек-

Рис. 2. 1 . 3. Зависимость функции r2 IФ I2 от r 
для основного состояния атома водорода 

трона, описываемое одной 
волновой функцией. При n > 1 каждому значению энергии соответ
ствует несколько различных линейно независимых волновых функций ,  
т .  е .  несколько различных состояний электрона. Число линейно незави
симых функций (линейно независимыми называются функции, каждая 
из которых не может быть представлена линейной комбинацией дру
гих), соответствующее заданному n, определяет кратность вырождения 
энергетического уровня En . Обычно выбирается такой набор линейно 
независимых фун кций, чтобы каждому из них соответствовало состо
яние с определённым значением проекции момента импульса IMI  = 
= n[l(l + 1 )] 1 12 на выбранную ось, например, ось z ,  Mz = nт . При 
n = 1 ,  l = О  энергетический уровень Et невырожден. 

При l '1= О степень вырождения определяется числом 2l + 1 .  На
пример, при l = 1 возможные значения т равны - 1 ,  О,  1 .  Квантовые 
числа n, l, т полностью определяют орбитальное состояние электрона 
в атоме. Заданным значениям n, l, т соответствует только одна вол
новая функция Фп,z,m (r, �. �) .  Функции, соответствующие различным 
значениям т принято обозначать Фm· Например, при l = 1 существует 
три волновые функции Ф- t , Фа . Ф- 1 . 

При описании электронной структуры атомов и молекул удобнее 
в качестве набора линейно независимых волновых функций исполь-
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зовать не сами волновые функции 1/Jm ,  а их линейные комбинации .  
Волновые функции электронов в атомах называются атомными орби
талями. Очевидно, что число построенных указанным способом атом
ных орбиталей ф всегда равно числу исходных волновых функций Фm· 
Однако, если функции 1/Jm задаются тремя квантовыми числами n, l 
и т, то их линейные комбинации, определяющие функции 1/J , задаются 
только двумя квантовыми числами n и l. Для одноэлектронной зада
чи n определяет энергию соответствующего энергетического уровня, 
а l - характер симметрии волновой функции .  При l = О  волновая функ
ция симметрична относительно ядра. Состояния с l = О называются 
s-состояниями. Для n = 1 ,  2, 3 , . . . эти состояния записываются как 1 s, 
2s, Зs, и так далее. 

При l = 1 (n = 2) волновая функция зависит не только от r, но 
и от '13 и rp. Состояния с l = 1 называются р-состояниями. Энергети
ческий уровень трёхкратно вырожден (21 + 1 = 3) . Ему соответствуют 
три линейные комбинации функций 1/Jm со значениями т = + 1 ,  О, - 1  
(при т f. О функции содержат комплексный множитель) : 1 -i 

1/Jp, = .J2 (Ф+ t + Ф- t ) .  1/Jp" = .J2 (Ф+ t - Ф- t ) . 
1/Jpz = 1/Jo . (2. 1 . 1 5) 

Множитель 1 /  J2 определяется из условия нормировки квадрата 
волновой функции на единицу: J /1/Jp, / 2 dv = А2 J IФ+ t + Ф- 1 / 2 dv = 1 .  

Так как J / 1/J± t / dv = 1 ,  а J Ф+ t Ф- t dv = О, поскольку функции Ф+ t 

и Ф- t линейно независимы, множитель А = 1 /J2 .  Волновые функции 
состояний 2рх , 2ру . 2pz имеют вид 

1/J2 1 1  = 1/J2Pc = vi; 51 2 ехр (- -
2

r ) sin 't9 cos rp, (2. 1 . 1 6) 
4 27Г а0 ао 

1/J2 t - t  = 1/J2py = vi; 51 2 ехр (--i-) sin 't9 sin rp, (2. 1 . 1 7) 
4 21r a0 ао 

1/J2 to = 1/J2Pz = vi; 51 2 ехр (--i-) cos 't9. (2. 1 . 1 8) 
4 27Г а0 ао 

Как уже говорилось, / 1/J (r ,  19, r.p) / 2 описывает распределение плотно
сти вероятности нахождения электрона около ядра. В стационарном 
случае можно считать, что пространствеиное распределение плотно
сти вероятности описывает распределение плотности отрицательного 
заряда в околоядерном пространстве. В этой интерпретации электрон 
рассматривается как некоторое пространствеиное образование - элек
тронное облако. Функция ФРе (см .  2 . 1 . 1 6) имеет разные знаки при 
х > О и х < О. Однако, описываемое ею распределение электронной 
плотности, пропорциональное /ФРе / 2, не зависит от знака самой функ
ции. Функции 1/Jp,c соответствует электронное облако, вытянутое вдоль 
оси х. Аналогично функциям 1/Jpy и 1/Jpz соответствуют облака элек
тронной плотности, вытянутые вдоль осей у и z. 
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Значение l = 2 определяет d-состояние электрона, а l = 3 - !-со

стояние. Существует пять состояний с l = 2 и семь с l = 3. Для 
(/-состояния -i -i 

1/Jdz2 = 1/Jo , 1/Jd , y  = J2 (ф+2 - 1/J-2 ) , 1/Jdyz = J2 (1/J+ l - 1/J- t ) , 
1 1 

·1/Jd"z_"z = V2 (Ф+2 + Ф-2). Фd" = V2 (Ф+ t + Ф- t ) ·  (2. 1 . 1 9) 

Обозначения ху, х2 - у2 и др. характеризуют зависимость соответ
ствующих функций от координат. т. е. их пространственную ориента
rщю. Волновые функции d-состояний приведены ниже: 2 

Фз2о = Фзd 2 = � 712 ехр (-{--) (3 cos2 rJ - 1 ) , z 8 1  61r а0 ао 
Фз21 = 1/Jзd = V2 r

2
7 12 ехр (-_!____ ) sin rJ cos rJ cos ер, 

• z 8 1ft ао 3ао 
"1' "1' 

J2 
r2 ( r ) . л "а . 

'!-'32- 1  = 'f'Зdyz = 712 ехр --3 SШ и COS и SШ ер, 8 lfia0 ао 2 
Фз22 = Фзd 2 _ 2 = r 712 ехр (--3r ) sin2 rJ cos 2ер, ·'· " 8 1  fi а0 ао 2 
Фз2-2 = ·1/Jзd . = h 712 ехр (--3r ) sin2 {) sin 2ер. ·" "  8 1  2 1ra0 ао 

§ 2 .2 .  Структура энергетических уровней 
в одноэлектронном приближении 

(2. 1 .20) 

(2. 1 .2 1 )  

(2. 1 .22) 

(2. 1 .23) 

(2. 1 .24) 

Как отмечалось ранее, для одноэлектронной модели энергия элек
трона определяется только главным квантовым числом n. Структура 
уровней в этой модели приведена на 
рис. 2 .2 . 1 .  Удобно использовать также Е 48 4Р 4d графическое изображение орбиталей ,  - - - - - - -4}_ - -
приведённое н а  рис. 2 .2 .2 .  Изображён-
ные на этом рисунке граничные по
верхности орбиталей окружают обла
сти , которым соответствует приблизи
тельна 80 % электронной плотности. 
Знак самой волновой функции обозна
чен + или - .  

Состоянию dxz-yz соответствуют 
две гантелеобразные орбитали, вьпя
нутые в направлении осей х и у. Со
стоянию dz2 - гантелеобразная орби
таль , вытянутая вдоль оси z .  Состо
янию dxz - две пересекающиеся под 
прямым углом гантелеобразные орби
тали ,  расположенные в плоскости xz 
2 Н.Б. Брандт, В.А. Кульбачинский 

3s 3р 3d 

2s 2р 

l s  
Рис. 2 .2 . 1 .  Структура энергети
ческих уровней в одноэлектрон

ной модели 
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и повёрнутые вокруг оси у на угол 45°. Аналогично орбитали dyz 
и dxy расположены в плоскостях yz и ху. Направления их вытянутости 
составляют угол 45° с осями у и z и х и у соответственно. 

z z z 

х 
а б в 

z 

у у 
Pz 

г д е 

z 

х 
ж 3 и 
Рис. 2.2 .2 .  Полярные диаграммы s- , р- и d-орбиталей 

у 

у 

Итак,  состояние электрона задаётся тремя квантовыми числами n, 

l ,  m .  Но кроме этого электрон обладает собственным моментом ко
личества движения - спином ,  который не связан с движением элек
трона в трёхмерном пространстве, но может иметь две ориентации ,  
определяемые спиновым квантовым числом s = + 1 /2 ,  - 1 /2. Одина
ковым значениям п, l, т соответствуют два различных состояния, 
описываемые одной и той же волновой функцией ф ,  но отличающиеся 
ориентацией спина. В отсутствие внешних магнитных и электрических 
полей энергия электрона не зависит от ориентации его спина. 
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§ 2 .3 .  Многоэлектронные атомы 

Сложность расчёта многоэлектронных систем заключается в необ
ходимости учёта сил кулонавекого взаимодействия между электро
нами. Рассмотрим ион гелия Не+. Состояние электрона описывается 
одноэлектронной моделью с Z = 2. Уровни энергии определяются вы-
ражением 

Е - - 54,4 [эВ] . n - 2 n (2 .3 . 1 )  

Чтобы удалить этот электрон , надо затратить энергию 54,4 эВ. 
Добавим ещё один электрон. Возникает система, состоящая из ядра 
с зарядом Ze и двух электронов, каждый из которых притягивается 
1< ядру и отталкивается от своего партнёра .  Очевидно, что при этом 
результирующая энергия связи каждого электрона с ядром будет мень
ше, чем в ионе Не+. Из эксперимента следует, что энергия иониза
ции атома Не составляет 24,6 эВ. Эта энергия определяет положение 
::Jнергетического уровня в атоме Не (рис. 2 .3 . 1 ) .  Таким образом, чтобы 
удалить один электрон в атоме Не нужно 
затратить энергию 24,6 эВ. Но как толь- Е, эВ Уровень вакуума 
ко удалён один электрон , энергия связи 
другого электрона возрастает до значе
ния 54,4 эВ. Поэтому суммарная энергия 
связи двух электронов в атоме Не рав
на 24,6 + 54,4 = 79 эВ, а не 2 · 54,4 = 1 08,8 эВ. 

Так как точный расчёт энергии в 
многоэлектронных системах представля
ет собой очень трудную задачу, обыч
но используются различные приближе
ния. Наиболее распространённым являет
ся одноэлектронное приближение. При 
::Jтом предполагается , что полная волновая 

:.: :.: :.: :.: ::f ::f "' "' "' м :.: :.: :r: :r: 
-24, 6 о о :.: :.: 

l s  + a.J '" a.J � ::r:  ;:: ::r: <-- "' О. оо О. ;Е a.J :r: (1) о :r: о :r: ..... (!) :.:  (Т) "' 
-54, 4 l s  

Рис. 2 .3 .1 .  Энергии иониза
ции иона Не+ и атома гелия 

функция многоэлектронной системы является суперпозицией индиви
дуальных волновых функций электрона, движущегося в некотором 
эффективном электрическом поле, создаваемым ядром и другими  элек
тронами атома .  Далее предполагается , что эффективное электрическое 
1юле в атоме имеет сферическую симметрию, так что одноэлектронные 
волновые функции аналогичны волновым функциям электрона, движу
щегося в поле центральных сил. 

Однако учёт кулонавекого отталкивания электронов приводит к то
му, что энергия состояния определяется теперь не только главным 
квантовым числом n, но и зависит от значения азимутального числа l .  
I lpи увеличении l энергия связи уменьшается . 

Таким образом, в одноэлектронном приближении каждый электрон 
можно описывать отдельной волновой функцией . Если она зависит 
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только от координат, то называется атомной орбиталью, с учётом 
спина - спин-орбиталью. 

Структура энергетических уровней различных орбиталей в мно
гоэлектронном атоме иллюстрируется рис. 2.3.2. Каждое орбитальное 

Е 

5s 

4р 

4s 

Зр 
Зs - - -

2р 
2s - - -

состояние на этом рисунке изобра-
бd 

жено чёрточкой. В нём может нахо-

- -5d- - _ _ _  5j_ _ _ диться только два электрона с про-

4d 

3d 

4! тивоположной ориентацией спинов . - - - - - - - При использовании этой схемы 
для определения основного состоя
ния (состояния с наименьшей энер
гией) конкретного атома следует 
иметь в виду следующее. 

1 .  Энергия электрона при дан
ном l определяется не ориентацией 
момента импульса (значением кван
тового числа т) , а потенциальной 
энергией электрона в <<эффективном•> 
поле, т. е. все состояния состояния 
с заданным l и разными т должны 
иметь одну и ту же энергию. Это 
значит, что чёрточки на рис. 2 .3 .2 
для разных значений т при задан
ных l и n всегда располагаются на 

J s  одном уровне. 
2 .  Энергетические уровни на 

рис . 2.3.2 не привязаны к определён-
Рис. 2.3 .2 .  Энергетическая диа- ным значениям энергии .  Дело в том, 
грамма состояний в многоэлек

тронном атоме 
что положение энергетических уров
ней в одноэлектронной модели опре
деляется эффективным полем, кото

рое создаётся ядром и другими электронами. Следовательно, положе
ние уровней зависит от числа электронов в атоме. Это означает, что 
каждому конкретному атому соответствует своя последовательность 
энергетических уровней .  При этом значения энергии одного и того же 
состояния у различных атомов могут различаться . 

Поэтому диаграмму, изображённую на рис. 2 .3 .2 следует рассмат
ривать как некоторую условную схему, определяющую последователь
ность заполнения уровней . По мере заполнения уровней электрона
ми ,  меняется не только энергия заполняемого состояния (например 
при добавлении второго электрона) ,  но и энергия всех состояний ,  
расположенных выше . Поскольку при увеличении  числа электронов 
увеличивается экранировка заряда ядра, то энергия связи вновь до
бавляемых электронов уменьшается. В результате этого положение 
всех уровней, расположенных выше заполняемого , смещается вверх по 
шкале энергии. 
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§ 2 .4. Заполнение уровней электронами. 
Правила Хунда 

Знание одной энергетической последовательности расположения со
стояний электрона в атоме недостаточно для определения электронной 
структуры конкретного элемента периоди
' lсской системы. Рассмотрим 2р-состояние 
11  его заполнение электронами. 2р-состоя
нию соответствует три различных значе
ния т (рис . 2 .4 . 1 , а) .  В состоянии с каж-
ным значением т могут находиться два 
·-щектрона, всего - б электронов. Когда 
j<J полняется этот уровень, возникает два 
вопроса: первый - как на уровнях с раз
I IЫМИ т располагаются первые три элек
трона; и второй - в какой последова
тельности заполняются состояния (т = 1 ,  
"' = О, т = - 1 )  следующими тремя элек
тронами) Ответы на эти вопросы даются 
1 1 равилами Хунда . 

Первое правило Хунда : при данных n 

н l электроны располагаются на уровнях 
с разными т так, чтобы их суммарный 
спин был максимален. Это проиллюстри
ровано на рис. 2 .4 . 1 ,  б. По правилу Хунда 
нолжна реализоваться ситуация ,  изобра
жённая на рис. 2 .4 . 1 ,  б внизу. Физически 

а 

б 

2р 

rn = l о - l  

* - 2р 

+ +  2р 

т = ! о - 1  

Рис. 2 .4 . 1 .  Незаполненные 
уровни э нергии состояния 
2р с различными квантовы
ми номерами т (а) и раз-
личные варианты заполне
ния уровней энергии состо
яния 2р двумя электронам и  
с различными (вверху) или 
одинаковыми (внизу) спина-

м и  (6) 

-ло означает, что электронам энерrетически выгоднее находиться на 
разных орбиталях, чтобы энергия их кулонавекого отталкивания была 
минимальной . 

Второе правило Хунда : при заданных n и l и максимальном значе
нии суммарного спина заполняются такие состояния по т, для которых 
суммарный орбитальный момент электронов 
имеет максимальное значение. Орбитальный * + + 2р 
�юмент L атома определяется суммой проек-
ний орбитальных моментов электронов на вы- т = 1 о 

Рис. 2 . 4.2. 

- 1  
Заполнение 

бранное направление, т. е .  суммой квантовых 
• 1 исел т. Если все орбитали с заданными n 

и l заполнены, то L = L.пч = О, так как значе- р-состояний 4 электро-

0 нами ния mi изменяются от -l до +l . рбитальный 
момент атома связан только с незаполненными орбиталями .  

Рассмотрим атом кислорода . Состояния 1s  и 2s полностью запол
нены, а на 2р-состояние приходится 4 электрона. Согласно первому 
нравилу Хунда три из них заполнят состояния Рх · Pv · Pz, которым соот
ветствуют значения т = 1 ,  О, - 1  (рис . 2 .4.2) . Для четвёртого электрона 
есть две возможности :  заполнить состояние с т = О или одно из со-
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стояний с т =  ± 1 .  В первом случае L = 1 · ( + 1 )  + 2 · (О) + 1 · ( - 1 )  = О. 
Это s-состояние. Во втором случае L = 2 · ( + 1 )  + 1 · (О) + 1 · ( - 1 )  = 

= 1 (или - 1 ) .  Это р-состояние. По второму правилу Хунда заполнится 
состояние с т = 1 как изображено на рис. 2 .4 .2 .  

Совокупность орбиталей с заданным значением n называется элек
тронным слоем. 

§ 2 .5 .  Возбуждённые состояния атома 

Возбуждение атома - это переход электронов в более высокие 
не заполненные энергетические состояния . При возбуждении может 
увеличиться число неспареиных электронов на орбиталях, т. е. увели
читься число связей, которые может образовать данный атом . Напри
мер, в атоме углерода один электрон из состояния 2s может перейти 
в свободное 2р-состояние, как это изображено на рис. 2 .5 . 1 .  На этот 
переход затрачивается энергия 4,3 эВ. Такой переход позволяет ато-

+ + - 2р 

с 

4,3 эВ 

Рис .  2.5 . 1 .  Возбуждение одного электрона в атоме углерода 

му углерода образовать четыре связи , что оказывается энергетически 
более выгодным. При образовании четырёх связей вместо двух общее 
понижение энергии системы превышает 4 , 3  эВ. 

Аналогично при переходе одного электрона из 3s2 состояния в 3р 
состояние Mg переходит в возбуждённое состояние: 3s2 + 2,7 эВ ----; 
----; ЗsЗр, в котором образуется два неспареиных электрона, способных 
образовать две связи . 

Атомы  могут терять электроны .  Энергия ,  необходимая для отрыва 
одного электрона называется первым потенциалом ионизации, второго 
электрона - вторым потенциалом ионизации и т. д. Каждый последую
щий потенциал ионизации всегда больше предыдущего, что физически 
очевидно, так как при уменьшении числа электронов в атоме возрас
тает взаимодействие остающихся электронов с ядром . Например у А! 
первый, второй и третий потенциалы ионизации соответственно равны 
б эВ, 1 8 ,8 эВ и 28,4 эВ. 

Атомы могут также присоединять электроны и становиться отри
цательно заряженными ионами .  При захвате одного электрона атом 
кислорода переходит из нейтрального состояния в состояние с заря
дом -е: O ( l .s22.s22p4 ) ----; o- ( l s22s22p5 ) . Аналогично F( l s22s22p5 ) ----; 
----; F- ( 1  s22.s22p6) .  Отрицательно заряженные ионы становятся элек-
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гроиными аналогами элементов с большим на единицу атомным но
�l ером. Энергия, которая выделяется nри присоединении электрона 
к атому, называется сродством к электрону Х· Сродство к электро
ну сильно варьируется у различных атомов . Наибольшим сродством 
1< электрону обладают галогены, у которых при присоединении элек
трона образуются полностью заполненные внешние электронные обо
:ючки, соответствующие электронной конфигурации инертных газов. 
Атомы с наполовину или меньше заполненными орбиталями имеют, 
1\ак правило, очень низкие значения сродства к электрону. У атомов 
с полностью заполненными подоболочками сродство к электрону имеет 
отрицательное значение (например Ве, Mg, Zn) . Для некоторых эле
ментов величины сродства к электрону х приведены в табл . 2.5. 1 .  

Л том 

н 
F 

Cl 
1 
р 
с 
Al 
Mg 

Элеi\Тронная конфигурация 
атома А 

1 s  
[Ne] 2s22p5 
[Ne] 3s23p5 
[Ne] 5s2 4d105p5 
[Ne] 3s2 3p3 
[He]2s22p2 
[Ne] 3s23p 
[Ne]3i 

Х (эВ) 

0,75 
3,45 
3 ,61  
3,06 
0,7 
1 ,25 
0,6 

-0,3 

Т а б л и ц а  2.5 . 1  
Электронная конфигурация 

атома А-

Не 

Ne 
Аг 

Хе 

[Ne]3s23p4 
[He]2s2 2p3 
[Ne]3s23p2 
[Ne]Зs23p 

§ 2.6 .  Гибридизация атомных орбиталей 

Различные атомы имеют различные частично заполненные валент
ные s-, р-, d- и f-орбитали. Поэтому можно было бы ожидать, что 
с имметрия образуемых ими связей должна соответствовать симметрии 
соответствующих волновых функций ,  и связи, образуемые различными 
орбиталями, должны различаться по nрочности . Таким образом, ка
тлось бы, что у разных атомов связи должны быть не равноценны 
1 10  направлению и величинам энергии связи. Однако из эксперимента 
следует, что это не так: все связи, которые создаются различными 
атомами с различными валентными s- ,  р- , d- и !-состояниями практи
' lсски всегда совершенно эквивалентны и не зависят от конфигурации 
валентных орбиталей . 

Отсюда следует, что валентные орбитали гибридизируются, и имен
но гибридные орбитали участвуют в создании химических связей . 
Возможность образования гибридных орбиталей связана с тем, что 
если некоторые волновые функции являются решениями уравнения 
1 \ I рёдингера, то любая линейная комбинация этих функций будет 
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Рис. 2 .6 . 1 .  Радиальные ч асти волновых функций s-состояний электрона в атоме 
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Рис. 2 .6 .2 .  Радиальные части волновых функци й  2р-и Зр-состояний электрона 

в атоме 

R(r) 
5 

2 

3d 

30 r/ao 

также решением уравнения Шрё
дингера с тем же значением энер
гии .  В этом легко убедиться под
становкой линейной комбинации в 
уравнение (2. 1 .3) . Гибридные орби
тали можно рассматривать как ли
нейные комбинации атомных орби
талей, соответствующих двум или 
трём различным значениям кванта-

Рис. 2 .6 .3 .  Радиальные части вол- вого числа l. Естественно, что ги-
новых функций d состояния элек- бридизироваться могут только пере-

трона в атоме крывающиеся орбитали с близкими 
значениями энергий .  Величина пе

рекрытия зависит от размеров и геометрии волновых функций .  Гео
метрия волновых функций изображена на рис . 2 .2 .2 ,  а их радиальная 
часть на рис. 2 .6 . 1 ,  2 .6 .2 , 2 .6 .3 .  
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Существует два различных подхода к определению геометрии ги
бридных орбиталей . В первом - задаётся набор исходных орбиталей 
и находится пространственная конфигурация , которая может быть по
лучена при рассмотрении их линейных комбинаций .  Во втором - за
даётся определённая пространственная конфигурация связей централь
ного атома и ищется набор атомных s- ,  р- , d- и f-орбиталей, который  
позволяет получить систему гибридных орбиталей, соответствующий 
заданной конфигурации .  

2.6. 1 .  Построение гибридных орбиталей как линейной ком
бинации исходных. Рассмотрим, в качестве примера, гибридные 
орбитали для атомных 2s-, 2рх-орбиталей . Получаем две гибридные 
sр-орбитали. Очевидно, что при сложении волновых функций следует 
учитывать их знак: амплитуды волновых функций одного знака в каж
дой точке пространства складываются, разных знаков - вычитаются: 

n/, ( 1 ) - 1 
( ) ) 'f/ sp, - у'2 '1/Jzs + '1/Jzp, , (2 .6. 1 

'1/J�;), = � (Фzs - '1/JzpJ· (2 .6 .2) 

На рис. 2 .6 .4 , а построена амплитуда радиальной составляющей 
волновой функции 'Фi�), , а на рис. 2 .6 .4 , б - функции 'Фi7/ . . Угловое 

R(r) 
1 ,0 

0,5 

R(r) 

0,0 �.-,е:..:::::::�----
1 ,0 

0, 5  
0,0 Н'---=-'�=------

-0,5 f -0,5 
- 1 ,0 . - 1 ,0 
- 1 ,5 - 1 , 5 
-2,0

0
'----�-�-�-�-

5 1 О 1 5  20 т/ ао 
-2,0

0
'----�-�-�-�-

5 1 0  1 5  20 r/ao 
а б 

Рис. 2 .6 .4 .  Радиальная часть волновых функций 2р, 2s.  а) Ф.Ш,. = (Фzs + Фzp, )j,J2 (пунктир) ; б) Ф�7), = (Фzs - Фzp, ) /V2 (пункти р) 

распределение волновых функций 
,/ ( 1 ) n / (2) чJsp., и чJsp., может быть получено 
графически при сложении или вы
читании исходных волновых функ
ций состояний s и Рх . изображён
ных на рис. 2 .2 .2 .  На рис. 2 .6 .5 при
ведено распределение исходных вол
новых фуНКЦИЙ '1/Js , И '1/Jp,. , ИХ СУММЫ 
и разности. Гибридная функция 'ФiV,. 
является зеркальным изображением 

ffi_;- p{)fx 

�Рх� � 
Ядро s + p� �x 

Рис.  2 .6 .5 .  Образование двух 
s-р-гибридных орбиталей 
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функции Фi�� в плоскости, перпендикулярной оси х и проходящей че
рез начало координат (ядро атома) . Следует отметить, что возможности 
такого подхода ограничены .  Задача необычайно усложняется при уве
личении числа исходных орбиталей и усложнении их пространствеиной 
структуры. 

2.6.2.  Построение гибридных орбиталей, соответствующих за

данной пространствеиной конфигурации связей атома. Рассмот
рим второй способ построения гибридных орбиталей. Задаётся опре
делённая пространствеиная конфигурация связей центрального атома 
и ищется набор атомных s- , р- , d- и f-орбиталей, который позволяет 
получить систему гибридных орбиталей, соответствующий заданной 
конфигурации. Обычно для этой цели используется аппарат теории 
групп .  Недостатком этого метода является неоднозначность получен
ных результатов : одна и та же заданная пространствеиная конфи
гурация связей может быть получена при использовании различных 
наборов атомных орбиталей . И наоборот: для одного набора атомных 
орбиталей возможны различные пространствеиные конфигурации ги
бридных функций .  

Тем не  менее. можно сформулировать определённые правила, ко
торые позволяют качественно определять пространствеиную структуру 
гибридных функций различного типа. Эти правила основаны на следу
ющих положениях. 

1 .  Характер гибридизации атомных орбиталей данного атома опре
деляется структурой его энергетических уровней и степенью запол
нения их электронами и ,  вообще говоря , не является однозначным .  
Гибридизироваться могут только близкие по энергиям  орбитали, неза
висимо от их заполнения электронами .  Поэтому возможности для 
образования различных гибридных комбинаций атомных орбиталей 
сильно возрастают, если исходить не только из основного, но и из 
возбуждённых состояний атомов. 

2 .  Число гибридных орбиталей всегда равно числу гибридизируемых 
атомных орбиталей . 

3. <<Uентр тяжести>> пространствеиного распределения плотности 
вероятности у суммы всех гибридных орбиталей должен совпадать 
с <<центром тяжесТИ>> гибридизируемых функций ,  т. е. оба простран
ствеиные распределения должны иметь один и тот же центр сим
метрии .  

4 .  Все гибридные функции,  возникающие при гибридизации s-, р-, 
d- и f-орбиталей, должны быть эквивалентны. Это требование осно
вывается на экспериментальных данных об эквивалентности связей , 
возникающих при гибридизации, независимо от набора гибридизируе
мых функций .  

Рассмотрим сначала, какие в принципе гибридные орбитали могут 
(но не обязательно) образовываться у разных атомов. Для ряда эле
ментов они приведены в табл . 2 .6 . 1 .  
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Т а б л и ц а  2.6 . 1 

Эле-
Структура валентных орбиталей 

Возможные типы гибридных 
мент в основном в возбуждённом 

орбиталей состоянии состоянии  

Li 2р - - - t - - sp с одной свободной орбиталью 2s t -

В е 2р - - - t - - sp 
2s 1t t sp2 с одной свободной орбиталью 

в 2р + - - t t - sp2 
2s 1t t sp3 с одной свободной орбиталью 

2р t t - t t t  sp 
с sp2 

2s 1t t sрз 

2р t t t  + H t  sp 
N sp2 

2s +t t sрз 

2р +t t t +t +t t  sp с двумя орбиталями с неподелённы-
о ми nарами 2s #- t sp2 

2р +t +t t  * * *  sp 
F 2s #- t sp3 с тремя полностью заполненным и  

гибридными орбиталями 

Na Зр - - - t - -
sp с одной свободной орбиталью Зs t -

Mg Зр - - - t - - sp 
Зs #- + sp2 с одной свободной орбиталью 

А! Зр t - - + + - sp2 
Зs #- t sp3 с одной свободной орбиталью 

sp 
Si Зр t t - t + t sp2 с одной полностью заполненной 

Зs #- t орбиталью 
sрз 

3d - - - - - t - - - -
р Зр t t t  t t t  spзd 

Зs #- t - - - - - sp3d2 с одной свободной орбиталью 

+t t t  sp2 
sp3 с одной полностью заполненной t гибридной орбиталью 

3d - - - - - t - - - -
С! Зр +t t t  t t t  p3d реально не наблюдается 

Зs #- * 
t t - - -

t t t  sp3d2 реально не наблюдается 

t 
- - - - -

+t +t t  sp 
t 
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Теперь остановимся на том, как определяется структура гибридных 
орбиталей . Пусть задан некоторый набор гибридизирующихся атомных 
орбиталей .  Прежде всего определяем , существует ли у этого набора 
некоторое выделенное, особое, не эквивалентное другим направление 
в координатном пространстве. Таким может быть направление, соответ
ствующее осям наивысшей симметрии двух или более атомных волно
вых функций .  В этом направлении атомные волновые функции эффек
тивно перекрываются (как при sр-гибридизации) и в тоже время прак
тически не перекрываются с волновыми функциями  в перпендикуляр
ной плоскости. Поскольку центр <<тяжести>> в распределении плотности 
вероятности при гибридизации не изменяется , это избранное направле
ние определяет направление двух эквивалентных гибридных связей. 

При гибридизации нескольких орбиталей ,  например n, остаётся 
определить направление оставшихся n - 2 гибридных связей .  Если 
оставшиеся волновые функции расположены в перпендикулярной плос
кости ,  то, исходя из условий  эквивалентности и симметрии гибридных 
функций, они должны образовать n - 2 связи , расположенные в этой 
плоскости под одинаковыми углами друг к другу. 

Теперь допустим, что избранного направления нет. Это означает, 
что все связи эквивалентны .  В этом случае в качестве одной из ги
бридных функций рассматривается линейная комбинация атомных ор
биталей с положительными знаками .  Эта комбинация определяет одно 
из направлений гибридных связей . Так как все связи эквивалентны 
и их пространственная направленность должна обеспечить сохранение 
uентра <<тяжести>> плотности вероятности, то остальные связи должны 
быть направлены под одинаковыми углами друг к другу из центра. 

2.6.3. Основные типы атомных гибридных орбиталей. Осно
вываясь на сказанном в предыдущем разделе, определим взаимную 
ориентацию основных типов гибридных орбиталей, образующихся из 

sp 

Рис. 2 .6.6. Пространственная ори
ентация основных типов гибрид

ных орбиталей 

s- ,  р- и d-орбиталей (рис. 2.6.6) : 
sрz -гибридизация . Избранное 

направление - ось z.  Две гибрид
ные орбитали образуют две связи 
вдоль оси z. 

sр2-гибридизация. Выберем 
функции 'lj.;8 , 'Фр , , 'lj.;P!J . Избранного 
направления нет. Волновые функ
ции расположены в плоскости ху. 
Связи должны быть эквивалентны .  
Их три, следовательно они должны 
быть расположены в плоскости ху 
под углом 1 20° друг к другу . 

sр3-гибридизация .  Волновые 
фуНКЦИИ - 'Фs • 'lj.;Pз • 'lj.;Py • 'lj.;Pz · 

Избранного направления нет. Рассмотрим комбинацию ·ф( I )  = 'Фs + 
+ 'Фр , + 'ФР" + 'lj.;Pz . Эта комбинация определяет направление вдоль 
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диагонали куба, одна из вершин которого находится в начале 
координат, а взаимно перпендикулярные рёбра совпадают с осями х,  у, 
z .  Так как все связи (всего их четыре) эквивалентны, углы между ними 
должны быть одинаковыми .  Таким образом ,  направление гибридных 
связей sp3 определяется направлением из центра тетраэдра к его 
вершинам. Углы между связями равны � 1 09°. 

dsр2 -гибридизация . Возможна гибридизация волновых функций '1/Js, 
t/Jp , , 'Фr., , '1/Jd , z _ ,,z . Гибридных орбиталей должно быть четыре. Из
бранного направления нет. Все орбитали расположены в плоскости 
.ту. Рассматриваем комбинацию 'ljJ( l ) = ·Фs + 'Фr. + 'Фrч + '1/Jd, z _ ,/ .  Легко 
убедиться , что она определяет направление гибридной орбитали в плос
кости ху , составляющее угол 45° с осями х и у. Остальные три связи 
расположены в этой же плоскости под углом 90°. 

dsр3-гибридизация . Волновые функции - '1/Js , 'Фr, ,  'ФРч , 'Фrz , 'l/Jdz2 • 
Связей должно быть пять. Избранным направлением является ось z ,  
вдоль которой ориентированы орбитали ·фР= , '1/Jd=z . Таким образом, две 
связи направлены вдоль оси z .  Остальные три связи расположены 
в плоскости ху. Из условия эквивалентности углы между ними должны 
составлять 1 20°. Следовательно, взаимная ориентация dsp3 гибридных 
связей определяется направлениями пяти векторов из центра триго
нальной бипирамиды к её вершинам. 

d2 .sр3 -гибрuдuзацuя . Волновые функции - '1/Js , '1/Jp , ,  '1/Jp." , 'Фrz , '1/Jdzz , 
'Фxz-yz . Гибридных связей должно быть шесть . Избранное направле
ние - ось z. Вдоль этого направления ориентированы орбитали 'Фrz ,  
'1/J,t 2 • Остальные волновые функции расположены в плоскости ху. 
В Этой плоскости они образуют четыре связи, составляющие угол 90° 
друг с другом. Поэтому все шесть связей образуют систему векторов, 
направленных из центра октаэдра к его вершинам. Углы между связями 
равны 90°. 

Спецификой гибридных связей является то, что соответствующая 
каждой из них орбиталь не является центрально-симметричной . Для 
каждой связи электронная плотность сосредоточена в одном направле
нии от ядра атома. Этим гибридные орбитали принципиально отлича
ются от атомных волновых функций. 

Гибридизация атомных орбиталей связана, как правило, с перехо
дом атома в возбуждённое состояние с затратой энергии. Поэтому 
у изолированных атомов орбитали не гибридизируются. Гибридизация 
происходит при образовании атомом химических связей , в результа
те чего энергия системы понижается. При образовании, например, 
0'-связи энергия понижается на 4-6 эВ. Поэтому энергетически выгод
но образование максимально возможного числа связей . Необходимым 
условием гибридизации является результирующий выигрыш в энергии .  
Величина изменения энергии з а  счёт образования связей должна пре
вышать затраты энергии, связанные с гибридизацией атомных орбита
лей. Поэтому тип гибридизации орбиталей у одного и того же атома 
зависит не только от их структуры и степени заполнения электронами ,  
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но и от характера образующихся комплексов и структуры орбиталей 
внешнего электронного слоя атомов-партнёров. В гибридизации могут 
принимать участие орбитали ,  заполненные электронами (два электро
на) , заполненные наполовину (один электрон) , а также пустые орби
тали .  В любом случае образуется только такое количество гибридных 
орбиталей ,  которое обеспечивает максимальное понижение энергии, 
чему соответствует образование молекулы в основном состоянии. 

§ 2.  7. Многоатомные частицы,  
молекулярные орбитали 

Атомы могут взаимодействовать друг с другом с образованием 
химических связей . Минимальные образования из  атомов, сохраняю
щие химическую индивидуальность вещества, называются молекулами. 
Число химических связей, которое может образовать атом, называется 
валентностью. Если атом в молекуле образует меньшее число связей, 
чем его валентность, то принято говорить , что молекула обладает 
свободной валентностью. Такие молекулы называются свободными ра
дикалами .  Свободные радикалы могут образовывать попарные соеди
нения . При этом свободные связи насыщаются . Поэтому радикалы, как 
правило, не образуют вещество. 

Молекулы и молекулярные ионы, объединённые в более слож
ные образования, называются комплексами . Характерной особенностью 
комплексов является способность распадаться на исходные компо
ненты . 

2 . 7. 1 .  Связывающие и разрыхляющие орбитали. Волновые 
функции электрона в многоатомной системе называются молекулярны
ми орбuталямu. Рассмотрим, как образуются молекулярные орбитали 
на примере простейшей модели .  Пусть к атому водорода приближается 

Рис. 2 . 7. 1 .  Сближе
ние атома водорода 
Н, им еющего элек
трон е-

и протона PI 

протон .fl , что может привести к образованию 
иона Н2 • Обозначим расстояние между прото
нами через R, а расстояние между электроном 
атома водорода и приближающимся протоном 
через r (рис . 2 . 7. 1 ) .  

Приближающийся протон р 1  притягивается 
к электрону и отталкивается от ядра атома водо
рода (протона) .  Поэтому потенциальная энергия 
протона р1 в электрическом поле атома водорода 
состоит из двух членов 

е2 е2 
и = - - + -- . (2.7. 1 )  

47rEor 47rEoR 

Если энергия И отрицательна, то преобла
дают силы притяжения, если положительна, то 
наоборот - силы отталкивания. Знак энергии И 
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определяется соотношением расстояний  R и r ,  т. е. положением элек
трона в атоме водорода . При r < R и < О, при r > R и > О. Первое 
условие определяет область в пространстве, принадлежащую одно
временно двум сферам радиуса R с центром в точках расположения 
протонов. Эта область называется областью связывания. На рис. 2 . 7. 1 
она заштрихована. Область, в которой r > R, в результате чего энергия 
взаимодействия положительна, называется областью разрыхления .  

В многоатомных образованиях каждому фиксированному располо
жению ядер соответствует свой набор волновых функций (молеку
лярных орбиталей) . Орбиталь ,  у которой основная часть электронной 
плотности находится в области связывания, называется связывающей 
орбиталью. Если основная часть электронной плотности расположена 
в области разрыхления, то такая орбиталь называется разрыхляющей. 

В изолированном друг от друга состоянии каждый из протонов 
образует свою систему атомных орбиталей . Для основного состояния 
соответствующие волновые функции имеют вид (2 . 1 . 1  3) . Обозначим их 
-фА и -фв для первого и второго атомов (протонов) соответственно. 

При R » а0 орбитали не перекрываются . Количественной характе
ристикой степени перекрытия является так называемый интеграл пе
рекрытия S = IJ -фл"Фв l dv. Очевидно, что при R » а0 он практически 
равен нулю. 

Перекрытие волновых функций означает, что индивидуальная связь 
электронов с одним из ядер исчезает, и электроны приобретают воз
можность переходить с одной орбитали на другую .  Таким образом , при 
сближении ядер атомные орбитали преобразуются в молекулярные, для 
которых характерно движение электрона в поле двух или более ядер . 
Молекулярные орбитали можно рассматривать как линейную комби
нацию атомных орбиталей . В простейшем рассматриваемом случае 
возможны две линейные комбинации, которые обозначим 'Фсвяз и 'l/Jpaзp (из дальнейшего изложения эти обозначения станут понятны) :  

(2 . 7.2) 

(2. 7. 3 )  

Нормировочные множители Ас и Ар определяются из условия нор
мировки волновых функций J А�.р I "ФА ± -ф8 12 dv = 1 .  

Радиальное распределение электронной плотности для орбита
ли '1/Jсвяз 

(2.7.4) 

Рассмотрим область разрыхления ,  в которой одна из  волновых 
функций -фА или -ф8 равна нулю и ,  следовательно, равно нулю их 
произведение. При сближении  ядер S растёт и электронная плотность 
в этой области уменьшается . Так как суммарная электронная плот-
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ность постоянна, это означает, что электронная плотность в области 
связывания увеличивается . Поэтому функция Фсвяз является связыва
ющей орбиталью. 

Наоборот, электронная плотность 1Фразр l 2, определяемая орбиталью 
·1/Jразр • в области разрыхления при сближении ядер увеличивается в 
результате увеличения S и, соответственно, уменьшается в области 
связывания 

(2.7.5) 

Такое перераспределение электронной плотности приводит к умень
шению потенциальной энергии взаимодействия атомов и возникнове
нию сил отталкивания между ними .  Следовательно, орбиталь 'l/Jpaзp 
является разрыхляющей . 

Таким образом, при сближении ядер в результате смешивания атом
ных волновых функций происходит перераспределение электронной 
плотности: для связывающей орбитали вне области перекрытия она 
уменьшается , а в области перекрытия - увеличивается . Для разрых
ляющей орбитали ситуация обратная : электронная плотность в области 
разрыхления возрастает, в то время как в области связывания -
уменьшается . 

При сближении двух атомов водорода или атома водорода и про
тона электроны (или электрон) в основном ,  невозбуждённом состоя
нии находятся на связывающей орбитали ,  соответствующей минимуму 
потенциальной энергии системы .  Разрыхляющая орбиталь остаётся 
свободной. Поэтому при сближении атомов вначале доминируют силы 
притяжения. а потом начинают преобладать силы отталкивания между 
протонами .  Дело заключается в том, что составляющая кулонавекой 
энергии, связанная с притяжением электронов к протонам при R __., О  

и 
1 ,0 

0,5 

0,0 

-0,5 

о 3 4 5 6 R  

стремится к предельному значе
нию, соответствующему энергии свя
зи электронов в атоме гелия, у кото
рого заряд ядра равен двум .  В то же 
время энергия кулонавекого оттал
кивания ядер стремится к бесконеч
ности . Результирующая зависимость 
энергии взаимодействия от R име
ет минимум, как это изображено на 
рис. 2 . 7.2 . Равновесное состояние при 

Рис. 2 . 7.2 .  Потенциальная энергия R = Ro между ядрами определяет-
взаимодействия и двух атомов в ся минимумом на кривой зависимо-
зависимости от расстояния между сти И от R. Оно определяет длину 

ними R химической связи ,  а глубина мини-
мума - энергию связи . Для иона Ht энергия связи равна 2,7 эВ, 
а Ro = 0, 1 06 нм .  

В общем случае число возникающих молекулярных орбиталей все
гда равно числу участвующих в их образовании атомных орбиталей , 
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причём половина молекулярных орбиталей являются связывающими .  
а половина - разрыхляющими .  Обратим внимание на то ,  что поскольку 
образование молекулярных орбиталей есть следствие перекрытия атом
ных орбиталей , то они формируются только эффективно перекрываю
щимися орбиталями внешних электронных слоёв. Атомные орбитали 
внутренних заполненных электронных слоёв при сближении атомов 
на расстояние, соответствующее длине химической связи, практически 
не перекрываются и участия в создании молекулярных орбиталей не 
принимают. 

2.  7 .2. а-орбитали. В молекуле возникает сильное электрическое 
поле , направленное вдоль оси z, соединяющей атом ы  в молекуле. 
Энергия взаимодействия электрона в молекуле зависит от абсолютной 
величины квантового числа т ,  определяющего проекuию орбитального 
момента на ось z, но не от его знака. Поэтому можно ввести квантовое 
число Л =  JmJ.  В соответствии с величиной квантового числа Л молеку
лярные орбитали электронов в двухатомных молекулах обозначаются 
следующим образом: (}" (Л = 0), п (Л = 1 ) ,  б (Л = 2). Все орбитали 
кроме (}" дважды вырождены по знаку квантового числа rn. Орбитали 
с разными Л различаются по характеру распределения электронной 
плотности :  (}"-орбитали соответствуют симметричному распределению 
электронной плотности относительно оси z ,  соединяющей два атома, 
и образуются при перекрытии у атомов (обозначим их А и В) атомных 
орбиталей типа s, Pz или гибридных орбиталей . Рассмотрим примеры.  
На рис .  2.7.3 , а приведена схема образования (}"-орбиталей при пере
крытии волновых функций в-состояния. Рисунок 2 .  7.3 ,  б иллюстрирует 
образование (}"-орбиталей из атомных s- и Рz -орбиталей. На рис. 2 .7.3 ,  в 

показано образование (}"-орбитали из двух атомных Рz-орбиталей, а на 
рис. 2 .  7.3 ,  г - из гибридной sp- и s-орбиталей . Характерной особен
ностью разрыхляющих (}" орбиталей является наличие узловой точки, 
расположенной на оси z, соединяющей ядра образующих молекулу 
атомов . 

2. 7.3. 1Г-орбитали. Рассмотрим теперь образование так называе
мых п-орбиталей. Характерной особенностью п-связей является нали
' !Ие одной или двух зеркальных плоскостей симметрии в распределении 
·:Jлектронной плотности, проходящих через линию, соединяющую ядра 
взаимодействующих атомов. п-связи образуются в результате перекры
тия атомных Рх - или ру-орбиталей, Pz - И dz - или dx2-y2 - и dx2-y2 - .  
r/zz - и dz2 -орбиталей. В отличие о т  (}"-связей каждый атом может об
разовывать не более двух п-орбиталей со взаимно перпендикулярными 
плоскостями симметрии .  На рис. 2 .  7.4 представлена схема образования 
двух молекулярных п-орбиталей из атомных Рх -(Ру- )орбиталей .  Вид
но, что плоскость симметрии распределения электронной плотности 
является плоскость yz (xz) . При образовании молекулярной орбитали 
из атомных d-орбиталей , например dx2-y2 ,  когда направления х и у 
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Рис.  2.7 .3 .  Образование связывающих и разрыхляющих орбиталей при сближе
нии двух атомов А и В (их ядра обозначены чёрными точками) с орбиталями 

s-s (а) , s-pz (б) , Pz-Pz (в) , s-sp (г) 

соседних атомов совпадают, возникающее распределение электронной 
плотности похоже на изображённое на рис. 2 .7.4 .  

Электронная плотность 7Г-орбиталей в отличие от 0'-орбиталей скон
центрирована вне линии, соединяющей ядра соседних атомов . Из ска- ; 
занного следует, что в образовании 7Г-связей (1Г-орбиталей) могут 
участвовать только электроны с ненулевым азимутальным квантовым 
числом l .  Атомные s-орбитали в образовании молекулярных 7Г-орбита
лей участия не принимают. 
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Рис.  2 . 7.4. Схема образования молекулярн ых к-орбиталей из атомных р-орби
талей двух атомов А и В 

2 .  7 .4.  8-орбитали. Рассмотрим теперь так называемые 8-ор
битали. Напомним, что s-электроны образуют только rт-орбитали 
(см. рис. 2 .7.3, а ) , р-электроны образуют как rт- так и к-орбитали 
(см . рис. 2 .7.3, 6) . Электроны d могут образовывать три типа орбиталей : 
rт-орбитали при перекрытии орбиталей dz2 в направлении оси z, к-орби
тали при перекрытии орбиталей dxz - dxz или dyz - dyz . принадлежа
щих двум различным атомам, и 8-орбитали .  Последние образуются из 
атомных орбиталей dxz-yz и dxy ·  Результирующая 8-орбиталь имеет две 
взаимно перпендикулярные узловые плоскости (с нулевой электрон
ной плотностью) ,  пересекающиеся по оси z ,  соединяющей ядра двух 
атомов. Образование 8-орбитали обычно приводит к формированию 
связей высокой кратности. Это, например, имеет место в комплексах 
переходных металлов, а также у атомов Si, Р, S, С!. Наличие 8-свя
зи обуславливает укорочение межатомных расстояний и увеличение 
·тергии связей. Важно отметить, что 8-связи никогда не существуют 
изолированно, а всегда образуются (при наличии нужных d-орбиталей) 
уже после образования rт - и к-связей. 

§ 2.8 .  Энергия молекулярных орбиталей 

Значения энергии системы являются собственными  значениями ре
шения уравнения Шрёдингера (2 . 1 .3 ) .  Рассмотрим случай, когда моле-
1\улярная rт-орбиталь образуется из двух s-орбиталей атома А и ато
ма В с одним и тем же главным квантовым  числом n. Волновые 
функции молекулярных орбиталей имеют вид (см . (2 . 7.2) ,  (2 .7.3)) 

'Фсвяз = yf2( 1
1 

+ S) ( 'lj!� + 'Ф!;) 

:tл я связывающей орбитали и 
1 

( А Б) 'Фразр = 
V2( 1 _ S) 'Фs - 'Фs 

для разрыхляющей орбитали. 

(2 .8 . 1 )  

(2 .8 .2) 
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Подставим волновые функции (2 .8 . 1 )  и (2 .8 .2) в уравнение (2. 1 .3 ) ,  
умножим это уравнение на сопряжённую волновую функцию -ф* и про
интегрируем по объёму. Тогда 

j . .  , ; ,*. А fj.,;,A du + f , ; , * В fj.;,B dv + f ,f,*A fj";,B dv + f .r.*B fj"r,A dv = Е 
<р_, '{'., 2 'f' s 'f's 2 'f' s 'f' s 2 'f' s 'f' s 2 

связ · 
(2 .8 .3) 

Поскольку функции -ф� и -фlj эквивалентны, то 

(2.8.4) 

Первое слагаемое в формуле (2 .8 .4) называется кулоновским инте
гралом и определяет собственные значения энергии электрона в атоме, 
связанные с энергией связи и энергией ионизации .  Обозначим его 
буквой а .  

Второе слагаемое называется обменным интегралом. Встречаются 
также названия: резонансный или ковалентный  интеграл . Этот ин
теграл описывает энергию, возникающую при перекрытии волновых 
функций атомов А и В. Когда состояния в-электронов теряют свою ин
дивидуальность. атомы могут <<обмениваться•> в-электронами .  Обозна
чим обменный интеграл буквой (3. Тогда для энергии Есв связывающей 
орбитали и энергии Ераз разрыхляющей орбитали получаем 

Есвяз = а + (3, Еразр = а - (3. (2 .8 .5) 

Напомним, что энергия электрона отсчитывается от значения энер
гии свободного электрона в вакууме, которое принимается равным 

разр !Js сх - {3 . .----, ' 1 \ ' 1 \ ' 1 \ 
--<' : 2(3 '>--q 

Е.с,·Л \ 11 / Еsв \ 1 ' \ 1 ' 
,�, связ сх + {3 as 

нулю,  т. е . все значения энергии электрона в атоме 
отрицательны . 

Положение энергетических уровней исходных 
атомных и возникающих двух молекулярных ор
биталей изображено на рис. 2 .8 . 1 .  Электрон, на
ходящийся на связывающей молекулярной орби
тали ,  большую часть времени находится в обла
сти перекрытия атомных орбиталей ,  т. е .  в обла-

Рис. 2 .8 . 1 .  Возник- сти между положительно заряженными ядрами .  
новение связываю- В этой области пространства энергия связи элек-
щей и разрыхляю- трона с ядрами  максимальна, и поэтому уровень 
щей молекулярных энергии связывающей 0'-орбитали находится ниже 
орбиталей из атом- уровня энергии  электрона в изолированном атоме 

н ых Ел = Ев на величину (3. Наоборот, электрон, на
ходясь на разрыхляющей орбитали ,  имеет очень малую вероятность 
находится в области перекрытия волновых функций -ф� и -фlj и боль
шую часть времени проводит вне этой области на периферии молекулы .  1 
Энергия связи электрона в этом состоянии меньше, чем в изолирован- ' 
нам атоме. также на величину (3.  j 

Обратим внимание на то, что взаимодействие между атомами всегда i 
вызывает расщепление энергетических уровней электронов . Величина 



§ 2 .8. Энергия молекулярных орбиталей 53 

расщепления определяется энергией взаимодействия. При уменьшении 
энергии взаимодействия величина (3 уменьшается, расстояние между 
уровнями ст�вяз и ст�азр сокращается и при (3 = О оба уровня сливаются . 
Но при любом отличном от нуля значении ,8 орбиталь ст�вяз более 
устойчива по сравнению с исходными атомными орбиталями, хотя 
конечно состояний с энергией Еsл и Еsв в молекуле нет. 

Мы рассмотрели образование молекулярных орбиталей на примере 
волновых функций s-состояний .  Однако перекрытие и других атомных 
орбиталей может приводить к образованию двух молекулярных орби
талей соответствующего типа. 

Ситуация усложняется, если при образовании ст- связей несколько 
орбиталей, принадлежащих разным s-, р-, (1-состояниям с одним и тем 
же значением главного квантового числа n перекрываются внутри 
одного или нескольких атомов. Существует два различных способа 
определения структуры связей в таких системах. Это метод молеку
лярных орбиталей и метод валентных связей . 

2 .8. 1 .  Методы молекулярных орбиталей и валентных связей . 

По методу молекулярных орбиталей (МО) молекулярные орбитали 
строятся в виде линейных комбинаций атомных волновых функций 
с различными коэффициентами ,  учитывающими как величину пере
!<рытия волновых функций различных атомов, так и их внутриатом
ное перекрытие. Построенные таким способом молекулярные орбита
ли являются многоцентровыми, т. е .  охватывают молекулу как целое . 
Электроны на молекулярных орбиталях делокализованы и принадле
жат одновременно всем атомам,  образующим молекулу. В этом методе 
образующиеся связи не являются направленными. Поэтому простран
ствеиное расположение атомов в молекуле должно быть задано, и для 
него проводится расчёт. 

В методе валентных связей рассматриваются возможные гибрид
ные орбитали центрального атома или атомов, образующих молекулу. 
Как указывалось выше, гибридные орбитали имеют определённую про
пранетвенную направленность . Именно она определяет пространствен
ную структуру образующейся молекулы .  Если в методе молекулярных 
орбиталей предварительно задаётся структура молекулы ,  то в методе 
валентных связей задаётся структура гибридных атомных орбиталей . 
Однако в обоих этих методах приходится делать определённые предпо
ложения о том , какие атомные орбитали принимают участие в форми
ровании молекулярных орбиталей , или другими словами, перекрытие 
каких орбиталей каждого атома следует учитывать и какие атомные 
орбитали следует использовать при построении гибридных. По этому 
новоду можно высказать лишь самые общие предположения .  

Образование гибридных орбиталей связано, как правило , с затратой 
·;нергии  на возбуждение электрона (или электронов) с более низко 
расположенных энергетических уровней на более высокие. Поэтому 
атом, и меющий гибридизированные орбитали в молекуле, находится 
110 отношению к свободному атому в возбуждённом состоянии . Это 
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состояние устойчиво лишь в том случае , если атом является частью мо
лекулы или кристалла, и если энергия, затраченная на гибридизацию, 
компенсируется выигрышем в энергии при установлении химических 
связей .  Таким образом, если выигрыш в энергии при образовании ги
бридных связей превышает затраты энергии на гибридизацию атомных 
орбиталей, гибридизация энергетически выгодна .  

Выигрыш в энергии при образовании гибридных связей проис
ходит по двум причинам. Во-первых, при возбуждении электрона 
увеличивается число связей , которые может образовать данный атом. 
Во-вторых, при сохранении числа связей, увеличивается их прочность. 
В табл . 2 .8 . 1 приведены ориентировочные значения прочности гибрид
ных связей по сравнению с прочностью связи в-электрона в атоме, 
принятой за 1 .  Всегда осуществляется такой тип гибридизации , при 
котором энергия молекулы имеет наименьшее из возможных значение. 

Т а б л и ц а  2 .8 . 1  

sp sp2 sрз dsp2 dsp3 d2spз 

1 , 93 2,99 2,00 2,69 2,95 2,92 

Следует также иметь в виду, что энергия связи определяется не 
только характером гибридной связи, но и типом орбитали атома-парт
нёра. Поэтому, если выигрыш в энергии не столь велик, в одних 
случаях гибридизация будет происходить, в других нет. 

Если разности энергии между энергетическими уровнями связей 
в молекуле велики, молекулярные орбитали образуются из s-,  р- и d-со
стояний независимо друг от друга . На рис. 2 .8 .2 ,  а, в качестве nримера, 
изображена диаграмма энергетических уровней для гомонуклеарных 
(образованных одинаковыми ядрами) молекул без учёта перекрытия 
s- и р-состояний. Энергетические уровни молекулярных 1r2Px- и 7r2ру-ор
биталей (МО-орбиталей) совпадают, так как эти два состояния иден
тичны .  

Если же разность энергии между сr�:зр - и сr��:3 -орбиталями мала, 
в результате чего волновые функции этих состояний 'lj;28 , 'lj;2Pz пере
крываются, часть электронной плотности с -ф2Рz-орбитали перетекает 
на 'lj!2_. -орбиталь с большей энергией связи, что энергетически вы
годно . (Более строго : появляется вероятность перехода электрона из 
'tP2pz- в ф28 -состояние.) В результате увеличения электронной плотности 
на ф2_. -орбитали соответственно увеличится электронная плотность на 
сr��яз МО, что приводит к увеличению энергии сr28 -связи .  Таким обра
зом, в результате перетекания электронной плотности с -ф2Рz-орбитали 
на -ф2s происходят два процесса. Во-первых, увеличение электронной 
плотности на ф28-орбитали приводит к увеличению энергии связи 
электронов с ядрами  в этом состоянии ,  в результате чего средняя  
энергия ф28 -Состояния понижается . Во-вторых, увеличивается пере
крытие атомных волновых функций Ф2s в молекуле. Соответственно 
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сrразр � 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 
/ разр \ ,' 7Г 2]),� .2ру \ 

'�"'".'-;;;з-'',,\ - - -� - 1ГzРсс -2Ру _.,- - -
1/J2p ','.._ -->'связ 1/J2p (}2 pz 

�----разр--- .,..._ 
1/Jzs '\,, cr 2s // 1/Jzs 

'--'а2�яз 

разр of, (} ! s  'f" l s  ... ...... --- - - _1/Jl s --- - --- - -

Рис. 2 .8 .2 .  Энергетическая диаграмма молекулярных орбиталей, возникающих 
из атомных состояний ls, 2s, 2р без взаимодействия cr2s - cr2Pz (а) и при 
взаимодействии cr2s - crzpz (6) . Пунктирные линии указывают какие атомные 

орбитали принимают участие в формировании МО молекулы 

увеличивается интеграл перекрытия {3 и величина (rv2{3) расщепления 
атомных 'Фzs -состояний .  

При этом уровни 'Фzs и ст��яз смещаются относительно их положе
ния на рис. 2 .8 .2 ,  а вниз (рис. 2 .8 .2 ,  6) . Что касается уровня ст��зр , то 
здесь ситуация более сложная. С одной стороны, понижение средней 
энергии состояния '1/Jzs вызывает его смещение вниз по шкале энергии, 
а с другой стороны ,  увеличение {3 приводит к его смещению вверх. 
Результирующее смещение зависит от того , какой процесс превалирует. 
Во всяком случае, относительная величина смещения уровня ст��зр 
должна быть значительно меньше, чем ст��яз . 

Одновременно, энергия связи электрона в 'Ф2Рz-состоянии умень
шается и уменьшается величина расщепления уровней ст2связ и ст2разр Pz Pz 
(за счёт уменьшения {3) . Уровень стс2вяз смещается вверх значительно Pz 
сильнее, чем уровень ст�азр .  В рассматриваемой модели предполагается, " Pz 
•по энергия состоянии Фzs и '1/Jzp, соответствующая э нергии этих со-
стояний в невзаимодействующих атомах, изменяется при перетекании 
только за счёт её изменения в состояниях cтzPz и O"zs, . Электронная 
II .IIOTHocть в других состояниях и ,  следовательно, расстояния между 
уровнями 7Гсвяз , 7Гсвяз , 7Гразр и 7Гразр при этом не изменяется . Характер 2рх Zpv 2р,, 2ру 
относительного изменения положения уровней (}связ (}разр (}связ (}разр 2s ' 2s ' 2pz ' 2pz 
rrpи учёте перекрьпия Фzs и '1/Jzpz в атоме иллюстрируется рис. 2 .8 .3 . 
Слева показано положение уровней без учёта перекрытия волновых 
функций 'Фzs и '1/Jzp. в молекуле. Предполагается, что расщепление 
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�-с--
Рис. 2 .8 .3 . Изменение относительного изменения положения уровней при учёте 

перекрытия вол новых функuий в атоме 

уровней на связывающей и разрыхляющей орбиталях при образовании 
молекулы симметрично и равно 2{3. 

Уровни 2s и 2р вырождены дважды и трижды,  соответственно. 
В правой части рис.  2 .8 .3  2р; и 2s* обозначают положение уровней 
в атомах, которое они имели бы , если бы электронная плотность состо
яния 2pz в атоме уменьшилась, а 2s - увеличилась (расстояние между 
ними показано вертикальной стрелкой) . Уровни О'связ , О'разр и О'связ , О'разр 2pz 2pz 2s 2s 
смещены относительно их положения без учёта перетекания несиммет-
рично. 

В результате уменьшения энергии О'��:з последовательность уров
ней, приведённая на рис. 2 .8 .2 ,  может измениться . 

Волновую функцию Ф(О'��"') при наличии перекрытия функций Ф2s 
и ·ф2Рz можно записать как линейную комбинацию этих состояний  у 
двух атомов 

"1' (0'2св."яз) = 
1 ( ,; А + ,;,А + 0/,В + 0/,В ) 'f' - 'чJzs T'f'2pz 'f'2s Т 'f'2pz · 

V2( 1 + т2) 
(2 .8 .6) 

Коэффициент т является мерой относительного участия 2рz -орби
талей в формировании молекулярной орбитали 0'��"' . В рассмотрен
ной картине образования О' орбиталей предполагается, что индивиду
альность атомных орбиталей в основном сохраняется, но происходит 

разр aspz 

Рис. 2.8 .4 . Структура уровней ги
бридных орбиталей 

относительно небольшое перерас-
пределение электронной плотности 
между ними ,  т .  е. величина пере
крытия мала и соответственно т 
существенно меньше единицы.  Ес
ли же т ;:о:: 1 ,  то перекрытие вол
новых функций Фzs - Фzl'z настоль
ко велико, что их индивидуальность 
полностью теряется . В этом случае 
при образовании молекулярных свя
зей следует рассматривать гибрид
ные 2s-2pz атомные волновые функ
ции. Структура уровней гибридных 
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орбиталей в этом случае изображена на рис. 2 .8 .3 .  Напомним ,  что энер
гетический уровень гибридных Рz-орбиталей дважды вырожден .  Ему 
соответствуют две одинаковых sрz -орбитали ,  направленные в разные 
стороны вдоль оси z (рис. 2 .8 .4) .  

При перекрытии гибридных sрz-орбиталей атомов А и В образуются 
две двукратно вырожденные МО - одна связывающая и��:з и одна 
разрыхляющая и��; . На каждой молекулярной орбитали может нахо
диться только два электрона. 

2.8 .2 .  Прочность химической связи. Прочность связи определя
ется разностью ч исла электронов на связывающих и разрыхляющих 
молекулярных орбиталях. Эта разность, делённая на 2, равна ч ислу 
связей или, как принято говорить, кратности связи . Максимальная 
сила связи возникает при таком заполнении МО электронами ,  при 
котором кратность связи максимальна. 

Воспользуемся схемой МО, изображённой на рис. 2 .8 .2 ,  б. Если на 
атомных орбиталях находилось по одному электрону, МО иf�яз полно
стью заполнена (имеет два электрона) . Кратность связи равна l .  Если 
же на атомных орбиталях находилось по два электрона, то полностью 
заполнены uf�"'- , иf:зр -орбитали . Кратность связи равна нулю, что 
означает, что атомы с полностью заполненными 1{1 1 8 -орбиталями  не 

Т а б л и ц а  2.8 .2 

Число электронов в атоме Заполнение МО Кратность связи 

1 а!�яз r l 1 

2 
а!�яз l r о 
аi:зр l r 

3 а��яз r l 1 

4 а��яз r l о 
(]"�:зр r l 

5 1Г2��7� i 1 
1Г2�:з i 

6 1Г��я: r l 2 
7r���з j 1 

7 а2�": r l 3 

8 1Гразр r 2р" 2 
1Гразр r 2pv 

9 1Гразр r l 2р,, 1 разр r l 1Г2Рv 
1 0  а2�яzз 1 1  о 
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образуют химической связи , т. е. они не существуют в молекулярном 
состоянии .  При дальнейшем увеличении ч исла электронов на атом
ных орбиталях начинают последовательно заполняться МО 0"��"3 ,О"��3Р , 
псвя3 ,  псвя3 , О"свя3 , празр, празр, О"разр. При заполнении орбиталей псвяз , 2р " 2p!J 2pz 2ра, 2p!J 2pz 2р," 
п2��13 и п��',Р , п��',; надо учитывать первое правило Хунда : 1 -й электрон 
заполнит состояние п2�Я.,3 ,  2- й - состояние п?_��13 с той же ориентацией 
спина, 3-й - 1r��Я.3 с противоположной ориентацией спина, 4-й - п2��13 
также с противоположной ориентацией спина .  Зависимость кратности 
связи от ч исла электронов в атомах иллюстрируется табл. 2.8 .2 .  

Заметим,  что у ионов кратность связи может иметь не целочислен
ное значение. Например , ионы молекулы водорода Ht и Н2 образуют 
связи с кратностью 1 /2 .  У молекулы Н2 орбиталь О"��яз заполнена двумя 
электронами, а O"f�зr - свободна . Кратность связи равна 1 .  У иона Hi 
на  связывающей орбитали находится один  электрон . У иона Н2 на 0"��"3 
орбитали находятся два электрона и один - на O"i�3P .  

При увеличении  кратности связи энергия  связи возрастает, а длина 
химической связи уменьшается (табл .  2.8 .3) . 

Т а б л и ц а  2 .8 .3 
Частица Кратность связи Энергия связи, эВ Длина связи, нм 

н+ 2 1 /2 0,2 
н2 1 4 ,5 
в2 1 3 О, 1 59 
с2 2 6,5 0, 1 24 
N2 3 9,8 О, 1 1  
N+ 2 2,5 8 ,7 0, 1 1 2 
Oz 2 5 , 1 0, 1 2 1  
oi_- 2,5 6,5 0, 1 1 2 
о-2 1 , 5  4 , 1  0, 1 34 

§ 2.9 . Несвязывающие орбитали 

Следует иметь в виду, что перекрытие волновых функций различ
ных атомов не всегда приводит к формированию связывающих и раз
рыхляющих орбиталей .  Связывающей орбитали всегда соответствует 
более низкое значение энергии ,  чем исходным  орбиталям .  Наоборот, 
энергия разрыхляющих орбиталей всегда больше энергии образующих 
её атомных орбиталей .  

Вместе с тем возможна ситуация ,  когда перекрытие орбиталей не 
приводит к изменению энергии системы,  т. е .  при перекрытии атомных 
орбиталей их собственная энергия не изменяется. Но всякое перекры
тие всегда приводит к делокализации атомного состояния электрона: 
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электрон приобретает возможность перехода с орбитали одного атома 
на орбиталь другого, с которым эта орбиталь перекрывается . Поэтому 
nри перекрытии волновых функций разных атомов всегда возникают 
МО, но не обязательно энергия системы при этом изменяется . Орбита
ли, возникновение которых не связано с и зменением энергии  системы 
атомов, называются несвязывающими.  

Чтобы энергия системы атомов А и В при перекрытии их волновых 
функций не менялась, нужно чтобы обменный и нтеграл, определяю
щий изменение энергии при перекрытии волновых фун кций,  был равен 
нулю: 

(2 .9. 1 )  

Поскольку i1 ф8 = Еф8 , то (3 = Е f флфв dv. Равенство (3 = О 
означает, что интеграл перекрытия I = f флфв dv = О, так как энер
гия Е -=f. О. 

Чтобы функции перекрывались, а интеграл перекрытия при этом 
был равен нулю, нужно, чтобы при перекрытии образавывались две 
или более областей перекрытия, для которых сумма парциальных и нте
гралов I равнялась бы нулю.  В результате происходит перераспределе
ние электронной плотности в пространстве не приводящее к изменению 
энергии системы.  На рис .  2 .9. 1 в качестве при
мера приведён один и з  вариантов перекрытия 
различных орбиталей, при котором это условие 
выполняется, т. е. 

I 'l/Jp , �Js dv = I 'l/Jp, 'Фs dv - I 'l/Jp, 'Фs dv = О. 
v v l v2 

(2 .9 .2) 
Из соображений  симметрии области 1 и 2 

равны по объёму и амплитуды волновых функ
ций 'l/Jp, и Фs в этих областях одинаковы .  Оба 
интеграла равны по величине ,  но имеют разные 
знаки, так что их сумма равна нулю .  Поскольку 

Рис. 2.9. 1 .  Пере
крытие s-орбитали 

с Рх-орбиталью 

интеграл перекрытия ФР� - и ф8 -орбиталей равен нулю,  их перекрытие 
не приводит к изменению энергии системы.  Следовательно, если ор
битали 'l/Jp, и Фs не перекрываются с другим и  волновыми функциями,  
они не участвуют в создании связей , но образуют две не  связывающие 
rr" - 1rP" -орбитали:  ФРх ± 'Фs · Иначе говоря, такие комбинации перекры
вающихся волновых функций не образуют связывающих орбиталей . 

§ 2 . 10 .  Комплексные соединения 

Комплексными называются соединения, образованные централь
ным (координирующим) атомом металла и окружающими его нейтраль
ными молекулами или ионами ,  имеющими неподелённую пару элек
тронов на орбиталях внешнего электронного слоя . Эти окружающие 



Координи- Структура Возможные Реализующий- Коорди-
орбиталей национ-

рующий типы ги- ся тип 
в возбуждённом бридизации гибридизации 

но е 
центр состоянии число 

Ag+ (cu+) 
5р - - -
5s - sp, sp2, sp3 sp 2 
4d * * * * * 

Hg2+ (Zn2+) бр - - -
sp, sp2, sp3 sрз 4 

бs -

Pt2+ (АuЗ+ ) 
бр - - -

dsp2 5d * * * * - dsp2 4 
бs -

Pt4+ 
бр - - -

d2spз 5d * * * - - d2spз б 
бs - - - � - - � - - --

Геометрия Ли-
комплекса га н д 

линейная NНз 

тетраэдр NНз 

квадрат в г-

октаэдр о-� -� - -

О'> о 

Т а б л и ц а  2 . 10. 1  \ ;::: 

Тип орбитали 
с неподелён-

ной парой 

заполненная 
sрз 

заполненная 
sрз 

одна из  
заnолн .  sp3 

одна из  
заполн. sp3 
- ----- --

Химиче-
екая фор- : 

мула 

1 
Ag(NHз)i ! 

CuCl2 1 

Hg(NH3)�+ 

Pt (Br)�-
AuCl,\ 

Pt(Cl)�-
- --

"" 

f ;>; ::. 
� р 
� (\) ;>; 
� Q � � "' 
� Q 
g � Q "' (\) ;>; р ::. Q � Q О;) 
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атом металла частицы называются лигандами.  Характерными осо
бенностями металлов являются, с одной стороны ,  низкие потенциалы 
ионизации, с другой стороны - наличие во внешнем электронном слое 
нескольких валентных орбиталей ,  число которых зависит от степени 
ионизации. 

Между атомом металла и лигандами могут образовываться кова
лентные связи в результате перекрытия незаполненных (пустых) ор
биталей атома (или иона) металла с орбиталями  лигандов , имеющих 
неподелённую пару. В результате образуется сr-связь, аналогичная той, 
которая образовалось бы , если бы обе перекрывающиеся орбитали 
имели по одному электрону. 

Поскольку энергетически наиболее выгодно, чтобы такие связи 
формиравались гибридными орбиталями ,  пространственная структура 
образующихся комплексов определяется типом гибридизации орбита
лей центрального атома (или иона ) .  Специфической особенностью ги
бридизации в данном случае является то, что здесь в образовании 
связи могут принимать участие только пустые гибридные орбитали .  
Число и геометрия образующихся пустых орбиталей и определяет 
структуру комплекса.  Их число называется координационным  числом . 
Оно изменяется от 2 для гибридных орбиталей sр-типа до шести при 
rl2 sр3 -гибридизации.  Некоторые примеры образования комплексных со
единений приведены в табл. 2 . 1 0. 1 .  

Заметим ,  что более предпочтительным является образован ие свя
зей с заполненными орбиталями лигандов гибридного типа. Участие 
гибридных орбиталей в создании связей в комплексных соединениях 
физически означает, что энергетически более выгодно, чтобы свя
зи создавались не путём перекрытия свободных атомных орбиталей 
центрального атома с заполненными атомными орбиталями  лигандов , 
а формиравались определёнными комбинациями атомных волновых 
функций центрального атома и лигандов. 



Г л а в а  3 

СВОЙСТВА МОЛЕКУЛ И СИЛЫ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЖДУ ЧАСТИЦАМИ 

§ 3. 1 . Дипольные моменты молекул 

Дипольный  момент связан с несовпадением центров распределения 
отрицательного и положительного заряда в молекуле. У всех атомов 
и симметричных двухатомных молекул средняя координата электрон
ного облака совпадает или с ядром у атомов или с центром положи
тельного заряда у молекул, так что их дипольные моменты равны нулю. 
У гетеронуклеарных и многоатомных молекул электронная плотность 
между атомами распределена несимметрично в результате различного 
сродства к электрону у разных атомов . 

При анализе распределения  электронной плотности удобно, в пер
вом приближении ,  рассматривать, в качестве структурной единицы 
атомов, ядра вместе с совокупностью внутренних (не участвующих 
в образовании связей) орбиталей .  Тогда, например, молекула НС! 
состоит из следующих структурных единиц :  протона, 1 s-электрона, 
атомного остова атома С! (ядро и 1 6  электронов на  орбиталях 1 s2, 2s2, 
2р6, 3s2, 3р4 ) и одного валентного 3р-электрона .  Остов С! и меет заряд 
+е, как и заряд протона .  Центр положительного заряда расположен 
посередине расстояния между атомами Н и С! . Облако же валентных 
электронов смешено в сторону С! из-за большего по сравнению с Н 
сродства С! к электрону (у Н - 0,75, у С! - 3 ,6) . 

Дипольный момент молекулы Р = QlS, где Q - величина по
ложительного (или отрицательного) заряда в нейтральной молекуле, 
[Б[ - расстояние между центрами положительного и отрицательного 
зарядов. Величина 8 � 1 0-8 см (в  системе СГС) � 10-10  м (в системе 
СИ);  заряд электрона [е [ = 4,8 · 10- 1 0  см(дин) 1 12 (СГС) = 1 ,6 · ю- 19 Кл 
(СИ); Р � 4,8 · I o- 1 8 см2 (дин) 1 12 (СГС) � 1 ,6 . 1 0-29 Кл · м (СИ). Ди
польный момент удобно выражать в единицах Дебая (Д): один  Д =  = 1 0- 1 8  (СГС) = 3 ,33 · 10-30 Кл · м (СИ) . У молекулы HCI ,  напри
мер, Р = 1 ,04 Д. 

Химические связи с дипольным моментом Р =f О называются поляр
ными .  Величина полярности определяет степень ионности связи, т. е. 
величину вклада в энергию связи сил электростатического притяжения 

. смещённых друг относительно друга положительного и отрицательного 
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заряда . Если полярность связи равна нулю ,  то связь имеет ч исто 
1<овалентный характер. Наоборот, при расстоянии  между центрами 
зарядов равном расстоянию между атомами (длине связи) связь имеет 
• 1 исто ионный характер. В этом случае двухатомную молекулу можно 
рассматривать как совокупность двух положительно и отрицательно 
заряженных ионов, связанных только силами электростатического при
тяжения. Здесь заряды пространственно полностью разделены и мо
лекулярных орбиталей не образуется .  Зная величину дипольнаго мо
мента двухатомной молекулы ,  определённого экспериментально, легко 
определить величину ионного вклада в энергию связи . Рассмотрим, 
в качестве примера, молекулу LiH. Дипольный момент этой молекулы 
равен 5,9 Д. Расстояние между атомами  Li и Н равно 0, 1 6  нм .  Для 
чисто ионной связи дипольньrй момент должен быть равен 7 ,  7 Д. Таким 
образом , заряд на ядрах составляет приблизительно 0,77 J eJ ,  т .  е .  связь 
в молекуле LiH на 77 % - ионная и на 23 % - ковалентная . 

Дипольный момент Р многоатомной молекулы равен сумме диполь
ных моментов Р; связей с номерами i: 

(3. 1 . 1 ) 

Например, в молекуле СО2 (О=С=О) связи полярны :  сродство к 
электрону у О ( 1 ,5) больше, чем у С ( 1  ,25) . Центры отрицательных 
зарядов у каждой связи смещены в сторону атомов О, в результате 
чего распределение заряда и меет характер о- = с+ = о-. Однако ,  так 
как моменты связей равны по величине и направлены навстречу друг 
другу, суммарный момент молекулы равен нулю. 

В молекуле воды дипольные моменты связей 0-Н не  компенсируют 
друг друга и молекула воды полярна .  Связь пространствеиной сим
метрии молекулы с наличием у неё дипольнаго момента иллюстрирует 
табл . 3 . 1 . 1 .  

Т а б л и ц а  3. 1 . 1  

Молекула Геометрия Наличие дипольнаго момента 

АВ линейная есть 

АВ2 линейная нет 

АВ2 угловая есть 

АВз плоская нет 

АВз пирамида есть 

АВ4 тетраэдр нет 

АВб октаэдр нет 

Способность атома в молекуле притягивать электронное облако 
!Т-связей определяется его электроотрицательностью. Если принять 
1\('.JJИчину электроотрицательности атома Li за единицу (минимально 
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возможное значение) , а атома F - четыре (максимально возможное 
значение) , то значения электроотрицательности остальных элементов 
будут иметь промежуточные значения.  В табл. 3. 1 .2 приведены значе
ния электроотрицательности некоторых элементов. 

Т а б л и ц а  3 . 1 .2 

н 
2 , 1  

Li В е в с N о F 
1 ,0 1 , 5 2,0 2 , 5  3,0 3,5 4,0 

Na Mg А! Si р s С! 
0,9 1 ,2 1 , 5  1 , 8 2, 1 2 ,5 3 ,0 

Итак, величина дипольнога момента молекулы определяется: 
- величиной дипольных моментов связей , которые, в свою оче

редь , определяются разностью электроотрицательностей атомов; чем 
дальше по шкале электротрицательности отстоят два элемента друг 
от друга, тем больше в их соединениях смещено электронное облако 
и тем больший  дипольный момент имеют О"-связи, образованные этими  
элементами ;  

- наличием неподелённых пар электронов на гибридных орбита
лях, так как у них центр отрицательного заряда всегда смещён относи 
тельно центра заряда атомного остова; дипольный  момент неподелён
ной 

Рис. 3. 1 . 1 .  Взаим
ная ориентация свя
зей и неподелённой 

пары суммируется 
О"-связей . Примерам 
(рис. 3. 1 . 1 ) ; 

с дипольным моментом 
является молекула NF 3 

- наличием 7Г-р-сопряжения; в результате ко
торого заряд неподелённых пар электронов на 
'1/'р-орбиталях делокализуется. Отрицательный за
ряд атома, имевшего ранее неподелённую пару 
электронов, уменьшается , а других атомов , объ
единённых многоцентровой орбиталью , - увели
чивается. 

Кроме постоянного дипольнаго момента, в 
пары электронов в электрическом поле у атомов и молекул может 

молекуле N Fз возникнуть наведённый дипольный  момент, вели-
чина которого пропорциональна напряжённости 

электрического поля :  Р = 41ГЕ0аЕ. Здесь Ео - электрическая постоян 
ная, а - поляризуемость . По порядку величины а �  1 0-30 м3. 

Заметим, что поляризуемости О"- и 1r-связей сильно отличаются .  
Электронное облако О"-связей , находящееся на линии ,  соединяющей 
положительно заряженные атомные остовы ,  значительно более экрани
ровано, чем у 7Г-связей , у которых электронное облако расположено вне 
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линии связей . Поэтому коэффициент поляризуемости 1r-связей обычно 
в 3-4 раза превышает коэффициент поляризуемости а-связей . 

Поляризуемость простых связей в первом приближении не зависит 
от того, в какой молекуле они находятся ,  что позволяет рассматри
вать поляризуемость молекул как сумму поляризуемостей отдельных 
связей. Например, поляризуемость одной связи С-Н ,  в среднем , со
ставляет 0,68 · 10-30 м3. Поляризуемости молекул С2 Нб. С2 Н4 и С6 Н6 
составляют 4 ,33 · 1 0-30 м3, 3,7 · 1 0-30 м3, 9 ,9 · 1 0-30 м3 соответственно 
(рис. 3 . 1 .2) . Поэтому на долю одной С-С связи в атоме приходится 

н н 
\ 1 

н-с - с-н 
1 \ 

н н 

а 

н н 
\ 1 
С=С 

1 \ 
н н 

б 

с н 

н со- -- ' сн ' ' ' ' 
не ' _ _ _  ' сн 

с н 
в 

Рис.  3 . 1 .2 .  Молекулы этана (а) , этилена (6) и бензола (в) 

аС-С = ( 4,33 - 6 · 0,68) · l о-ЗО м3 = 0 ,25 · 1 о-ЗО м3. Для ЭТИЛена С2 Н4 
аС:-с + ас-с = (3 ,7 - 4 . 0,68) . l o-30 м3 = 1 ,0 . 1 0-30 м3 (т. е. поляри
зуемость двойной связи в 4 раза больше, чем оди нарной ) .  Считая, 
что аС:-с = 0,25 . 1 0-30 м3 для а(_с , находим а(_с = ( 1 ,0-0,25) х 
х 1 0-30 м3 = 0 ,75 · 1 0-30 м3. У бензола Сб Нб коэффициент поляри
зуемости электронов многоцентровой 1r-связи ас-с = (9,9 - 6 · 0,68 -
- 6  · 0,25) . 1 0-30 м3 = 4 ,  3 · 1 0-30 м3. Эта величина существенно превы
шает поляризуемость трёх ординарных 1r-связей .  Таким образом ,  чем 
больший объём занимает электронное облако 1r-связей , тем сильнее 
оно поляризуется. 

§ 3.2. Магнитные свойства молекул 

Рассмотрим частицу с зарядом q и массой т, движущуюся по 
окружности радиуса R с частотой w.  Ток j,  создаваемый этой частицей ,  
равен величине заряда , переносимого через сечение,  перпендикулярное 
траектории движения частицы, в един ицу времени :  

. qw 
J = 

21Г . (3 .2 . 1 )  

Магнитный  момент, создаваемый  этим  током , m 1  = (qwj21r)1rR2 = 

= qwR2 {2. Отношение магнитного момента к моменту импульса pz = 
= mwR , равное 

ml = _2_ ,  (3 .2 .2) 
Pl 2m 

не зависит от формы траектори и  частицы и частоты w и является 
константой, характеризующей частицу. 

3 Н.Б. Брандт, В.А.  Кульбачинский 
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Отсюда следует, что заряженная частица с иенулевым орбитальным 
моментом импульса должна обладать магнитным  моментом и взаимо
действовать с магнитны м  полем .  Если у частицы есть собственный 
механический момент (спин) Ps ·  то он связан с её  магнитным момен -
том rns соотношением ms q - = g-. 

ps 2m 
(3 .2 .3) 

Множитель g характеризует природу частицы и называется g-фак
тором. Для свободного электрона g = 2 ,  для протона g = 5,58. 

Спиновый момент импульса частицы квантуется 

\ps \ = hjS(S + 1 ) , (3 .2.4) 

где S - спиновое квантовое число частицы, принимающее целые или 
полуцелые (в зависимости от сорта частицы) положительные значения.  
Из соотношения (3 .2 .3) следует, что собственный магнитный момент 
частицы m8, определяемый её спином, равен 

ms = g:�jS(S + 1 ) .  (3 .2 .5) 

Для электрона с зарядом е величина {lв eh/2mo = 9,27 х 
х 1 0-24 Ам2 (Си) или мв = ehj(2m0c) = 0,9274 · 1 0-20 эрг/Гс (СГС) 
называется магнетоном Бора. 

Собственный магнитны й  момент ядер выражается в ядерных маг
нетонах Бора 11� = eh/2mp (см. § 1 .3 ) .  Для электрона спиновый 
магнитный  момент выражается формулой 

ms = gf.lв )S(S + 1 ) (3 .2 .6) 

и для ядра - формулой 

т� = gм� )8н(Sн + 1 ) . (3 .2 .7 ) 

(в данном случае Sн - спиновое квантовое число ядра ) .  Поскольку 
спиновый магнитный момент пары электронов равен нулю,  а спиновые 
магнитные моменты неспареиных электронов и меют одну и ту же 
ориентацию, спиновый магнитный  момент атомов, ионов, комплексов, 
свободных радикалов, имеющих n неспареиных электронов со спи
ном S, равен 

ms = g{lв)Sn(Sn + 1 ) . (3 .2 .8) 

Подставляя S = 1 /2 ,  получаем 

ms = gмвvn/2 (n/2 + 1 ) .  (3 .2 .9) 

Таким образом , если орбитальный момент электронов у атома равен 
нулю,  измеряя ms . можно определить ч исло неспареиных электронов . 

У частицы со спином S возможны 2S + 1 независимых ориентаций 
спина и ,  следовательно, столько же ориентаций магнитного момента 
в магнитном поле. Поскольку каждой ориентации магнитного момента 
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в магнитном поле соответствует определённое значение энергии ,  энер
гетический уровень частицы расщепляется в магнитном поле на 2S + 1 
уровней . 

§ 3.3. Нековалентные взаимодействия 

Основными типами нековалентных взаимодействий являются: 
- ионные взаимодействия, 
- дипольные взаимодействия Ван дер Ваальса, 
- водородные связи. 
Нековалентные взаимодействия и грают основную роль в образова

нии конденсированных сред: жидкостей,  твёрдых тел и биологических 
структур. 

3.3. 1 .  Ионная (гетерополярная) связь. Ионные (гетерополяр
ные) молекулы и кристаллы образуются из атомов с различной элек
троотрицательностью. Как указывалось ранее, различие в электроот
рицательности атомов приводит к тому, что электрон большую часть 
времени находится вблизи атома, обладающего более высокой элек
троотрицательностью. Поэтому при образовании молекулы происходит 
перераспределение электронной плотности: она увеличивается у атома 
с большей элеюраотрицательностью и уменьшается у другого атома . 
В результате у молекулы возникает дипольный  момент. 

Степень перераспределения заряда определяет степень нонности 
связи .  Если она невелика, то доминируют ковалентные взаимодей
ствия, если велика - то ионные .  Ч исто ионную связь можно рас
сматривать или как предельный случай гетераполярной связи, когда 
происходит полное разделение зарядов между атомами, или как резуль
тат электростатического притяжения отрицательно и положительно 
заряженных ионов , при котором их внешние валентные орбитали не 
перекрываются .  

Характерными особенностями  ион ной связи,  в отличие от ковалент
ной, являются отсутствие направленности и насыщения .  Ненасыщен
ность ионной связи проявляется в том ,  что каждый ион стремится при
близить к себе как можно больше противоположно заряженных ионов, 
т. е .  образовать структуру с возможно более высоким координационным 
числом ,  характеризующим число ближайших соседей . Возможные зна
чения координационных чисел определяются соотношениями ионных 
радиусов, т. е .  ч исто геометрическим фактором,  если рассматривать 
ионы как сферы и учитывать, что минимуму энергии соответствует их 
наиболее плотная упаковка при условии соприкосновения  всех взаимо
действующих ионов. 

Обозначим радиус центрального иона r+, а радиус ионов противо
положного знака r-. Будем считать, что отношение r+ jr- изменяется 
от О до 1 ,  т. е .  независимо от знака, центральным рассматривается 
ион с меньшим радиусом .  Радиус центрального иона, соответствующий 

3* 
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заданной упаковке ионов с радиусом r-, определяется как половина 
диаметра внутренней полости , образованной соприкасающимися внеш
ними ионами.  Предельные значения отношения ионных радиусов для 
различных конфигураций (рис. 3 .3 . 1 )  приведены в табл. 3 .3 . 1 .  

Т а б л и ц а  3 .3 . 1 
Координацион-

Конфигурация r+ /r-
ное число 

2 Гантель о 
3 Треугольник 2/3 1 12 - 1 = 0, 1 5  
4 Тетраэдр / (2/3) 1 12 - 1 / = 0, 1 8  
4 Квадрат 2 1 /2 - 1 = 0,4 1 
6 Октаэдр 21 12 - 1 = 0,4 1 
6 Куб 3 1 ;2 - 1 = о,73 
1 2 Гранецентрированный куб 1 

Оценим энерги ю  ионной связи .  Для однозарядных ионов , распо
ложенных на расстоянии порядка двух ионных радиусов d � 0,2 нм ,  
энергия равна 2 

4 
е d � 1 , 1 5  · 1 0- 1 8 Дж � 7 ,2 эВ.  'IГЕо (3 .3 . 1 )  

Эта энергия сравнима с энергией ковалентной связи .  Заметим, что 
чисто ионной связи практически не бывает. Даже в таких ионных 

00 
а б 

Рис. 3 .3 . 1 .  Различные 
ионов 

в 

конфигурации 

кристаллах, как к+сt- и 
Na+cJ- на  долю ионной свя
зи приходится около 90 % энер
гии связи, а на долю ковалент
ной - около 1 0 %. 

Огромная величина напря
жённости электрического по
ля на поверхности иона (Е = 
= е/(41ГЕоr2 ) � 3 ,6 · 1 01 0 В/м) 
приводит к тому, что ионы в 

растворе притягивают поляризованные молекулы растворителя, кото
рые образуют вокруг ионов так называемую сольватную оболочку. Если 
растворителем является вода, то говорят об образовании гидратных 
оболочек. Кроме чисто электростатического ион-дипольнога взаимо
действия между ионом и молекулами растворителя могут возникнуть 
ковалентные взаимодействия как в комплексных соединениях. 

3.3.2.  Взаимодействия Ван дер Ваальса (дипольные взаимо

действия) .  Ван-дер-ваальсовыми называются взаимодействия между 
частицами с нулевым суммарным  зарядом .  Существует три основных 
типа взаимодействий  Ван дер Ваальса. 
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Первый тип - это взаимодействие между частицами,  имеющими 
постоянный электрический дипольный момент Р = Qd. Рассмотрим 
две частицы, обладающие дипольными моментами Р (рис. 3 .3 .2) . 

Энергию взаимодействия диполей на  расстоянии r » d можно рас
сматривать как потенциальную энергию Wo одного диполя ,  находяще
гося в поле Е, создаваемом другим диполем: 

Wo = -(ЕР) .  
Создаваемое диполем электрическое поле 

Е = _1_ З(Pr)r - Pr2 47ГЕо r5 
Так как 

(Pr) � cos 't9 ,  

(3 .3 .2) 

(3 .3 .3) 
(3 .3 .4) 

то энергия максимальна, когда два диполя расположены на одной 
прямой и имеют одинаковую ориентацию дипольных моментов, как это 
показано на рис. 3 .3 .2 внизу. В этом случае 

Е = -4 1 2�
, (3 .3 . 5) 1ГЕо r 

и энергия взаимодействия (если принять за 
нуль энергию взаимодействия на бесконеч
ности) выражается формулой 

р2 
Wo = - --3 • 

27Гt:or 
(3 .3 .6) 

Поскольку при любом изменении энер

� -Q d +Q 
+ о---о-
-о-----Е--о+ -о-----Е--о+ 
Рис. 3.3 .2 .  Взаимодейст-
вие дипольных моментов 

гии совершается работа, то dWo = -дА =  -Fdr . С ила, действующая 
на частицу, F = -dW0/ dr. При параллельной ориентации диполей, 
расположенных на одной оси, между ними действует сила 

F _ dW0 _ 1 ЗР2 
- - dr - 21ГЕо -;:г · (3 .3 .7) 

Аналогичная сила действует между двумя противоположно ориенти
рованными диполями , расположенными на параллельных прямых на 
близком расстоянии друг от друга . При противоположных указанным 
на рис .  3 .3 .2 ориентациях диполей между ними действуют силы оттал
кивания. 

Рассмотрим  теперь большое число диполей . Равновесному состоя
нию частиц при Т =  О всегда соответствует минимум энергии .  Поэтому 
диполи в конечном итоге ориентируются друг относительно друга так, 
чтобы силы притяжения между ними были максимальны (потенциаль
ная энергия взаимодействия - минимальна) .  Таким образом, в системе 
диполей с постоянным моментом притяжение осуществляется за счёт 
изменения их возможной ориентации .  Такое взаимодействие называет
ся ориентационным . Минимальной энергии взаимодействия отвечает 
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полная упорядоченность ориентации дипольных моментов . Полностью 
упорядоченное состояние называется основным состоянием. Ему со
ответствует абсолютный нуль температуры.  Любое разупорядочение 
системы дипольных моментов при повышении температуры приводит 
к увеличению энергии системы .  

Обратим внимание н а  то, что п ри  повышении температуры увеличи
вается не только энергия системы диполей , но и изменяется характер 
зависимости энергии (и сил взаимодействия диполей) от расстояния 
между ними .  Причиной этого является уменьшение радиуса экрани
рования электрического поля диполя при разупорядочении ориентации 
окружающих его диполей . При высоких температурах, когда энергия 
теплового движения частиц становится больше энергии их  взаимо
действия , пространственное упорядочение ориентаций дипольных мо
ментов полностью разрушается, что приводит к сильному экраниро
ванию электрического поля, создаваемого диполем .  В результате, при 
kвТ » Tf'o энергия взаимодействия в системе диполей с постоянными 
моментами описывается формулой 

zp4 
Wo = - ----"--

47ГЕо3r6 kвТ 
Соответственно сила F взаимодействия между диполями 

1 2Р4 F = 7 . 47rEo3r kвТ 

(3 .3 .8) 

(3 .3 .9) 

При низких температурах, когда Wo » kвТ, формулы (3 .3 .8) , (3 .3 .9) 
переходят (3 .3 .6) , (3 .3 .7) . 

Второй тип взаимодействия Ван дер Ваальса - это взаимодействие 
диполей с постоянным моментом Р0 и нейтральных, не имеющих 
собственного дипольнаго момента , частиц .  Причиной этого взаимо
действия является поляризация нейтральной частицы электрическим 
полем диполя .  Такое взаимодействие называется индукционным . Ин
дуцированный момент у частицы Ри = аЕ (а - коэффициент поля
ризации частицы) всегда направлен вдоль электрического поля диполя 
и равен 

(3 .3 . 1 0) 

Энергия Wи частицы,  расположенной на линии ,  проходящей через 
ось диполя, будет определяться полем диполя и индуцированным мо-
ментом : 1 4аРб 

Wи = - (ЕР и ) = -ЕРи =  - --2 -б- , 
( 47ГЕо) r 

(3 .3 . 1 1 )  

и сила взаимодействия будет 

р _ dWи _ 1 24aPJ 
- - -;ь:- - (47rEo)2 -r-7 - .  (3 .3 . 1 2) 
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Если частица находится вне оси диполя , её поляризация будет 
меньше.  Энергия взаимодействия ,  усреднённая по всем возможным 
ориентациям дипольнаго момента Р и индуцированного момента ча
стицы,  описывается формулой 

1 2aPJ 
Wи = -(ЕРи ) = -ЕРи = - --2 -6- . (3 .3 . 1 3) 

(4кс:о) r 
Третий тиn взаимодействия относится к взаимодействию ней

тральных частиц ,  не имеющих постоянных электрических дипольных 
моментов атомов с заполненными электронными оболочками .  Центр 
усреднённого по времени распределения электронного заряда совпадает 
с положением ядра, так что их дипольный момент равен нулю. Од
нако в каждый момент времени центр распределения электрического 
заряда электронов не совпадает с положением ядра и атом обладает 
мгновенным или виртуальным дипольным моментом .  У атома водо
рода, например, средни й  электрический момент равен нулю, тогда 
как виртуальный момент имеет значительную величину Рвир = еао = 
= 4 ,8 · 1 0- 10 · 0,53 · 1 0-8 :::::::; 2 , 5D. Поле виртуального диполя убывает 
с расстоянием как 1 /т3, так же как у обычного диполя . Это поле 
поляризует нейтральную частицу, в результате чего между ними воз
никают силы притяжения. Этот тип взаимодействия называется дис
персионным . Энергия Wд дисперсионного взаимодействия может быть 
записана в виде 

Wд = -(ЕвирРи )  = -ЕвиреtЕвир = -аЕ;ир = - С� . r 
Сила взаимодействия будет 

1 F "'  -r · r 

(3 .3 . 1 4) 

(3 .3 . 1 5) 

Энергия дисперсионного взаимодействия обычно превосходит энер
гию ориентационного и значительно более слабого и ндукционного вза
имодействия. 

Зависимость энергии от расстояния у всех трёх типов ван-дер
ваальсовьrх взаимодействий одна и та же: 

И/ = _ Ai б ' r (3 .3 . 1 6) 

где коэффициент Ai характеризует величину соответствующего типа 
взаимодействия  (i  = о - ориентационного, i = и - и ндукционного, i = 
= д  - дисперсионного) . В табл . 3 .3 .2 ,  в качестве примера, приведены 
значения  Ai для различных веществ в единицах Дж · м6 . 

На близких расстоян иях между атомами и молекулами возникают 
силы отталкивания .  Природа сил отталкивания связана с электро
статическим взаимодействием отрицательно заряженных электронных 
оболочек сближающихся под действием сил Ван дер Ваальса частиц 
и квантавамеханическими силами обменного взаимодействия: согласно 
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Т а б л и ц а  3.3 .2 
Молекулы Р ( 1 030 Кл · м) Ао · 1 078 Ан · 1 078 Ал · 1 078 

Hz о о о 1 ,32 
со 0,4 0,00034 0,0057 6,75 

Н2 О 6, 1 4 1 8,6 4,8 3,35 
so2 5 ,57 1 2,8 10 ,5 30,9 

принципу Паули число электронов на электронн ых оболочках фик
сировано, что делает невозможны м  перекрытие полностью заполнен
ных орбиталей . Силы отталкивания резко возрастают при уменьшении 
расстояния между частицами .  Энергия, связанная с этими силами ,  
приближённо описывается потенциалом Леннарда-Джонса 

(3 .3 . 1 7) 

где В - некоторая постоянная . Обычно 8 < n < 1 2. Лучшее согласие 
с экспериментальными данными даёт экспоненциальная зависимость 
энергии от расстояния ,  вытекающая из квантавамеханического расчёта 

(3 .3 . 1 8) 

Здесь Ь и р - постоянные величины .  
Используя потенциал Леннарда-Джонса , можно рассчитать равно

весное расстояние r0 между частицами и энергию молекулы vV в этом 
состоянии .  Например, при n = 1 2  

А В 
W = - 6 + --т2 . (3 .3 . 1 9) r r 

Минимум энергии при некотором r0 определяется из условия ра
венства нулю производной энергии по r (при n = 1 2) 

dW бА 1 2В 
(3 .3 .20) dr = 7 - -;:тз 

Отсюда r0 = (2В/А) 116 и энергия связи 

А2 ( А )2 А2 А W = - 2В + В 2В = - 4В = - 2r& .  (3 .3 .2 1 )  

Эта величина характеризует энергию ван-дер-ваальсового взаимодей
ствия .  Например , для воды W � -0,09 эВ. 

Резкий  рост сил отталкивания при r < r0 позволяет аппроксимиро
вать каждую частицу сферой радиуса r0 . Определённый таким образом 
радиус называется радиусом Ван дер Ваальса. Радиусы Ван дер Ва
альса описывают только ван-дер-ваальсовы взаимодействия .  При об
разовании химической связи расстояние между частицами становится 
существенно меньше r0 , так как в этом случае возникает перекры-
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тие атомных или молекулярных орбиталей . Например, для молекулы 
HCl сумма ван-дер-ваальсовых радиусов молекул Н и Cl составляет 
�0.3 нм ,  а длина химической связи в молекуле HCI равна О, 1 7  нм .  

По  аналогии с радиусом Ван дер Ваальса, при ковалентных вза
имодействиях каждому атому можно приписать ковалентный  радиус. 
Например, для молекулы  Н2 ковалентный  радиус равен половине рас
стояния между ядрами атомов водорода, т. е. половине длины ковалент
ной связи .  

3.3.3 .  Водородная связь. Водородная связь образуется между 
атомом водорода, связанным с более электроотрицательным элементом 
(чаще всего второго периода системы элементов, например N, О,  F) ,  
и с атомом, имеющим неподелённую пару электронов .  

Физическая природа водородной связи заключается в следующем. 
У атома Н, связанного с более электротрицательным атомом, элек
тронное облако о--связи смещено в сторону электротриuательного ато
ма. Такая связь полярна, обладает собственным  дипольным моментом 
и имеет смешанный коналентно-ионный  характер. Поэтому атом водо
рода можно рассматривать как частично ионизованный .  При полной 
ионизации атома водорода протон и мел бы заряд +е и был бы связан 
с отрицательным ионом второго атома ч исто ионной связью . При этом 
его 1 s-орбиталь была бы свободной и он мог бы образовать ковалент
ную о--связь с атомом ,  имеющим неподелённую пару электронов на 
одной из валентных орбиталей . С другой стороны ,  орбиталь с неподе
лённой парой электронов имеет собственный дипольный момент и мо
жет взаимодействовать с собственным дипольным моментом полярной 
о--связи атома водорода по принципу диполь-дипольного взаимодей
ствия .  Поэтому водородную связь можно рассматривать как некоторый 
гибрид из слабого ковалентного и диполь-дипольного взаимодействия 
между неподелённой парой электронов и частично ионизованным ато
мом водорода (рис . 3 .3 .3 ) .  Энергия водородной связи (0, 1-0,35 эВ) ,  
как правило, превышает энергию ван-дер-ваальсова взаимодействия, 
но, в то же время, значительно меньше энергии коналентной связи .  
Поэтому расстояние между атомом Н и атомом-донором неподелённой 
пары электронов всегда превышает длину соответствующей ковалент-

а б 

Рис. 3.3 .3 . Распределение электронной 
плотности при образовании водород
ной связи: а) 0'-связь атома водорода, 

б) неподелённая пара атома-партнёра 
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Рис. 3 .3 .4 . Образование 
комплексов из молекул 

воды 
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ной связи . Водородную связь принято обозначать пунктирной линией 
как это показано далее на рис. 3 .3 .4 .  

Вследствие небольшой энергии водородная связь и грает важную, 
часто определяющую, роль в процессах, происходящих при обычных 
температурах, в частности ,  в биологических. Водородная связь опреде
ляет необычные электрические свойства большинства сегнетоэлектри
ков и некоторые удивительные свойства воды. Благодаря водородным 
связям в воде практически не существует свободных молекул Н20. 
Молекулы воды связываются водородными связями в сложные ком
плексы (ассоциаты) ,  содержащие много молекул, как это показано на 
рис .  3 .3 .4 .  

Наличие водородных связей в воде и аналогичных жидкостях 
(H2Se, H2S и других) существенно повышает их температуры плавле
ния и кипения. Например, если бы в воде не существовало водородных 
связей, а связи имели бы только ван-дер-ваальсов характер, её темпе
ратуры плавления и кипения составляли бы - 1 00 °С и -80 °С, соот
ветственно. 

В достаточно больших молекулах водородные связи могут образовы
ваться между отдельными её частями .  Они имеют определяющее значе
ние в организации пространственной структуры белков и нуклеиновых 
кислот. Наличием водородной связи обязаны  своему существованию 
спиральные и с двойной спиралью молекулярные структуры. 

§ 3 .4. Жидкости 

Переход из газообразного в жидкое состояние происходит при тем
пературе, при которой кинетическая энергия движения молекул стано
вится меньше энергии нековалентных взаимодействий :  в основном ван
дер-ваальсовых и водородных связей . Силы Ван дер Ваальса, в первом 
приближении ,  являются изотропными .  Поэтому в жидкости молекулы 
могут перемешаться друг относительно друга . Образующиеся в резуль
тате водородных связей ассоциаты, в которых молекулы ориентированы  
определённым образом ,  как правило невелики ,  отдельные молекулы 
могут легко выходить из состава ассоциата и переходить в другой. 
Именно мобильность молекул и ассоциатов в жидкости является её 
основной особенностью. 

Мерой энергии нековалентных взаимодействий в жидкости являет
ся температура кипения при нормальном давлении .  Чем выше энергия 
межмолекулярных взаимодействий ,  тем выше температура кипения . 

Поскольку ван-дер-ваальсово взаимодействие связано с поляризу
емостью молекул и тем больше, чем больше поляризуемость , а поля
ризуемость, как правило, возрастает при увеличении размера частиц, 
то температура кипения жидкостей ,  в которых преобладают взаимо
действия Ван дер Ваальса , растёт при увеличени и  молекулярного веса 
(табл . 3 .4 . 1 ) . 
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Т а б л и ц а  3.4 . 1  
Вещество �олекулярная масса Температура кипения 

�етан 1 6 - 162 
Этан 30 -89 

Пропан 44 -42 
Бутан 58 -0,5 

Пентан 72 36 

Сильное различие в температурах кипения у метана и воды (при 
атмосферном давлении - 1 62 ос и 1 00 ос соответственно) ,  имеющих 
близкие молекулярные веса, связано, как уже указывалось, со значи
тельным вкладом водородных связей в энергию взаимодействия моле
кул воды и практически отсутствием этого вклада в энергию связи 
молекул метана .  

Структура жидкости занимает промежуточное место между струк
турой газа, в котором частицы практически не связаны между собой 
и совершают хаотическое движение, и структурой кристаллов, в кото
рых частицы образуют кристаллическую решётку и совершают малые 
колебания у фиксированных положений .  

В расположении частиц жидкости наблюдается сложное сочетание 
порядка и беспорядка . В жидкости имеет место ближний порядок, т. е .  
каждая частица окружена одинаковым числом ближайших соседей. 
Это число называется координационным числом ,  так же как в кри
сталлах. Однако дальний порядок в жидкостях отсутствует, так как 
частицы и их ассоциаты непрерывно перемешаются в пространстве. 

§ 3. 5. Твёрдые тела 

Минимуму потенциальной энергии системы взаимодействующих 
частиц соответствует полностью упорядоченное, однородное, а следо
вательно периодическое их расположение в пространстве . Периодиче
ское расположение частиц в пространстве образует кристаллическую 
решётку. 

Кристаллическое состояние соответствует термадинамически рав
новесному распределению частиц в пространстве. Поскольку переход 
из неупорядоченного жидкого состояния в упорядоченное кристал
лическое является кооперативным процессом, связанным с огромным  
числом согласованных перемещений  частиц, для установления термо
динамически равновесного состояния требуется определённое время .  
Это время называется временем релаксации. Время релаксации - это 
время, в течении которого выведенная из равновесия система воз
вращается в равновесное состояние.  Время релаксации определяется 
внутренней вязкостью системы и структурой образующегося кристал-
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лического состояния .  При быстром охлаждении жидкости, если время 
охлаждения меньше времени  релаксации ,  затвердевание происходит 
без упорядочения структуры .  Возникающая при этом структура явля
ется неупорядоченной или аморфной. Примерами веществ в аморфном 
состоянии являются стёкла, а также аморфные металлы, которые по
лучаются при очень быстром, со скоростью ::::::: 1 05 град/с, охлаждении 
расплава. 

Аморфные и неупорядоченные состояния являются термадинами
чески неравновесными ,  метастабильными и могут существовать лишь 
ограниченное, хотя иногда и очень большое, время .  В аморфном со
стоянии сохраняется ближний порядок в расположении частиц ,  но 
отсутствует дальний .  

Кристаллические состояния принято классифицировать по типу 
сил взаимодействия между частицами .  Существует пять основных 
типов кристаллов: ионные кристаллы, молекулярные кристаллы, ко
валентные кристаллы, металлы и кристаллы с комбинированными 
типами связей. 

3.5. 1 .  Ионные кристаллы.  Типичными представителями этого 
класса кристаллов являются соли ,  решётка которых строится из раз
ноимённо заряженных ионов, связан ных силами электростатического 

1 
1 ..J.. 1 1 
1 -- --'--о-�-- - --�- -

/ / 
а а 

Рис. 3 .5 . 1 .  Кристаллическая струк
тура NaCI 

взаимодействия, например NaCI, 
KCI и тому подобное. Структура 
ионных кристаллов является след
ствием плотной упаковки разно
имённых ионов , которые с доста
точной степенью точности можно 
рассматривать как жёсткие сферы 
с определёнными ионными радиуса
м и .  Структура кристалла NaC\ при
ведена на рис. 3 .5 . 1 .  

Структура кристалла получает
ся путём трансляции элементарной 
ячейки в направлении осей х, у ,  z 
на период 2а. Каждый из 8 ионов 
Na в вершинах куба принадлежит 
одновременно 8 элементарным ячей
кам, а каждый из 6 ионов Na в се

редине граней - двум элементарным ячейкам.  Таким образом, на одну 
ячейку приходится 4 иона Na+ и по аналогии  - 4 иона С!-. 

3.5.2 .  Молекулярные кристаллы. Молекулярные кристаллы 
образуются нейтральными  атомами и молекулами с помощью сил 
Ван дер Ваальса или водородных связей . Типичными примерами  мо
лекулярных  кристаллов являются твёрдые и нертные газы - неон, ар
гон , криптон, ксенон, кристаллы льда, !2 и другие. У всех молекуляр
ных кристаллов плотность электронов между молекулами очень н изка 
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и все электроны остаются локализованными около своих <<родитель

СКИХ>> ионов . Электронная конфигурация молекул испытывает лишь 

очень незначительные изменения при  образовании кристалла . 

В кристалле J2 молекулы йо

да расположены так ,  что их цен

тры масс занимают вершины прямо

угольного параллелепипеда и цен

тры граней, как это изображено на  

рис. 3 .5 .2 .  
Структура кристалла льда опре

деляется направленностью водород

ных связей между молекулами во

ды . Каждый атом кислорода в ре

шётке льда окружён тетраэдриче

ски четырьмя атомами Н. С двумя  

и з  них о н  связан обычными гибрид

ными sр3 -связями и-типа .  С двумя 

другими  - водородными связями ,  

как  изображено на рис. 3 .3.4 .  

Рис. 3 .5 .2 .  Кристаллическая струк
тура йода 

3.5.3. Ковалентные кристаллы. Типичным примерам ковалент

ных кристаллов являются кристаллы элементов IV группы периоди

ческой системы :  углерод, кремний,  германий ,  серое олово .  Все эти 

элементы в кристаллическом состоянии имеют тетраэдральна коорди

нированную структуру алмаза (углерод может образовывать различные 

модификации ,  такие как графит, фуллерен ,  нанотрубки ,  карбин ) .  

Структура алмаза возникает в результате sp3 гибридизации орби

талей у атомов углерода. Каждый атом углерода связан с четырьмя 

соседними атомами гибридными sр3 -связями  и-типа, направленными от 

центра к вершинам октаэдра .  Такая структура может образовываться 

и из разных атомов, например В и N. Одна из модификаций нитрида 

бора BN имеет структуру типа алмаза. Эта структура образуется сле

дующим образом . Атом ы  В и N переходят в возбуждённое состояние .  

Затем происходит sр3 -гибридизация, в результате которой у атомов В 

образуются четыре орбитали ,  три из которых содержат по одному 

электрону, а одна орбиталь свободна (рис . 3 .5 .3 ) .  

в 2p+ - -
2sft 

N 2р+ + +  
2sft 

2p+ + -
2s+ 

2s +
2pft + +  

Рис. 3 .5 .3 .  Схема образования нит
рида бора BN 

Рис. 3.5 .4 .  Кристаллическая структу
ра двуокиси кремния Si02 
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У атомов азота из четырёх sр3 -орбиталей три имеют по одному 
электрону, а четвёртая - неподелённую пару электронов . В результате 
BN образует тетраэдрическую структуру, в которой каждый из атомов 
N и В связывается с четырьмя соседями  четырьмя sр3-связями ,  одна из 
которых образуется по донорно-акцепторному механизму в результате 
перекрытия sр3-орбитали атома N с неподелённой парой электронов 
и свободной sр3-орбитали атома В .  

К ковалентным кристаллам относится также кварц . В кварце каж
дый атом кремния связан с четырьмя соседними атомами кислорода, 
находящимиен в вершинах тетраэдра, гибридными  sр3-связями а-ти
па .  Каждый атом кислорода связан с двумя атомами Si (рис. 3 .5 .4) .  
Ковалентные кристаллы обладают высокой прочностью и высокими 
температурами плавления .  Например, кварц плавится при температуре 
1 883 ос. 

3.5.4. Металлы. Металлы можно рассматривать как систему 
положительно заряженных ионов , объединённых в одну гигантскую 
<<молекулу>> единой системой многоцентровых молекулярных орбиталей . 
В отличие от ионных кристаллов расстояния  между центрам и  ионов 
в решётке металлов, как правило, существенно превышают сумму их 
ионных радиусов .  Например у Li ,  Na, К половина расстояния между 
ближайшими соседями превышает величину ионных радиусов прибли
зительно в два раза . Это означае� что у этих металлов маленькие 
положительные ионы как бы тонут в <<Море>> коллективизированных 
электронов. 

С другой стороны, у благородных металлов Au, Ag, а также у 
Cu расстояния между ионами лишь незначительно превышают сумму 
их ионных радиусов, которые определяются размерами d-оболочек .  
Это указывает на  заметный  вклад у этих металлов в энергию свя
зи ковалентных взаимодействий ,  связанных с деформацией атомных 
d-оболочек, связь которых с ядром здесь очень сильная.  

Как уже указывалось, металлическая связь не  имеет насыщения.  
Устойчивость металлической связи к сильным смещениям ионов в ре
шётке друг относительно друга объясняет пластичность металлов, их 
ковкость. Силы металлической связи по своей природе (во всяком слу
чае для сферической модели атомов) являются изотропными .  Поэтому 
ионные остовы в решётке металла располагаются так, как располага
ются твёрдые шары под действием внешнего давления ,  т. е. в наиболее 
плотной упаковке. Л1аксимальной плотности упаковки соответствует 
гранецентрированная кубическая и гексагональная плотноупакованная 
решётки .  Обе эти решётки наилучшим образом соответствуют харак
теру металлической связи и поэтому у большинства металлов кристал
лическая структура имеет такие решётки . 

3.5.5.  Решётки с комбинированными типами связи. Возможны 
различные комбинации типов связи . 
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Во-первых, комбинация ван-дер-ваальсовых взаимодействий и во
дородных связей, которая имеет место у воды и целого ряда молеку
лярных структур. 

Во-вторых, комбинация металлической связи, осуществляемой кол
лективизированными электронами незаполненных валентных оболочек 
атомов, и коналентной связи у металлов, атомы  которых имеют неза
полненные внутренние, например rl-орбитали ,  которые перекрываются 
у соседних атомов в определённых направлениях. 

В -третьих, комбинация ковалентных и ионных связей , которая 
практически всегда имеет место при образовании соединений  из атомов 
с различной электроотрицательностью, в результате чего валентные 
связи приобретают полярный  характер. 

Рисунок 3 .5 .5 иллюстрирует изменение в распределении электрон
ной плотности (заштрихованные области) при переходе от чисто кова
лентных к чисто ионным кристаллам. 

а б в 

Рис. 3 .5 .5 . Схематическое изображение перехода от чисто ковалентных (а, б) 
к чисто ионным (в) связям; а - германий,  б - арсенид галлия ,  в - хлорид 

калия.  Показаны заряды ядер и схематически - электронные облака 

Германий (рис. 3 .5 .5 ,  а) - чисто ковалентный кристалл. Структура 
электронных оболочек для германия - [Ag] 3d104s24p2 . В результате 
.sр3-гибридизации образуется структура алмаза, в которой атомы  Ge 
связаны .sр3-орбиталями  О"-типа. Четыре валентных электрона у каж
дого атома равномерно распределены между образуемыми ими  четырь
мя (}-СВЯЗЯМ И .  

Арсенид галлия (рис. 3 .5 .5 ,  6) . Структура валентных орбиталей 
у As - 4.s24p3 ; у Ga - 4s24p1 . При образовании GaAs атомы перехо
дят в возбуждённое состояние 4.s 1 4p4 и 4.s 1 3p2 соответственно.  Затем 
орбитали гибридизируются. У м ышьяка образуются 4s 1p3 орбитали ,  
причём одна из них  содержит неподелённую пару электронов и че
тыре .sр3-орбитали у галлия,  одна из которых свободна .  В результате 
образуется тетраэдрическая структура с четырьмя эквивалентными  
О"-связями .  (Связь между заполненной и свободной орбиталями обра
зуется по донорно-акцепторному механизму.) Однако в сязи с тем , что 
электроотрицательность атома мышьяка равна 2,0 и больше электро
отрицательности атома галлия,  равной 1 , 1 ,  в каждой связи происходит 
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смещение центра отрицательного заряда в сторону атомов As .  Это 
приводит к тому, что заряд электронного облака вблизи As становится 
больше заряда атомного остова As5+, а вблизи Ga3+ - наоборот, 
меньше. Связи приобретают полярность, и к силам коналентной связи 
прибавляются ещё силы электростатического кулонавекого притяжения 
между разнородными атомами .  

Хлорид калия (рис .  3 .5 .5 ,  в) .  Структура оболочек: у К - [Ar]4s 1, 
С! - [Ne] 3s23p5 . Электроотрицательность С! (равная 3,0) сильно пре
вышает электроотрицательность К (0,8) . При сближении атомов С! 
и К, как только их внешние электронные оболочки начинают пере
крываться, электрон с 4s оболочки К переходит на 3р-оболочку С! . 
Образующиеся положительно заряженные ионы к+ и отрицательно 
заряженные С!- формируют ионный кристалл. 

Возможен ещё один тип комбинации ковалентных, металлических 
и ван-дер-ваальсовских взаимодействий .  Наиболее характерным при
мерам сочетания таких типов связей является решётка графита. Элек
тронная структура атомарного углерода 1 s22s2 3р2 • Графит имеет сло
истую структуру. Примем за ось, перпендикулярную слоям, ось z .  
Тогда ФРz -орбитали , перекрываясь у соседних атомов , образуют единую 
систему многоцентровых 1r-орбиталей, характерную для металлической 
связи : находящиеся на этих орбиталях электроны коллективизируются 
и могут свободно перемешаться в плоскостях, образованных атомами 
углерода . Оставшиеся ФРт - и 1/Jpy -орбитали гибридизируются с ф2 .. 
орбиталями (sр2-гибридизация), образуя гексагональную плоскую ре
шётку атомов С, связанных (дополнительно к 1r-связям) ковалентными 
u-связями .  В то  же время параллельные слои атомов углерода связы
ваются между собой слабыми ван-дер-ваальсовыми  взаимодействиями ,  
характерными для молекулярных кристаллов. 

3.5.6. Структура вещества в конденсированном состоянии. 

Конденсированная материя может находиться в двух основных 
состояниях: упорядоченном (кристаллическом) и неупорядоченном 
(аморфном и жидком) .  Упорядоченное состояние характеризуется 
наличием ближнего и дальнего порядка в расположении структурных 
элементов .  В аморфном и жидком состояниях ближний порядок 
сохраняется, а дальний отсутствует. Рассмотрим возможные структуры 
кристаллического состояния.  

§ 3.6. Трёхмерные кристаллические решётки Браве 

Решёткой Браве называется бесконечная система точек, которая 
образуется трансляционным повторен ием одной точки 

(3 .6 . 1 )  

где n 1 ,  n2 , n3 - целые ч исла . Векторы а, Ь,  с являются наименьшими 
векторами трансляций, а их величины называются периодом транс-
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ляций . Элементарной ячейкой называется наименьший параллелепи
пед, построенный на  векторах а, Ь ,  с .  Все элементарные ячейки имеют 
одинаковую форму и объём V = ( [аЬ]с) . Узлы  решётки являются вер
шинами элементарных ячеек, все они эквивалентны. Если структурные 
единицы ( например, атомы или молекулы) находятся только в узлах 
элементарной ячейки ,  то такая решётка называется примитивной,  
в ней на ячейку приходится только одна структурная единица.  

Идеальный монокристалл , обладаюший трасляuионной симметри
ей, представляет собой бесконечное повторение в трёхмерном про
странстве идентичных элементарных ячеек с одинаковой ориентацией . 
Решётка Браве описывает положения узлов в пространстве, которые 
совпадают с атомами только для примитивных ячеек .  

Для описания кристаллической структуры необходимо задать 
также базис. Базисом называется совокупность координат атомов , 
расстояний между ними и направлений (углов) связей ,  которая по
вторяется в каждом узле решётки . В сложных структурах в базисе 
находится группа атомов (молекул ) ,  положение каждого из которых 
задаётся дополнительным вектором относительно исходного узла. Ба
зис повторяется в окрестности каждого узла решётки.  Таким образом ,  
учитывается любой атом в кристалле . 

Внешнее строение кристалла определяется решёткой Браве . Сим
метрия базиса должна согласовываться с симметрией самой решётки .  

А а Ь 

В дополнение к трансляционной симметрии в ре
шётках Браве существуют такие элементы симметрии 
как 1 )  плоскость симметрии ,  2) оси вращения  1 ,  2 ,  
3 ,  4 ,  6 порядка, 3 )  инверсия в точке, 4) скольжение 
(отражение в плоскости с переносом вдоль плоскости) ,  
5 )  винтовой поворот (вращение вокруг оси с одно
временным  переносом вдоль этой же оси) . Всего су-
ществует 14 трёхмерных решёток Браве, которые по Рис. 3.6. 1 .  Ос-
симметрии объединяются в 7 кристаллических систем ,  
называемых сингониями .  Введём обозначения углов 
между векторами трансляций а, Ь, с как показано на 
рис. 3 .6 . 1 .  

новные векто
ра трансляций 
и углы между 

ними 

3.6. 1 .  Элементарные ячейки трёхмерных решёток Браве. 

На рис. 3.6 .2 приведены элементарные ячейки 14 решёток Браве. 
Гексагональная решётка достроена до шестигранной призмы .  В 
триклинной сингании а -=1- Ь -=1- с, а -=1- f3 -=1- г; в моноклинной а -=1- Ь -=1-
-=1- с, а = r = 90° -=1- (3; в ромбической а -=1- ь -=1- с, а = f3 = r -=1- 90° ; в 
тетрагональной а = Ь -=1- с, а =  f3 = r = 90° ; в кубической а = Ь = с, 
а = f3 = r = 90° ; в три гональной (ромбоэдрической) а = ь = с, 1 20° > 
> а =  f3 = r -=1- 90° ; в гексагональной а =  Ь -=1- с, а =  f3 = 90°, r = 1 20°. 

Для семи решёток на рисунке использованы  общепринятые, но 
непримитивные элементарные ячейки ,  которые лучше выявляют сим
метрию решётки. Для гексагональной решётки элементарная ячейка 
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Рис. 3.6 .2 .  Элементарные ячейки 1 4  трёхмерных решёток Браве. Р - прими
тивная, С - базоцентрированная, I - объёмно-центрированная, F - гранецен
трированная, R - ромбическая. Для семи из них использованы непримитив-

ные ячейки 

представляет собой призму, в основании которой лежит ромб (она 
выделена толстыми линиями на рис. 1 .3.4) . Представление о прими
тивных элементарных ячейках даёт рис. 3 .6 .3 ,  на котором приведены 
схемы объёмно-центрированной (ОЦК) и гранецентрированной (ГЦК) 
кубических решёток. 

Рис. 3.6 .3 .  Примитивные элементарные ячейки (выделены толстыми линиями) 
для ОЦК-и ГЦК-решёток 
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К числу важных характеристик кристаллических 
структур относится координационное число. Пред
ставим себе, что атомы являются шарами .  Их мож
но упаковать так, чтобы они касались друг дру
га различным образом . Число ближайших соседей ,  
окружающих данный атом и называется координа
ционным числом Z. Для простой кубической решёт
ки Z = б, для решётки ОЦК Z = 8. Максимально 
возможное значение Z = 12 реализуется в ГЦК -ре-
шётке и гексагональной плотноупакованной (ГПУ) . 
Последняя представляет собой структуру с двумя 
атомами в элементарной ячейке .  Её легко получить 

Рис. 3 .6 .4 .  Гекса
гональная плот
ноупакованная 

структура 

из простой гексагональной (см . рис. 1 .3 .4) ,  поместив в призме ещё 
один атом (рис .  3 .6.4, светлые кружки) . Этот дополнительный атом 
находится не в центре самой примитинной ячейки ,  а в центре призмы 
с равносторонним треугольником в основании .  

3.6.2.  Ячейка Вигнера-Зейтца, обратная решётка. Существует 
ещё один способ выбора примитинной ячейки . Рассмотрим, для при
мера , плоскую квадратную решётку Браве (рис. 3 .6 .5 ,  а). В качестве 
центра ячейки возьмём один из узлов .  Проведём векторы трансляций 

• 

• 

• • • 

а б 
Рис. 3 .6 .5 .  а) Ячейка Вигнера-Зейтца для плоской квадратной решётки (за
штрихована) и 6) решётки ОЦК (справа) (узлы решётки показаны чёрными 

кружками) 

к ближайшим эквивалентным узлам решётки.  Построим плоскости, 
проходящие через середину этих векторов и перпендикулярные к ним .  
Площадь (в трёхмерном случае - объём) , которую ограничат эти 
плоскости и будет элементарной ячейкой . Такая ячейка называется 
ячейкой Вигнера-Зейтца .  В качестве примера на рис . 3 .6 .5 ,  б приве
дена ячейка Вигнера-Зейтца для ОЦК-решётки .  Так же как и в случае 
выбора элементарных ячеек, приведённых на рис. 3 .6 .2 ,  решётку можно 
построить целиком на основе ячеек Вигнера-Зейтца .  Как будет видно 
в дальнейшем, ячейка Вигнера-Зейтца играет важную роль в теории 
электронных свойств конденсированных сред . 
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Рассмотрим теперь понятие обратной решётки. Введём такие век
торы а*. Ь*. с*, что для них выполняются условия 

ei(aa * )  = 1 , ei(bb * )  = 1 , ei(cc* ) = 1 .  (3.6.2) 

Эти векторы определяют в k-пространстве некоторую решётку, ко
торая называется обратной. Векторы а*, Ь*, с* находятся с помощью 
выражений  

* _ [Ьс] а - 2к (а[Ьс] ) , 
* _ [ас] Ь - 27r (а[Ьс] ) ' 

* _ [аЬ] с - 27r (а[Ьс] ) · (3 .6 .3) 

Известно, что величина смешанного произведения (а[Ьс] ) равна 
объёму параллелепипеда, построенного на векторах а, Ь, с. Модуль 
векторного произведения 1 [Ьс] 1 даёт площадь основания параллелепи
педа, т. е .  площадь грани ,  содержащей векторы Ь и с .  Следовательно, 
величина перпендикулярного основанию вектор а* равна 2к j 1� . где 1� -
высота параллелепипеда . 

Так же как и для прямой решётки ,  любой вектор трансляции об
ратной решётки g получается с помощью аналогичной (3.6 . 1 )  формулы 

(3 .6 .4) 

где n 1 , n2, n3 - целые числа .  Физический смысл обратной решётки и её 
примитинной ячейки рассматривается в гл . 6 .  Отметим, что обратная 
решётка строится для решёток Браве и сама является решёткой Браве. 



Г л а в а  4 
КВАЗИЧАСТИЦЫ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

§ 4 . 1 .  Квазичастицы 

Структурные единицы вещества - это строительный материал , из 
которого состоит материя. Расположение структурных единиц в про
странстве определяет структуру вещества .  

Конденсированная материя - это чрезвычайно сложное образо
вание. Она представляет собой систему сильно взаимодействующих 
структурных единиц ,  совершающих сложные колебательные движе
ния как целое . Кроме того, если структурными един ицами являются 
многоатомные элементы, то каждая структурная единица обладает 
внутренними степенями свободы, определяющими характер колебаний 
составляющих её атомов . Точный теоретический расчёт многочастич
ных систем в настоящее время невозможен . Невозможно также заранее 
предсказать какими свойствами будет обладать заданная конфигурация 
частиц.  Так что при исследовании конденсированных систем имеется 
практически неисчерпаемая возможность открытия новых неизвестных 
явлений и свойств вещества,  что подтверждается многочисленными 
открытиями в этой области , сделанными в последние  годы (например, 
открытием высокотемпературной сверхпроводимости ,  существование 
которой считалось невозможным) . Что касается теории конденсирован
ных систем , то здесь важную роль и грают различные приближённые 
методы расчёта и теоретические модели .  

Наиболее широко используются в настоящее время квазичастичные 
методы описания возбуждённых состояний конденсированных сред. 
Эти методы основываются на представлении об основном состоянии 
многочастичных систем. С точки зрения термодинамики макроско
пическая система находится в основном состоянии при температуре 
абсолютного нуля .  Минимуму потенциальной энергии взаимодействия 
J\олжно соответствовать такое расположение частиц ,  при котором си
стема однородна , так как любые вариации плотности связаны с уве
личением потенциальной энергии . Но однородность систем ы  означает 
rё периодичность. Таким образом, любой системе частиц, находящейся 
в равновесном состоянии ,  при Т = О К должна соответствовать кри
сталлическая структура. 
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Из соотношения неопределённостей Гейзенберга следует, что состо
яние полного покоя для частиц невозможно, так как в состоянии покоя 
частица должна иметь точно определённые координаты и импульс. 
Поэтому в основном состоянии частицы совершают некоторые движе
ния вблизи своих положений равновесия.  Эти движения называются 
нулевыми колебаниями .  В отличие от теплового движения нулевые 
колебания не несут тепловой (кинетической) энергии .  Амплитуда нуле
вых колебаний определяется энергией связи: глубиной потенциальных 
ям, определяющих положение частиц в пространстве. Если энергия 
взаимодействия мала, то амплитуда нулевых колебаний может быть по
рядка межатомных расстояний .  Такое вещество останется жидким при 
охлаждении вплоть до Т = О К. Примерам незамерзающей квантовой 
жидкости является гелий .  

Свойства конденсированных сред определяются не только струк
турой , но и динамикой их поведения ,  т. е. особен ностями движений, 
сопровождающих переход среды в возбуждённое состояние .  

В пространственно-однородной системе движе ние возникает в виде 
отдельных дискретных порций (квантов) - элементарных возбужде
ний .  В газах частицы являются одновременно и структурными еди
ницами вещества и структурными единицами движения ,  т. е .  каждая 
частица имеет определённые энергию и импульс. Движения частиц 
в конденсированных средах имеют кооперативный  характер и опре
деляются согласованными движениями большого числа структурных 
единиц .  Таким образом , характерной особенностью элементарных воз
буждений в конденсированных средах является то.  что каждое элемен
тарное возбуждение охватывает много структурных единиц .  

В том случае, когда элементарные возбуждения ,  на которые мож
но разложить состояние ансамбля структурных единиц при низких 
уровнях возбуждения, могут распространяться в среде, их принято 
называть к.вазичастица.ми. Если квазичастицы существуют достаточ
но долго в неизменном виде ,  они подобны частицам ,  т. е. характе
ризуются определёнными значениями  энергии и импульса. Условием 
существования квазичастиц является следующее требование: время 
жизни квазичастицы т должно быть много больше неопределённости 
во времени 6-t, вытекающей из соотношения неопределённостей Гей
зенберга ( 1 . 1 .4) п т »  6-t ""' -Е , � (4. 1 . 1 )  

где Е - энергия квазичастицы . Это условие означает, что возбуждён
ные состояния ,  соответствующие квазичастицам, должны быть квази
стационарными .  

Два типа элементарных возбуждений . Элементарные возбужде
ния (в частности квазичастицы) можно разделить на два типа .  

1 .  Элементарные возбуждения ,  которые после выключения взаимо
действия структурных единиц переходят в частицы идеального газа .  
Примерам возбуждений такого рода являются элементарные возбуж-
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дения в электронной ферми-жидкости : <<Частицы>> и <<античастицы>> 
(см. далее § 6.3) . При выключении  взаимодействия ферми-жидкость 
переходит в ферми-газ, а элементарные возбуждения <<частицы>> и <<ан
тичастицы>> приобретают параметры реальных фермневских электронов 
(электронов с энергией ,  близкой к энергии Ферми) .  

2 .  Элементарные возбуждения,  которые обусловлены  исключитель
но силами взаимодействия между структурными  единицами и от
сутствуют в идеальном газе структурных единиц .  Примерам таких 
возбуждений являются кванты упругих колебаний кристаллической 
решётки, называемые фонона ми (см . далее § 5 .2 ) .  При выключени и  
взаимодействия энергия фонанов обращается в нуль .  

Полная энергия системы вблизи основного состояния является сум
мой энергии основного состояния ( которая может быть принята за 
точку отсчёта) и суммы  энергий элементарных возбуждений .  

В динамическом отношении квазичастицы подобн ы  обычным части
цам .  Однако характерной особенностью квазичастиц является то, что 
они не могут появляться в вакууме. Для существования квазичастиц 
необходимо наличие среды, так как, являясь носителями движения, 
они не представляют собой строительный материал среды , в которой 
существуют. Чтобы подчеркнуть это отличие принято говорить не об 
нмпульсе квазичастиц,  а о квазиимпульсе. 

§ 4 .2 .  Основные характеристики квазичастиц 

Основными являются следующие характеристики квазичастиц.  
! .  Энергия Е. 
2 .  Квазиимпульс р .  
3. Закон дисперсии Е(р) - зависимость энергии квазичастицы от 

её квазиимпульса. 
Для классической частицы с массой т зависимость энергии от 

импульса имеет вид 

(4 .2 . 1 )  

f3ыражение (4 .2 . 1 )  следует и з  релятивистской теории, в которой 

Е =  сJт2с2 + р2 , (4 .2 .2) 

где с - скорость света . Скорость частицы обычно существенно меньше 
скорости света. При этом условии 

R 2 
Е = rnc2 = rлс2 + -2Р . 

m 
(4 .2 .3) 

Энергия классической частицы складывается из энергии покоя mc2 
и кинетической энергии р2 

/ (2m) , т. е .  закон дисперсии такой частицы 
является квадратичным.  В отличие от невзаимодействующих частиц ,  
:Jакон дисперсии квазичастиц может иметь очень сложный характер . 
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4. Эффективная масса квазичастицы - некоторое условное по
нятие, зависящее от способа её определения и описывающее поведение 
квазичастиц при определённых внешних условиях .  

5 .  Константа взаимодействия - заряд. 
6. Статистика. которой описывается ансамбль квазичастиц .  7 .  Энергетический спеюр - структура энергетических состояний ,  

в которых может находиться квазичастица. 
8 .  Функция спеюральной плотности состояний ,  описывающая за

висимость ч исла состояний dN, в которых может находиться частица 
в интервале энергий dE, т .  е. dN/dE, от энерги и  частицы Е. 

В следующих главах рассматриваются различные типы квазичастиц 
в конденсированных средах и их свойства. 



Г л а в а  5 

ТЕПЛОВЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ РЕШЁТКИ 

§ 5. 1 . Основное состояние кристалла. 
Нулевые колебания 

Кристалл представляет собой совокупность структурных элементов, 
связанных упругими силами .  Структурными элементами  решётки ме
талла являются положительно заряженные атомные остовы, у полу
проводников и диэлектриков - нейтральные атомы ,  у молекулярных 
1<ристаллов - двух или более атомные молекулы .  Характерной осо
бенностью колебаний любого ансамбля взаимодействующих элементов 
нвляется то, что частотный спектр колебаний ансамбля и каждого его 
элемента определяется всей системой в целом. В кристалле, состоящем 
из N элементарных ячеек и j атомов в каждой ячейке, существу
ют 3jN - б типов гармонических или квазигармонических колеба
ний ,  которые принято называть нормальными колебаниями .  Каждому 
нормальному колебанию соответствует стоячая волна определённой 
длины . Число нормальных колебаний равно числу степеней свободы 
у совокупности частиц ,  образующих кристалл, т. е. у jN частиц в кри
сталле 3j N степеней свободы минус 3 степени свободы, отвечающие 
за поступательное и 3 степени свободы, отвечающие за вращательное 
движение кристалла как целого . При рассмотрении  кристаллов макро
с l<опических размеров последними шестью степенями свободы можно 
r rренебречь .  

Сильная зависимость сил взаимодействия о т  расстояния между 
атомами приводит к тому, что колебания атомов в решётке не являются 
r·армоническими .  Гармоническое приближение справедливо лишь при 
малых амплитудах смещения атомов, т. е .  достаточно низких темпера
турах. 

Каждое нормальное колебание с частотой w можно рассматривать 
1<а 1< гармонический осциллятор, энергия которого квантуется:  

Eп = hw (n + 1 /2) , n = 0, 1 , 2 , . . .  (5 . 1 . 1 )  

Из формулы (5 . 1 . 1 ) следует, что энергия любого периодического 
гармонического движения с частотой w состоит из двух частей: энергии 
в невозбуждённом состоянии  Е0 = hw/2 (n = О) и энергии hwn, харак-
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теризующей возбуждённое состояние системы .  Энергия Е0 называется 
энергией нулевых колебаний . 

Нулевые колебания являются следствием соотношения неопреде
лённостей Гейзенберга ( 1 . 1 .4) для координаты и импульса частицы . 
Частица не может находиться в состоянии с точно определёнными 
координатами (.6-х = 0),  так как при этом её импульс обратился бы 
в бесконечность, что физически невозможно. Поэтому при Т =  О каж
дая частица системы колеблется в определённой области пространства . 
Реальное движение каждого атома в решётке является суперпозицией 
гармонических колебаний с разными амплитудами и частотами, соот
ветствующими частотам нормальных колебаний в кристалле в диапа
зоне от Wшiп до Wпшх · Неопределённость Ьхо в положении атомов друг 
относительно друга определяется нулевыми колебаниями с максималь
ной частотой (минимальной дли ной волны нормальных колебаний, рав
ной удвоенному расстоянию между атомами 2а, при которой соседние 
атомы колеблются в противофазе) . От минимальной частоты колебаний 
зависит неопределённость размеров всего кристалла. Амплитуду Ьх0 , 
соответствующую частоте Шшах можно определить , используя принцип 
соответствия квантономеханических и классических выражений  для 
энергии частицы с массой m, колеблющейся с частотой w, nwшax/2 = 

= mw?.1ax.6.x§ , откуда Ьхо = jft/(2mwшax) .  
Поскольку Ьх0 определяет размер области пространствеиной лока

лизации атомов в решётке, свойства решётки в значительной степени 
должны зависеть от величины отношения Ьх0jа амплитуды нулевых 
колебаний к среднему расстоянию между атомами .  При Ьх0/ а « 1 ве
роятность перескока атомов из занимаемых  ими положений в соседние 
мала, и решётку можно рассматривать как квазиклассический объект. 
Если же .6.x0ja ,....., 1 ,  то квазиклассическое приближение не применимо, 
так как существует значительная вероятность квантовых переходов 
атомов из одного узла решётки в другой. При этом вообще нельзя гово
рить о локализации атомов вблизи определённых точек координатного 
пространства.  Такие кристаллы ,  в которых атомы с большой вероят
ностью делокализованы и могут перемешаться в решётке, получили  
название квантовых кристаллов. 

Если в квантовых кристаллах при Т = О увеличить амплитуду 1 
нулевых колебаний настолько, чтобы отношение .6.x0ja стало больше , 
единицы (например, уменьшить постоянную взаимодействия атомов (3) ,  , 
то произойдёт квантовое (при Т = О) плавление кристалла и образова-

· 
ние квантовой жидкости .  

Примерам квантовой жидкости при  нормальном давлении  является 
жидкий гелий ,  который не замерзает вплоть до температуры абсолют
ного нуля. При сжатии жидкого гелия коэффициент (3 увеличивается 
и происходит переход из состояния квантовой жидкости в квантовый 
кристалл. 

У обычных твёрдых тел амплитуда нулевых колебаний  значительно 
меньше межатомных расстояний .  Вероятность делокализации атомов 
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пренебрежимо мала, так что каждый атом можно считать локализо
ванным в определённой области пространства , малой по сравнению 
с объёмом элементарной ячейки .  Это значит, что в основном состоянии 
атомы образуют периодическую структуру и совершают нулевые коле
бания около фиксированных в пространстве положений равновесия . 

§ 5.2 . Методы описания тепловых колебаний 
кристаллической решётки. Фононы 

Существует два практически эквивалентных способа описания ко
лебаний кристаллической решётки .  Один  из них основан на пред
ставлени и  о нормальных колебаниях решётки в виде стоячих волн ,  
другой - на представлении нормальных колебаний в виде бегущих 
волн .  

5.2 . 1 .  Стоячие волны. Первый способ, в котором нормальные 
колебания решётки рассматриваются как стоячие волны, базируется 
на предположении, что совокупность нормальных колебаний в кристал
ле адекватно описывает набор частот wq , характеризующий сложные 
колебательные движения атомов в кристаллической решётке. 

Рассмотрим нормальные колебания одномерной цепочки длины L 
одинаковых атомов с расстоянием между атомами а с закреплёнными 
концами .  Нормальные колебания по сути дела представляют собой 
стоячие волны сжатия и растяжения ,  которые могут существовать 
в такой цепочке .  Для наглядности цепочку атомов можно заменить 
струной и рассматривать вместо волн сжатия и растяжения поперечные 
колебания струны .  На рис . 5 .2 . 1 изображены основная мода и вторая 
и третья гармоники таких колебаний .  Каж
дой q-й моде нормальных колебаний соот
ветствует определённая частота Wq . Наибо
лее высокую частоту Wшах имеют нормаль
ные колебания с минимально возможной 
для цепочки атомов дли ной волны  Aшin = 

= 2а, при которой соседние атомы колеб
лются в противофазе, наиболее низкую ча
стоту Wшin - колебания с Л = 2L.  Каж
дое нормальное· колебание характеризуется 
волновы м  числом kq = 2n / Aq . Набору длин  
волн нормальных колебаний 2L, L, L/2, 
L/3, . . .  , 2а соответствует набор волновых 
' ! Исел kq = nqj L, q = 1 ,  2 ,  3, . . . , в котором 
минимальное и максимальное значения kq 
равны kшin = 7r / L, kшах = 7r /а. Общее число 

- - - - - - -<_____> 
Рис. 5.2 . 1 .  Основная мо
да (внизу ) , а также 2-я 
и 3-я гармоники нормаль-
ных колебаний струны 

нормальных колебаний, которые могут существовать в цепочке из N 
атомов длины L = Na, равно отношению kшin/kшax = N, т. е .  ч ислу 
атомов в цепочке. 
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При Т = О в основном состоянии атомы совершают сложные дви
жения, являющиеся суперпозицией колебаний с частотами от Шmin 
до Шrпах · Эти движения не несут тепловой энергии . При повышении 
температуры начинают возбуждаться нормальные колебания ,  связан
ные с тепловым движением атомов. Из общих соображений следует, 
что при температуре Т могут возбуждаться только такие нормаль
ные колебания ,  энергия которых tiшq меньше тепловой энергии rvkвT. 
Поэтому при повышении  температуры возбуждаются сначала низко
частотные моды нормальных колебаний,  а затем всё более и более 
высокочастотные моды до тех пор, пока не будут возбуждены все моды 
до предельной частоты Шrпах · С другой стороны энергия колебаний 
каждой моды kq равна nГ!wq ·  При kвТ rv f!Шq с определённой веро
ятностью возбуждается один квант энергии колебаний (п = 1 ) ,  при 
2kвТ - два кванта колебаний (n = 2) и так далее. Таким образом, 
при повышении температуры одновременно с увеличением числа воз
буждённых мод увеличивается ч исло возбуждённых квантов энергии 
в каждой моде. 

Каждый квант энергии Гмq называется фононом . На языке фонанов 
тепловое возбуждение решётки описывается следующим образом . При 
Т = О фононы отсутствуют. При повышении температуры возбужда
ются сначала низкочастотные, а затем всё более и более высокоча
стотные фононы и одновременно увеличивается ч исло фонанов каждой 
частоты . 

Заметим ,  что для кристалла с размерами около 1 см Шmiн :=::: 
:=::: 1 05 Гц. так что минимальная энергия фонона соответствует тем
пературе 1 о-6 К.  Однако, у образцов малых размеров температура, 
необходимая для рождения первого фонона ,  увеличивается с уменьше
нием размера. Для частиц с размером около 1 мкм она составляет уже 
:::::: 1 0-2 К. Следовательно при более низких температурах вероятность 
возбуждения фонанов быстро уменьшается , так что в ансамбле частиц 
малых размеров значительная их часть будет находиться в основном 
состоянии даже при неиулевой температуре. 

Введённые таким способом фононы нельзя рассматривать в каче
стве квазичастиц ,  так как они являются квантами энергии нормаль
ных колебаний (стоячих волн) ,  которые не распространяются вдоль 
цепочки и им ,  в этой интерпретации, нельзя приписать определённый 
импульс. 

5.2.2. Бегущие волны. Во втором способе нормальные колебания 
заменяются соответствующим набором бегущих волн, удовлетворяю
щих циклическим граничным условиям . Для одномерной цепочки дли
ны L максимальная дли на волны Amax = L. Циклические граничные 
условия позволяют не учитывать эффекты отражения волн от границ 
кристалла. Условие Amax = L означает, что волны в ограниченном 
кристалле распространяются так же, как в бесконечной среде, обра-
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зованной данным кристаллом и бесконечным числом окружающих его 
копий .  Набор длин  волн в волновой модели записывается в виде 

L Лз = 3 '  
2L AN/2 = N = 2а = Amiп · 

L Лq = - , q (5 .2 . 1 )  

Этому набору длин  волн соответствует набор волновых чисел 

kq = 22q , q = 1 ,  2 ,  3, . . . , � ,  
21Г kтiп = у , 21r N 1r kmax = --и = --;;; · 

(5 .2 .2)  

Теперь каждому значению модуля волнового вектора соответствуют 
две бегущих волны,  которые распространяются в противоположных 
направлениях. Поэтому все возможные значения волнового вектора kq 
расположены в интервале от -п /а до 7Г /а, т. е. на  отрезке длины 
2п /а.  Общее число разрешённых значений  волнового вектора для 
всей совокупности бегущих волн (прямых и обратных) составляет 
(21Г/а)/(2п/L) = L/a = N. Как и число нормальных колебаний ,  оно 
равно числу атомов в цепочке. Замена нормальных колебаний бегущи
ми волнами позволяет, с одной стороны,  очень просто находить соот
ветствующие им значения частот и, с другой стороны ,  используя идею 
дуализма волн и частиц ,  ввести понятие фонанов как квазичастиц,  
обладающих энергией и квазиимпульсом . 

Длинноволновые (Л » а) волны распространяются в кристалле как 
в непрерывной среде со скоростью звука V,g .  При Л » а дискретность 
структуры кристалла никак не проявляется и скорость звука практи
чески не зависит от длины волны (от волнового вектора kq ) .  Поэтому 
частота шq связана с длиной волны Лq соотношением Лq = Vзв/vч ,  
vq = Шq/(2п) или Шq = Vзв1Г2/Лч = Vзвkq . Каждому кванту энергии 
ttшq волны с волновым вектором kq удобно поставить в соответствие 
квазичастицу - фонон с энергией tLшq и квазиимпульсом Рч = tLkq . 
Скорость фонона , в общем случае, определяется групповой скоростью 
распространения колебаний Vg = дшq/дkq = дЕq/дРч · 

Кроме объёмных волн в кристаллах могут распространяться ещё 
поверхностные волны ,  получившие назван ие волн Рэлея .  С поверх
Iюстными волнами связаны поверхностные фононы .  Поверхностные 
фононы не дают существенного вклада в объёмные термодинамические 
и кинетические свойства массивных кристаллов . Однако их суще
ствование имеет принципиально важное значение во всех эффектах, 
связанных с рассеянием электронов проводимости на поверхности кри
сталлов. 

5.2.3. Закон дисперсии акустических фононов. Рассмотрим це
почку длины L = N а, образованную атомами одного сорта с мае-
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n - t n n + l сой т. связанными попарно упруги
ми  силами с коэффициентом жёст
кости fЗ1 , и межатомными рассто
яниями а (рис. 5 .2 .2, а) . Предполо
жим,  что атомы  могут смещать-
ся только вдоль цепочки ,  как это 
показано на рис. 5 .2 .2 ,  6. Величину 
смещения п-го атома из положения 

Рис. 5.2 .2 . Одномерная цепочка ато- равновесия обозначим  �п ·  Смеще-

мов: а) в положении равновесия , ния вправо будем считать положи-
б)  отклонения атомов от положений тельными ,  а влево - отрицатель-
равновесия при возникновении про- ными .  Будем учитывать взаимодей-

дольных колебаний ствия только ближайших соседей. 
В положении равновесия сила f ,  

действующая на каждый атом со стороны соседей, равна нулю. При 
произвольных смещениях атомов сила fп , действующая на атом с но
мером n ,  пропорциональна изменению равновесных  расстояний между 
атомами 

(5 .2 .3) 

Уравнение движения п-го атома имеет вид 

д2�n т-2 = f31 (�n+ i + �n- 1 - 2�п ) · 
дt 

(5 .2 .4) 

Ищем решение этого уравнения в виде 

�n = (о ехр [i (шt + nka) ] ,  (5 .2 .5) 

где ш - циклическая частота, (п - амплитуда колебаний ,  k - некото
рая постоянная . Подставляя (5 .2 .5) в (5 .2 .4) находим 

откуда 

-тш2 = (31 [ехр ( ika) + ехр ( -ika) - 2] , (5 .2 .6) 

(ri . ka 
UJ = ±2у -;; SШ 2 .  (5 .2 .7) 

Так как ш всегда больше нуля, то знак минус перед корнем со
ответствует области отрицательных значений k. Зависимость ш от k 
изображена на рис. 5 .2 .3 .  

Заметим, что выражение для частоты колебаний п-го атома не 
зависит от номера n .  Это означает, что спектры частот у всех атомов 
в цепочке совпадают, что является следствием эквивалентности атомов. 
В кристалле исключение составляют атомы на поверхности . 

Ч астоты колебаний атомов в цепочке ограничены сверху значени
ем Шrпах . которое определяется формулой 

Шmах = 2{f; . (5 .2 .8) 
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Эта частота определяет собственную частоту колебаний атомов под 
действием квазиупругой силы f = -4jJ1 � . Для низкочастотной области 
спектра (w « Wшах ) 

w :::::: ak{ifi . (5 .2 .9) 

Линейная зависимость w от k ана
логична зависимости частоты звуковых 
волн от волнового вектора !kl = 21r /Л 
в струне _ 21Г _ 21ГVзв _ V k V ГrЗ: w - Т - Л - зв , зв = а\/_ -:;;:_ , 

(5.2 . 1 0) 
где Л - длина волны, Vзв - скорость 
распространения звука в струне. 

1Г !§;  
Y V ";;"; ' lfi (.V k  - 2  §1_ / 1  ma� - m / 1 

1Г 

�-------- ---------�-' / ' / 

1Г 
а 2а а 

k 

Рис. 5 .2 .3 . Зависимость w(k) 
для продольных колебаний це-

почки одинаковых атомов 

Из формул (5 .2 .9) и (5 .2 . 1 0) следует, что величина ау! j)1 jm явля
ется скоростью распространения упругих (звуковых) волн в цепочке 
при w << Wшах . т. е. когда дискретность не проявляется .  

Низкочастотные колебания цепочки можно представить в виде бе
гущей звуковой волны ехр [i (wt - kx)] , где дискретная координата па, 
определяющая положение атомов в цепочке, при Л » а заменена непре
рывной координатой х. Фононы, соответствующие звуковым волнам, 
т . е . квазичастицы с энергией nw и квазиимпульсом р = fLk, называют
ся акустическими фон.он.ами . 

Соотношение (5 .2 .7) между ш и k носит название дисперсионно
го уравнения и определяет закон дисперсии акустических фононов . 
В области высоких частот w ,....., Wшах оно существенно отличается от 
линейной зависимости (см . рис . 5 .2 .3) . Отклонение от линейности при 
возрастании k означает, что групповая скорость Vg = дw / дk рас
пространения упругих волн (акустических фононов) в цепочке атомов 
уменьшается при увеличении k и обращается в нуль  при lkl = 1r /а. 

Из формулы (5 .2 .7) следует, что 

frз: ka ka Vg = ±у -:;;: COS 2 = Vзв COS 2 '  (5 .2 . 1 1 )  

Jнак минус относится к волнам, распространяющимся в обратном на
l !равлении. 

При lkl = 1r /а бегущая волна превращается в стоячую, в которой 
соседние атомы колеблются в противофазе. При этом частота достигает 
своего предельного значения Wшах . а групповая скорость фонанов об
ращается в нуль .  Условие lkl = 1rja или Л =  2а эквивалентно условию 
Нульфа-Брегга для отражения рентгеновских волн кристаллической 
рсшёткой . Следует, однако, иметь в виду, что совпадения условия 
-\ = 2а с условием Вульфа-Брегга пЛ = 2а (при n = 1 )  я вляется, 
в данном случае, формальным .  Звуковые волны являются результатом 
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колебаний самих атомов решётки и поэтому говорить о рассеянии волн 
на атомах решётки бессмысленно. 

Набор волновых векторов волн ,  удовлетворяющих условию циклич
ности �n = �n+N , определяется значениями 

k = 2кq = 2кq ± 1  ±2 ±N 
'<J N а L ' q = ' ' . . .  ' . (5 .2 . 1 2) 

Каждому kq соответствует определённая частота wq . Значения wq 
расположены в интервале частот О � w � Wmax и образуют квазинепре
рывный частотный  спектр продольных акустических фононов . Спектр 
частот является эквидистантным  в области низкочастотных фононов . 
При переходе в более коротковолновую часть спектра расстояние меж
ду соседними разрешёнными значениями частот фонанов уменьшается 
и стремится к нулю при стремлении w к Wшах · 

Для цепочки атомов можно ввести частоту w0 , соответствующую 
колебаниям одного атома в цепочке при закреnлённых остальных. 
Положим в формуле (5 .2 .3)  �n+I  = �n- I  = О . Тогда д2�п/дt2 = -2,8r �n · 
откуда w0 = )2,8r /m = Wrnax /V'i. . Эта частота расположена внутри 
квазинепрерывного спектра частот ближе к Wmax · 

Из соотношения (5 .2 .7)  следует, что если к любому значению k9 
из интервала О �  J k9 J  � 1rja nрибавить 21rja, 47rja, . . .  и так далее, то 
волновые векторы 1 k(1 1 + 27r /а , 1 kq 1 + 47r /а, . . . дадут то же самое значе
ние wq , что и число l kч l · Поэтому закон дисперсии  фонанов w = w(k) 
полностью определяется значениями kq , расположенными в интервале 
-Jr /а � kч � 7r /а. Этот интервал значений kч принято называть первой 
зоной Бриллюэна. 

5.2 .4 .  Изменение закона дисперсии акустических фононов при 

учёте взаимодействия вторых соседей . Выясним ,  к чему приводит 
более полный учёт взаимодействия между атомами .  Для этого учтём 
кроме взаимодействия ближайших атомов с силовой постоянной .Вr 
ещё прямое взаимодействие атома со вторыми соседями ,  т. е .  атома 
с номером n с атомами с номерами n - 2 и n + 2. Обозначим соответ
ствующую силовую постоян ную как ,82 (рис. 5 .2 .4) . 

Рис. 5 .2.4. Схематическое изображение взаимодействия атомов в цепочке с 
ближайшими и следующими соседями с упругими постоянными fЗ1 и fЗ2 
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Сила, действующая на атом n, определяется теперь суммарны м  
взаимодействием атома n с атомами n - 2 ,  n - 1 ,  n + 1 ,  n + 2 :  

±2 
fп = L ,Вii l (�n-J - �п) .  (5 .2 . 1 3) 

i=± l 

Ищем решение уравнения 

(5.2. 1 4) 

для п-го атома в виде 

�n = �о ехр [i(U.Jt - nka) ] .  (5 .2 . 1 5) 

Подставив (5 .2 . 1 5) в (5 .2 . 1 4 ) ,  находим 

2 2 2 4 [ . 2 ( ka ) . 2 ( ] UJ = UJJ + UJ2 = т ,61 sш 2 + ,62 sш ka) . (5 .2 . 1 6} 

Полученное выражение отличается от (5 .2 .7)  наличием члена с ко
эффициентом ,62 , который описывает вклад в колебания атомов взаи
модействия с периодом 2а. Построить зависимость UJ2 от k проще всего 
методом графического суммирования .  На рис. 5 .2 .5 ,  а просуммированы 
колебания - слагаемые в формуле (5 .2 . 1 6) .  

k о k а 
а б 

Рис. 5 .2 .5 .  Зависимости ц}(k) для цепочки одинаковых атомов: а) учёт взаи
модействия с ближайшими (wf) и следующими (w�) соседями для продольных 
колебаний; б) для продольных и поперечных колебаний (обе ветви поперечных 

колебаний совпадают) 

Характерной особенностью зависимости UJ2 от k для продольных 
колебаний является появление максимума (если ,62 не слишком мало по 
сравнению с ,61 ) расположенного внутри зоны Бриллюэна в интервале 
п (2а < k < па как показано на рис. 5 . 2 .5 ,  б. Роль коэффициента (32 про
является обычно наиболее сильно в продольных волнах (волнах сжатия 
и разряжения) .  Например у свинца для продольных волн ,62 � ,61 /3. 

Аналогично легко качествен но оценить характер изменения зависи
мости UJ2 (k) при учёте взаимодействия с периодом За, 4а и так далее .  
При этом в выражении (5.2 . 1 6) для UJ2 (k) появляются дополн ительные 

4 Н.Б.  Брандт, В.А. Кульбачинский 
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слагаемые с периодичностью по k, равной 27Г/ (За) , 1Г/(2а) и т. д . 
Так как силы взаимодействия атомов быстро убывают с увеличением 
расстояния между атомами, то коэффициент {33 , учитывающий взаи
модействие следующих соседей с периодом За, уже достаточно мал . 
Например, у свинца он составляет {33 � {32/ 1 3 . 

Из (5 .2 . 1 6) следует, что при / k /  = 1Г/а 

дr..} дw дk = 2w дk = О, (5 .2 . 1 7) 

и поэтому на границе зоны кривая w(k) имеет горизонтальную каса
тельную. 

Появление максимума внутри зоны Бриллюэна представляется па
радоксальным с точки зрения условия Вульфа-Брегга и является ре
зультатом особенностей колебания атомов в решётке при наличии до
статочно медленно изменяющихся с расстоянием сил взаимодействия . 
Появление максимума означает, что при соответствующем значении k 
в кристалле групповая скорость продольной волны обращается в нуль 
и возникает стоячая волна с длиной волны 2а < Л < 4а. 

Для поперечных фонанов закон дисперсии отличается величиной 
коэффициента перед sin (ka/2) , определяющего скорость распростра
нения волны, и, как правило, отсутствием максимума внутри зоны 
Бриллюэна, так как в волнах сдвига вклад от взаимодействия с пе
риодом 2а значительно меньше аналогичного вклада в волнах сжатия 
и приводит лишь к небольшой деформации зависимости частоты по
перечных фонанов w.1_(k) , полученной без учёта этого взаимодействия 
(см. рис. 5 .2 .5 ,  6) . 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда каждый атом в цепочке облада
ет двумя или тремя степенями свободы . В первом случае атомы могут 
смещаться в плоскости, содержащей цепочку, во втором - в любом 
направлении в пространстве. Движение атомов в цепочке с двумя сте
пенями свободы можно разложить на две взаимно перпендикулярные 
составляющие, направленные вдоль и перпендикулярно оси цепочки. 
У цепочки с тремя степенями  свободы движение атомов разложимо на 
три составляющие: вдоль оси цепочки и в двух взаимно перпендику
лярных направлениях в плоскости, перпендикулярной оси цепочки. 

Таким образом , наличие у цепочки нескольких степеней свободы 
приводит к новому качеству - возможности распространения в ней 
волн двух типов : продольных и поперечных .  В продольных волнах 
вектор смещения атомов (вектор поляризации колебаний и соответ
ственно фононов) совпадает с направлением распространения волны -
вектором k. В поперечных волнах векторы смещения направлены пер
пендикулярно вектору k. 

Скорость звука Vзвl l  продольно поляризованной волны всегда пре
вышает скорость звука Vзв.L волны с поперечной поляризацией, так 
как при продольных колебаниях упругие силы больше, чем при попе
речных. 
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Для малых k законы дисперсии продольных и поперечных фонанов 
имеют вид 

(5 .2 . 1 8) 

Так как Vзв\ 1  > V38J.. , то продольным волнам соответствуют большие 
значения частоты на границах зон Бриллюэна (для цепочки атомов -
при k = 1rja) . 

В связи с тем, что колебания цепочки в плоскости , перпендику
лярной к её оси, изотропны ,  Vзвl. не зависит от ориентации вектора 
поляризации в поперечной волне. Поэтому закон дисперсии фонанов 
у трёхмерной цепочки совпадает с законом дисперсии двумерной , если 
считать, что для трёхмерной цепочки ветвь w1. (k) двукратно вырожде
на (см. рис. 5 .2 .5 ,  6) . 

§ 5.3. Акустические фононы в трёхмерных 
кристаллических решётках 

Особенности акустических фонанов в реальных кристаллах опре
деляются особенностями  распространения соответствующих им зву
ковых волн .  Любую кристаллическую решётку можно бесконечным 
числом способов разбить на семейство эквидистантных атомных плос
костей так, чтобы все атомы располагались только на этих плоскостях .  
Пример такого разбиения для плоской кубической решётки показан 
в следующей главе на рис . 6.6 .6 .  Одновременно с уменьшением периода 
уменьшается плотность атомов, расположенных в каждой плоскости. 
Все плоскости повёрнуты относительно друг друга вокруг оси [ 1 00] на 
некоторый угол tlip. Угол между двумя соседними семействами плос
костей (минимальное значение угла tlip) чрезвычайно мал :  llipшiп � 
� а/ L, где а - постоянная решётки, L - размер кристалла .  Поэтому 
практически для каждого направления в решётке существует семей
ство перпендикулярных ему эквидистантных плоскостей .  

Звуковую волну в кристалле, распространяющуюся в направле
нии k, можно рассматривать как результат смещения  атомных плоско
стей в семействе ,  перпендикулярном k, друг относительно друга . Такие 
плоскости по определению являются плоскостями постоянной фазы, 
атомы в каждой из них движутся синфазно. Скорость волны определя
ется силами, возникающими при смещении плоскостей относительно 
друг друга, в соответствующем данному направлению k семействе. 
Эти силы для каждого семейства плоскостей зависят от анизотропии 
упругих постоянных решётки . Анизотропия упругих постоянных свя
зана с анизотропией трёхмерных потенциальных ям, определяющих 
равновесное положение атомов в решётке. Вид потенциальной ямы 
формируется взаимодействием данного атома с окружающими его со
седями в области , имеющей размеры нескольких межатомных расстоя
ний, и, таким образом, зависит от расположения атомов в этой области .  
4* 
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Потенциальные ямы всегда анизотропны, даже в простой кубической 
решётке. 

При распространении волны атомы в п-й плоскости движутся под 
действием силы со стороны атомов, расположенных в смещающихся 
соседних (n ± 1 ,  n ± 2, n ± 3 ,  . . .  ) плоскостях .  

Анизотропия потенциальных ям приводит к тому, что атомы в каж
дой атомной плоскости семейства смещаются в общем случае под углом 
к вектору k. Только при определённых направлениях волнового вектора 
относительно кристаллографических осей (например [1 00] в п ростой 
кубической решётке) направления смещения атомов параллельны или 
перпендикулярны k. Это означает, что при этих направлениях k в ре
шётке могут распространяться строго продольно или поперечно поля
ризованные волны. которые можно возбуждать независимо. При любых 
других направлениях вектора k в решётке это сделать невозможно. 

Для того. чтобы определить, какой характер имеют колебания 
при произвольной ориентации вектора k в решётке, рассмотрим ,  что 
произойдёт, если слегка изменить ориентацию волнового вектора от
носительно одного из рациональных направлений ,  при которых суще
ствуют волны строго продольной (L) или строго поперечной (Т, , Т2) 
поляризации. Взаимное расположение вектора k и трёх направлений 
поляризации продольных и поперечных волн в исходном состоянии 
изображено на рис. 5 .3 . 1 .  

L k 

а 

т2 : 1 1 1 1 

k 

б 

Рис. 5.3 . 1 .  Взаимное расположение вектора k и трёх направлений поляризации 
продольных (L) и поперечных (Т, ,  Т2) волн при распространении в направле

нии k (а) и при небольшом отклонении вектора k' от k (б) 

Рассмотрим вначале продольную волну, распространяющуюся в ра
циональном кристаллографическом направлении (см рис . 5 .3 . 1 ,  а) . Из
меним направление распространения волны,  т. е .  отклоним немного 
вектор k от рационального направления. При этом в результате ани
зотропии потенциальных ям направление смещения атомов не будет 
совпадать с k, но в силу малости изменения ориентации отклоне
ние вектора поляризации колебаний атомов от k будет также мало 
(см. рис . 5 .3 . 1 ,  б) . Возникающую при этом волну принято называть 
квазипродольной, так как она переходит в строго продольную при 
повороте вектора k в исходное положение. 
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Рассмотрим теперь поперечные волны .  В начальном положении век
тора k колебания атомов в поперечной волне имеют две взаимно пер
пендикулярные поляризации Т1 и Т2 , направленные перпендикуляр
но k. При отклонении k векторы Tt и Т2 также отклонятся на неболь
шие углы от своего первоначального положения (см. рис. 5 .3 . ! ,  6) . 
В соответствующих им волнах векторы поляризации колебаний уже не 
перпендикулярны k. Такие волны принято называть квазипоперечными .  

В общем случае каждому вектору k соответствуют только три 
направления поляризации колебаний атомов L, Т1 ,  Т2 , образующие 
ортогональную тройку векторов, повёрнутых на некоторый угол отно
сительно вектора k. 

Скорости распространения квазипродольных (L) или квазипопереч
ных (Т1 и Т2) волн в кристаллической решётке зависят от направления .  
Эта зависимость имеет место и в простой кубической решётке . Ско
рость распространения поперечных волн ,  вообще говоря, зависит от 
направления поляризации .  Только при ориентации k вдоль оси третьего 
или более высокого порядка эта зависимость пропадает. 

Скорость квазипродольных волн всегда выше, чем скорость ква
зипоперечных волн ,  так как в квазипродольной волне преобладает 
деформация решётки типа сжатия ,  а в квазипоперечных - типа сдвига. 

Таким образом , в кристаллах не существует строго продольных 
и строго поперечных акустических фононов . Если же эти термины 
употребляются, то следует иметь в виду, что в действительности речь 
идёт о квазипродольных и квазипоперечных фононах . 

5.3 . 1 . Энергетический спектр акустических фононов. Как уже 
говорилось , в кристалле могут распространяться только три волны, на
правление поляризации которых однозначно определяется вектором k. 
Каждой из этих волн соответствует одна ветвь зависимости ш(k) в 
спектре колебаний .  Поэтому 
спектр акустических колеба- w . 1 о- 1 3 •  Гц 
ний решётки при каждом фик-
сированном направлении вол
нового вектора описывается 
тремя ветвями акустических 
фононов. 

Характер спектра акусти
ческих фонанов иллюстри
руется рис. 5 .3.2, на кото
ром изображены дисперсион
ные кривые для алюминия 
при k, параллельном направ
лению [ 1 00] . 

1 ,0 

[ 1 1 0] [1 1 О] k 
Рис. 5 . 3 .2 .  Зависимости w(k) акустиче
ских фонанов для алюминия, L - про

дольных, Т1 ,  Т2 - поперечных 
Зависимости ш(k) определяют спектр только при фиксированных 

направлениях вектора k и не характеризуют спектр в целом, так как 
характер этих зависимостей и значения частот (при одном и том же \k \ )  
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меняются при изменении направления k. В связи с этим частотный  
спектр колебаний кристалла обычно описывается поверхностями по
стоянной частоты w = w; (k) , относящимиен к различным ветвям i 
спектра. Так как форма этих поверхностей меняется при увеличении lk l  
в результате дисперсии ,  то принято строить совокупность поверхностей 
постоянной частоты при различных значениях w для каждой ветви 
отдельно. 

Ранее указывалось , что зависимость частоты от волнового век
тора k я вляется периодической функцией в k-пространстве, причём 
величина периода в данном направлении определяется размерами  зоны 
Бриллюэна . Для цепочки атомов зона Бриллюэна представляет собой 
отрезок на оси k, расположенный симметрично относительно начала 
координат. Длина этого отрезка для одноатомной цепочки с периодом а 
равна 2к 1 а .  

Для двумерных решёток зона Бриллюэна является частью плоско
сти (k," , ky) .  расположенной симметрично относительно начала коорди
нат и ограниченной замкнутой линией, соответствующей предельным 
значениям k в этой плоскости . В частности ,  для плоской квадратной 
решётки с периодом а зона Бриллюэна представляет собой квадрат 
со стороной 2к 1 а .  Для трёхмерных решёток зонами Бриллюэна явля
ются многогранники. центры которых в k-пространстве расположены 
в начале координат. Форма этих многогранников однозначно опреде
ляется симметрией кристаллической решётки. Наиболее простой вид 
зона Бриллюэна имеет для простой кубической решётки. Если период 
решётки равен а, то зона Бриллюэна представляет собой куб с центром 
в начале координат и длиной ребра 2кjа. Как и для цепочки атомов 
трёхмерная зона Бриллюэна содержит все физически различные зна
чения волновых векторов . Поэтому поверхности постоянной частоты, 
построенные для данной ветви колебаний внутри зоны Бриллюэна, 
полностью определяют частотный  спектр этой ветви. Таким образом, 
в пространстве волновых векторов частота w колебаний решётки явля
ется периодической функцией, период которой определяется вектором 
обратной решётки g (см. гл . 3 , § 3 .6) .  Векторы обратной решётки опре
деляют периодичность изменения частоты в основных направлениях. 
Векторы k и k + ng, где n - целое число, соответствуют одинаковым 
значениям частоты и являются физически эквивалентными.  

Для наглядности обычно приводятся сечения зоны Бриллюэна и по
верхностей постоянной частоты различными плоскостями .  Рассмотрим 
зону Бриллюэна для простой кубической решётки с периодом а .  Ближе 
всего к центру зоны расположены центры боковых граней куба, более 
удалены центры рёбер и наиболее удалены вершины куба. Диспер
сионные кривые для акустических фонанов при k 1 1 [ 1 00] и k 1 1 [ 1 1 0] 
приведены на рис. 5 .3 .3 ,  а. Различный наклон кривых в области малых 
частот отражает различие в значениях скоростей звука в этих направ
лениях. 
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Рис. 5 .3 .3 .  а) Зависимости w(k) для двух характерных направлений в сечении 
зоны Бриллюэна плоскостью kz = О ; 6 ) различные сечения поверхности w = 

= w(k) ПЛОСКОСТЬЮ kz = О 

Для определения формы сечения поверхности постоянной частоты 
плоскостью [0 1 0] (kz = О) рассматриваются различные фиксирован ные 
значения частоты ш (например ш 1 , ш2 , ш3) и определяются соответ
ствующие им значения волновых векторов для различных направлений 
в решётке. Частоте ш1 на рис . 5 .3 .3 ,  а соответствует минимальное зна
чение волнового вектора в направлении [ 1 1 0] и максимальное в направ
лении [ 1 00] . Сечение поверхности ш 1 = ш 1 (k) плоскостью kz = const 
изображено на рис . 5 .3 .3 ,  б. 

В области малых jk j , где закон дисперсии линеен для всех на
правлений ,  форма сечения не меняется при увеличении jk j  и поверх
ность постоянной частоты увеличивается, оставаясь подобной самой 
себе. При некотором значении jkj начинает сказываться дисперсия 
в направлениях типа [ 1 00] . При этом производная дш / дk[1оо] умень
шается , что приводит к более сильному возрастанию jk j  в направле
нии [ 1 00] при одном и том же приращении частоты ш .  В результате 
этого форма сечения поверхности ш = ш(k) искажается : поверхность 
ш = ш(k) приближается к центрам граней зоны Бриллюэна. Характер 
этого искажения иллюстрируется на рис . 5 .3 .3 ,  б кривой для часто
ты w2 • Причина искажения заключается в следующем. Расстояние от 
начала координат до границ зоны Бриллюэна различно для различных 
направлений. Для каждой зоны Бриллюэна существуют направления, 
вдоль которых расстояние до границы минимально, и направления, 
вдоль которых оно максимально . В направлении к ближайшим точкам 
на границе зоны Бриллюэна дисперсия начинает сказываться раньше, 
чем в направлениях к более удалённым точкам .  Из рис. 5.3 .3 , б сле
дует, что существует некоторая критическая частота I..Vnpeд для ветви 
спектра в направлении [ 100] , при которой поверхность постоянной ча
стоты должна коснуться границ зоны Бриллюэна . Как уже говорилось, 
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групповая скорость Vg = дw / дk бегущей волны в цепочке обращается 
в нуль на границе зоны Бриллюэна. 

В трёхмерном случае наnравление груnповой скорости определяется 
градиентом gradk w ,  который всегда направлен вдоль внешней нормали 
к поверхности постоянной частоты . Отсутствие в кристалле, в общем 
случае, строго продольных или строго nоперечных волн приводит к то
му, что на границе зоны Бриллюэна нормальная компонента групповой 
скорости может не обратиться в нуль .  Однако в направлениях вдоль 
осей симметрии ,  когда векторы поляризации колебаний строго парал
лельны или перпендикулярны k, нормальная к границе компонента 
групповой скорости всегда обращается в нуль , что сопровождается 
возникновением стоячей волны .  В этих направлениях поверхность по
стоянной частоты не может касаться границ зоны Бриллюэна, так как 
касание означало бы неравенство нулю нормальной компоненты Vg на 
границе. По этой причине, как только частота достигает предельно
го значения вдоль осей симметрии, поверхность постоянной частоты 
разрывается (кривая для частоты wз на рис. 5 .3 .3 ,  6) . Образующиеся 
незамкнутые в пределах зоны Бриллюэна куски поверхности w = tv(k) , 
вообще говоря , могут пересекать границу зоны под углами, не обяза
тельно равными 90°, так как направления k в любой точке на линии 
пересечения w = w (k) с границей зоны не являются рациональными 
(пересечения границы зоны поверхностью постоянной частоты под уг
лом , неравным 90°, означает, что в любой точке на линии пересечения 
gradk w направлен под углом к границе зоны и нормальная составляю
щая Vg не равна нулю) . Как указывалось ранее, в некоторых случаях 
частота может достигать своего максимального значения в точках, 
расположенных внутри зоны Бриллюэна (см. рис . 5 .2 .5, 5 .3 .2) .  Рассмат
ривая значения k при фиксированной частоте , близкой по величине 
к значению частоты в максимуме кривой w 1 1 (k) , нетрудно убедиться , 
что вокруг этих точек образуются замкнутые поверхности постоянной 
частоты . 

На рис. 5 .3 .4 в качестве примера приведены сечения зоны Брил
люэна и поверхностей постоянной частоты для алюминия плоскостя
ми [ 1 00] (а) и [ 1 1 0] (6) . Алюминий имеет гранецентрированную ку
бическую решётку, зона Бриллюэна для которой представляет собой 
кубооктаэдр. 

Все отмеченные особенности структуры поверхностей постоян
ной частоты для продольных акустических фонанов nрисутствуют на 
рис. 5 .3 .4 .  

5.3.2 .  Спектральная плотность акустических фононов. Как 
указывалось в предыдущем разделе, энергетический спектр акусти
ческих фонанов в реальных веществах очень сложен и для его 
оnисания необходимо знать детальный вид поверхностей постоянной 
частоты w (k) = const в зоне Бриллюэна для всех ветвей спектра 
i = 1 ,  2 , 3. Поверхности постоянной частоты определяют очень важную 
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Рис. 5 .3 .4 .  Поверхности постоянной частоты для акустических продольных фо
нонов у алюминия в сечении зоны Брил.пюэна плоскостями [ 1 00] (а) и [ 1 1 О] 
(6) . Цифры у кривых - значения частоты относительно максимальной часто-

ты, принятой за единицу 

интегральную характеристику фонанного спектра - функцию D(w) 
спектральной плотности фононов, задающую распределение числа 
фонанов с различными энергиям и  на ш кале частот: 

dn D(w) = dw , (5 .3 . 1 )  

где n - общее число состояний во всех ветвях спектра акустических 
фононов, соответствующее частоте w 

n(w) = n11 + n_1_ 1 + n_1_2• (5 .3 .2) 

Из соотношений (5 .3 . 1 )  и (5 .3 .2) следует, что полную спектраль
ную плотность фонанов D(w) можно разбить на парциальные плотно
сти D; (w) , каждая из которых относится к одной ветви i в спектре 
колебаний 3 3 

D(w) = L dn;}i.<)) = L D; (ш) . 
i= l w 

i= l  

Суммирование ведётся по трём акустическим ветвям спектра. 

(5 .3 .3) 

Таким образом, функция D(w) является аддитивной функцией и её 
удобно строить, рассматривая функции D; ( w) в отдельности .  Каждая 
функция D; (w) при этом определяет число состояний  (число волновых 
векторов) , приходящихся на единичный интервал частот в i-й ветви 
спектра колебаний .  

Как  следует из  определения функции плотности состояний ,  ин -= 
теграл J D(w) dw должен быть равен полному ч ислу разрешённых 

о 
состояний в спектре (в зоне Бриллюэна) . Для одноатомного кристалла 
с размерами Lx . Ly . Lz и с периодами  решётки а, Ь, с по осям х, у,  z, 
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соответственно, проекции волновых векторов колебаний определяются 
формулами, аналогичными (5 .2 .2 ) :  

kq ,  = 21Г 1:,  CJx = ± 1 ,  ±2, ± �: ,  (5 .3 .4) 

k = 21Г!l!!.._ q ,, Ly , (/у = ± 1 , ±2, ±�� · 

qz = ± 1 , ±2, ±�� . 

(5 .3 .5) 

(5 .3 .6) 

Разрешённые значения векторов k заполняют прямоугольный па
раллелепипед объёмом (21r)3 j(abc) , являющийся первой зоной Бриллю
эна для ромбической решётки с примитивной ячейкой, имеющей вид 
прямоугольного параллелепипеда (рис . 5 .3 .5 ,  а). Элементарный объём, 
приходящийся на одно состояние, соответствующее одному из раз-

а 

' / ........ _ _ _ _  .,.,.. / 
б 

1 kx 1 1 
J-w + dw 

1 1 1 

Рис. 5 .3 .5 .  а) Первая зона Бриллюэна для ромбической решётки; 6) поверх
ность постоянной частоты ц; = const (сплошная линия) и её прирост при изме

нении частоты на dц; (пунктир) 

решённых значений волнового вектора , составляет (21r)3 j (LxLyLz) = 

= (21Г)3 jV, где V - объём кристалла . 
Число различных состояний в зоне Бриллюэна равно отношению 

объёма зоны Бриллюэна к элементарному объёму и совпадает, для 
одноатомных решёток, с числом N атомов в решётке: 

(27r)з 1 (27r)з = � = N. аЬс V аЬс (5 .3 .7) 

Напомним, что каждый волновой вектор в решётке рассматриваемого 
типа определяет три акустические волны ,  отличающиеся поляризацией. 
Поэтому общее число волн акустического типа, соответствующих пол
ному объёму зоны Бриллюэна, равно 3N. Это заключение справедливо 
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для всех одноатомных решёток. Нетрудно убедиться, что для решёток 
с размерностью R число состояний  в зоне равно RN (R = 1 ,  2, 3 ) .  

Функция D; (w) = dn;/dw однозначно определяется законом дис
персии w; ( k) для i-й ветви спектра, который  характеризуется сово
купностью поверхностей постоянной частоты в зоне Бриллюэна . Что
бы получить общее выражение для D; (w),  нужно вычислить измене
ние dn; числа состояний при изменении частоты на dw. Рассмотрим 
с этой целью две поверхности w; (k) = const и w; (k) + dw = const 
(рис. 5 . 3 .5 ,  6) и определим объём, заключённый между ними .  Выделим 
на поверхности w; (k )  = const элементарную площадку dS, положение 
которой задаётся вектором k. 

Соответствующий ей элементарный  объём, заключённый между 
двумя поверхностями ,  равен dSdk1_ , где dk1_ - расстояние между 
поверхностями в точке k. Весь объём � между поверхностями выра
жается интегралом по поверхности и имеет вид 

f 
J 

dwdS 
J 

dS � = dS dkl_ = 
I V ... (k) l 

= dw 
I V ... (k) l ' S(w) S(w) S(w) 

(5 .3 .8) 

где использовано выражение для групповой скорости Vg (k)= dwjdk1_ . 
Объём, приходящийся на одно состояние в пространстве волновых 
векторов, равен (27r)3 jV, и, следовательно, 

откуда 

d t.V Vdw f dS n = (2п? = (2п)3 \V ... (k) \ '  S(w) 

dni V 
J 

dS D; (w) = 
dw 

= 
(2п)3 /Vg; (k) / .  

S(w;) 

(5 .3 .9) 

(5 .3 . 1 О) 
Интегрирование ведётся по замкнутой поверхности S(w;) для i-й 

ветви спектра, соответствующей частоте w. Для высоких частот спек
тра, близких к предельным,  поверхность S(w;) может быть незамкну
той (см. рис. 5 .3 .3 ,  5 .3 .4) . В этом случае разрывы поверхности на гра
ницах зоны заполняются кусками плоскостей, ограничивающих зону 
Бриллюэна, на которые опираются поверхности . 

Учитывая, что каждая ветвь спектра акустических колебаний огра
ничена сверху по частоте предельным значением w�ред, функцию пар
циальной плотности состояний в трёхмерном кристалле можно опреде
лить следующим образом: { V l dS 

Dlll (w) = (2ni j /Vg;(k) l " S(w.;) 
о 

при w � wnpeд . --..;:: " ' 

при w > w�ред . 

(5 .3 . 1 1 ) 
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В общем случае для решёток размерности R 
CXJ f D(w) dw = RN, 
о 

(5 . 3 . 1 2 )  

причём этот и нтеграл не зависит от числа атомов j в элементарной 
ячейке. Число ветвей в спектре равно jR. При j = 1 оно определяется 
только размерностью решётки R. Поэтому число состояний в каждой 
ветви спектра равно общему числу состояний RN, делённому на ч исло 
ветвей в спектре j R, т. е . N / j. 

При известном законе дисперсии w; = w; (k) предельное значение 
w�ред частоты находится из условия нормировки 

Прt'Д 00 w ,.  , N I D; (w) dw = I D; (w) dw = т · 

о о 

(5. 3 . 1 3) 

Проводя аналогичные рассуждения для случая двух- и одномерных 
кристаллов. можно получить выражения  для соответствующих спек
тральных плотностей фонанов D�1 и D� { s f dl 

D"(w) = (21r)2 I Vg, (k) l " l (u.J; )  
о 

С '  D{ (w) = 2� Vg(k) 
при 

при 

при 

при 

� пред ш -.....::: wi , 
(5. 3 . 1 4 )  

> пред w w; , 

� пред (.;) � UJ'i ' (5 .3 . 1 5) 
> пред w w; , 

где S - площадь двумерного кристалла ,  dl - элемент линии постоян
ной частоты w для i-й ветви спектра, Vg; (k) - нормальная составляю
щая скорости в текущей точке на контуре l (w;) i-й ветви спектра, L -
размер одномерного кристалла, Vg( k) - скорость фононо в в одномерной 
цепочке. Зj 

Вычисление функции D(w) = L; D; (w) в общем случае является 
i= l 

очень сложной задачей. Однако знание точного вида D(w) и, в осо-
бенности, положения максимумов этой функции на шкале частот ока
зывается весьма важным при интерпретации различных физических 
эффектов в твёрдых телах. 

Представление об общем виде функции D(w) можно получить, рас
сматривая сначала простейшую модель спектра, для которой функцию 
D(w) можно вычислить строго, а затем внести поправки , качественно 
учитывающие рассмотренные выше особенности фонанного спектра 
в реальных кристаллах. 
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Простейшей моделью, для которой фун кция спектральной плотно
сти акустических фононов может быть вычислена точно, является мо
дель Дебая изотропного кристалла без дисперсии со сферической зоной 
Бриллюэна (т. е. с одними и теми же значениями kпред и ш�ред для всех 
направлений) , в котором Vзвl_ l = V.вl_Z и V.вt l  не зависят от направления 
k. Такая модель является чистой абстракцией . Ни одно из сделанных 
предположений не применимо даже к простой кубической решётке. 
Однако использование такой модели позволяет правильно понять неко
торые особенности поведения спектральной плотности и ввести далее 
соответствующие корректировки. 

Энергетический спектр в такой модели описывается двумя ветвями 
для акустических продольных и поперечных колебаний 

UJII = V.вt i \ k\ ,  wl_ = V.вl_ \ k\ , (5.3 . 1 6) 

одна из которых дважды вырождена. Поверхности постоянной частоты 
представляют собой сферы с радиусами 

k11 = -=::'JL , k1_ = T�J. • (5.3 . 1 7) 
Vзвl l  VgвJ. 

В этом случае групповая скорость \Vg\ = const и интеграл в фор
муле (5 .3 . 1 1 ) равняется площади сферы. Выражение для Dll l (ш) при
н имает простой вид 

D)II ( ш) = { 2��:� при 

О при ' · '  :>-: , _ ,пред L.V '/""' I,..V � • (5. 3. 1 8) 

Графики функций Dll l (ш) изображены на рис . 5 . 3.6 . 
Значение предельной частоты ш�ред 

находится из условия нормирования 
(5.3 . 1 3) .  В данном случае оно сводится 
к равенству 

V(w�ред)З 
= N 

67!"2"\1,� 
, (5 .3 . 1 9) 

откуда для предельной частоты 
i-й ветви получаем выражение 

пред -
V 

(67!"2 N) l /3 
шi - з в  ---v- (5 .3 .20) 

Предельные значения частот зави
сят от скорости распространения коле
баний и различны для разных ветвей 
спектра: 

пред > пред _ пред шll шl_ l - шl_2 . (5 .3 .2 1 )  

о nред пред пред '""'1. 1 = '""' 1.2 '""' н 

Рис. 5.3.6. Спектральная плот
ность D11 продольных и D 1. 1 ,  
D 1. 2 поперечных акустических 
фонанов и их сумм ы  (штрих
пунктирная линия) для трёх
мерного случая в модели Дебая 
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Заметим, что условие нормировки (5.3 . 1 3) эквивалентно условию, 
что полное число разрешённых состояний внутри сферы радиуса kпред 
равно числу колебательных мод в одной ветви спектра 

± 1r(kпред) З 
= N ---'-----"--3 -'--- • (5 .3 .22) 

3 (27r) v 

В результате вырождения поперечных ветвей спектра (V.вl_ 1 = 
= V.вJ_2) функции D111 (w) и D112 (w) идентичны .  Штрих-пунктиром 
показана полная плотность состояний Dш(w) , равная сумме D111 (w) + 
+ D112 (w) + Df1ll (w) .  Обратим внимание на то, что скорость возрастания 
плотности состояний в каждой ветви спектра очень сильно зависит 
от величины соответствующей скорости звука, так как в коэффициент 
при w2 скорость звука входит в 3-й степени. Поэтому, чем больше V,:38 , 
тем положе идёт кривая D�I I (w) .  

Пик функции D11 (w) выше, чем пик  функции Df1п (w) . По существу 
это является отражением того факта, что площади под кривыми Djl! (w) 
должны быть равны между собой . Результирующая функция D 11 (w) 
имеет два чётко выраженных максимума, соответствующих наиболь
шей плотности состояний поперечных и продольных фононов . 

В рассматриваемой модели можно получить выражение для плотно
сти состояний фонанов для двумерной решётки площадью S: 

{ � при w � w[;J'eд ; 
D)1 (w) = 27rVi;в 

О при w > w�ед .  
Из условия нормировки получаем 

пред _ V:· {blV wi - ив у -в · 

(5 .3 .23) 

(5 .3 .24) 

Графики функций DJ1 (w) показаны на рис. 5 .3 .7 ,  а,  штрих-пунк
тирная линия изображает полную плотность состояний D]I (w) = 
= D1 (w) + D(11 (w) . 

Аналогично для одномерной цепочки получаем 

{ L _..- пред -- при w :::", wi 
DI (w) = 27rViзв 

О при w > w7ред . 
(5 .3 .25) 

Плотность акустических фонанов у одномерных цепочек без учёта 
дисперсии не зависит от частоты . 

Рассмотренная модель является единственной, для которой вы
ражения для плотности состояний могут быть получены в простом 
аналитическом виде. В действительности такая простая  модель дале
ка от реальности. Прежде всего у кристаллов не существует одного 
определённого значения kпред, так как разрешённые значения волновых 
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Рис. 5.3. 7. а) Спектральная плотность продольных D11 , поперечных D _j_ и их 
сумма (штрих-пунктирная линия) акустических фонанов для двумерного слу
чая в модели Дебая; 6) спектральные плотности D _j_ поперечных акустиче
ских фонанов для трёхмерного случая в модели Дебая (пунктир) , для реально
го кристалла без дисперсии (сплошная линия) и с учётом дисперсии (штрих-

пунктирная линия) 

векторов заполняют не сферу, а зону Бриллюна, имеющую форму 
многогранника. Вследствие этого зависимости w(k) обрываются при 
значениях \k\ , определяющих расстояние от центра зоны до её границ 
в данном направлении. Будем пока по-прежнему считать , что среда 
изотропна и закон дисперсии линеен во всех направлениях. 

Представим себе, что вся поверхность зоны Бриллюэна разделена 
на небольшие участки, каждый из которых является основанием узкой 
пирамиды с вершиной в центре зоны .  Совокупность таких пирамид 
заполняет весь объём зоны Бриллюэна .  Каждой пирамиде соответ
ствует определённое значение kпред. Для удобства считаем, что объ
ёмы всех элементарных пирамид одинаковы. Выберем какую-нибудь 
одну ветвь спектра, например w _1_ (k) .  Для каждой пирамидки закон 
дисперсии линеен, а kпред определяется расстоянием от центра до 
границы зоны в соответствующем направлении .  Зависимости D� (w) 
имеют вид (5.3 . 1 8) и обрывается при knpeд. Так как площади под все
ми элементарными кривыми D� (w) одинаковы, то кривые D� (w) для 
направлений с большими knpeд идут более полого и им соответствуют 
меньшие значения D� (wnpeд ) .  Несколько таких элементарных кривых 
D� (wnpeд)  из интервала w�i� < \wl < w��� изображены на рис. 5 .3 .7 ,  б. 

Функция D_1_ (w) , являющаяся суммой всех элементарных зависимо
стей D� (w) ,  изображена на рис. 5 .3 .7 , 6 сплошной л инией . Штриховая 
линия на этом рисунке соответствует простейшей модели изотропного 
кристалла со сферической зоной Бриллюэна (см .  5 .3 . 1 8) .  

Характерными отличиями построенной таким образом функции 
плотности состояний являются пологий максимум , расположенный 
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внутри интервала частот О � w � w�;� , и монотонное уменьшение 
плотности состояний при приближении частоты к предельному значе
нию для данной ветви спектра в зоне . 

Появление плавного, спадающего после максимума участка на зави
симости D j_ ( w) связано со следующим обстоятельством . В центральной 
области зоны Бриллюэна прирост числа dn состояний при увеличении 
частоты на dw происходит по всё увеличивающейся поверхности по
стоянной частоты , что приводит к росту D(w). Однако по мере прибли
жения к границам зоны поверхность постоянной частоты разрывается 
на отдельные части (см. рис . 5 .3 .3 ,  5 .3 .4) ,  общая площадь которых по
степенно уменьшается при возрастании частоты и обращается в нуль ,  
когда w достигает предельного значения .  Соответственно уменьшается 
dn (при тех же dw) и величина плотности состояний .  

Таким образом, монотонное уменьшение функции D(w) при w -+  
-+ wпред является следствием характера расположения поверхностей 
постоянной частоты в зоне Бриллюэна и зависит от их формы .  

Учтём теперь анизотропию реальных кристаллов, пренебрегая по
прежнему дисперсией . Анизотропия выражается в том, что скорость 
звука зависит от направления волнового вектора k и скорости попереч
ных волн в разных направлениях отличаются . 

Рассмотрим, как при этом изменяются кривые, построенные на 
рис. 5.3 . 7, б. Скорость звука в пределах каждой элементарной пира
миды можно считать постоянной , так что элементарные зависимости 
D� (w) по прежнему описываются выражением (5 .3 . 1 8) ,  но с различ
ными для разных пирамид значениями скоростей . В результате этого 
сместятся предельные значения частот для каждой пирамиды (wпред = 
= V38kпред) и по разному изменятся соответствующие коэффициенты 
при w2 в выражениях для D�(w) .  Однако эти изменения могут приве
сти лишь к некоторой деформации результирующей кривой Dj_ (w) , не 
изменив её общего вида . 

Учёт дисперсии приводит к дальнейшему изменению формы кри
вой D(w) .  Ранее указывалось, что по мере приближения к границам 
зоны Бриллюэна групповая скорость фонанов дw/дk уменьшается, 
хотя для реальных решёток она не обязательно обращается в нуль 
на границе зоны .  Уменьшение групповой скорости приводит к увели
чению плотности фононных состояний при приближении к границе 
зоны Бриллюэна (см. (5 .3 . 1 1 ) ,  (5 .3 . 1 4) ,  5 .3 . 1 5) .  Причину возрастания 
D(w) легко понять . Уменьшение групповой скорости означает, что при 
одном и том же изменении частоты dw величина изменения волнового 
вектора dk увеличивается и, таким образом, увеличивается толщина 
слоя , заключённого между двумя поверхностями  постоянной частоты , 
для которых w отличается на величину dw. Поскольку плотность состо
яний в k-пространстве постоянна, то увеличение объёма слоя приводит 
к увеличению dn и, следовательно, D(w) на границе зоны Бриллюэна. 
Одновременно дисперсия приводит к уменьшению частоты wпред. По
этому увеличение плотности состояний вблизи w::;'ie: компенсируется 
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уменьшением w�f�� так, что площадь под кривой D (w) сохранилась 
постоянной, что следует из условия нормировки фун кции D(w) .  Таким 
образом, пик на сплошной кривой на рис .  5 .3 .7 ,  б с учётом дисперсии 
сместится вправо, несколько увеличится, а частота wпред - умень
шится . 

Наличие двух скоростей для поперечных волн с разной поляриза
цией приведёт к снятию вырождения кривых D j_ (w) и появлению двух 
различных зависимостей D l_ l  (w) и D j_2 (w) с различными значениями 
предельной частоты у каждой ветви сnектра . 

В точках зоны Бриллюэна, где дwjдk = О, плотность состояний 
обращается в бесконечность . Реально это приводит к появлению узких 
ликов на зависимости D(w) .  Очевидно, что всё сказан ное относится ко 
всем трём ветвям спектра акустических фононов . 

Результирующая функция спектральной nлотности получается пу
тём сложения функций D11 (w) , Dj_1 (w) , Dj_2 (w) ,  изображённых на 
рис. 5 .3 .8 ,  а .  Результат сложения представлен на рис. 5 .3 .8 , б. Для срав-

Wmax _l j Wmax _l2 Wmax 11 w W_l j  W_i2 wll w 
а б 

Рис. 5 .3 .8 .  Плотности фононных состояний для алюминия :  а) парциальные, 
6) полная 

нения на рис. 5 .3 .9 ,  а nоказаны парциальные nлотности фононных со
стояний ,  а на рис. 5 .3 .9 ,  б - полная функция D(w) для алюминия, 
вычисленные Уолкером. 

Таким образом, функция спектральной плотности для акустических 
фонанов изображается кривой , имеющей обыч но три достаточно  чётко 
выраженных максимума. Первый относится к н изкочастотным  попереч
ным фононам ,  следующий - к высокочастотным поперечным фонанам 
и последний - к продольным фононам .  Положению каждого лика 
соответствуют характерные значения частот. В этом смысле принято 
говорить о частотах поперечных и продольных фононов , предполагая , 
что большим группам фононов, соответствующих максимумам на за
висимости D(w) ,  можно приписать определённое значение частоты . 
Кроме того, фононный спектр характеризуется также значением ча
стоты wпред, при которой плотность фононных состояний обращается 
в нуль .  
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Рис. 5 .3 .9 .  Вычисленные для алюминия парциальные плотности фононных со
стояний (а) :  1 - продольная ветвь, 2 - высокочастотная поперечная ветвь, 
3 - низкочастотная поперечная ветвь и полная плотность фононных состоя-

ний (6) 

§ 5.4. Особенности ван Хова 

Сравнивая зависимости для плотности состояний на рис. 5 .3 .8 
и 5 .3 .9 ,  легко заметить их качественное сходство. Однако точный 
расчёт даёт кривую с резкими  изломами, которые нельзя получить 
в результате проведённого в предыдущем параграфе рассмотрения .  
Дело заключается в том ,  что изломы на зависимости D(w) являются 
следствием особенностей в плотности состояний, которые возникают 
на частотах, соответствующих значениям частоты в критических точ
ках в зоне Бриллюэна . Характерной особенностью критических точек 
является то, что в них обращается в нуль групповая скорость фонанов 
Vg = gradk w, которая стоит в знаменателе в формулах (5 .3 . 1 1 ) ,  (5 .3 . 1 4 ) ,  
(5 .3 . 1 5 ) .  

Существует четыре типа особых точек. Два и з  них - это точки 
экстремумов, в которых зависимости w(k) имеют локальный максимум 
или минимум (см. рис . 5 .3 .2 ) .  Кроме этого критическими являются два 
типа седловых точек :  точки, в которых при увеличении w образуется 
перемычка между двумя изолированными поверхностями постоянной 
частоты, и точки, в которых при тех же условиях происходит разрыв 
перемычки. Особенности плотности состояний в этих точках называ
ются особенностями ван Хова. 

5.4. 1 .  Трёхмерная система. Рассмотрим подробнее какие особен
ности плотности состояний возникают в критических точках. Начнём 
с трёхмерного случая и разложим в окрестности критической точки 
зависимость частоты от волнового вектора в ряд Тейлора по степеням 
отклонения k от его значения k0 в критической точке . Ограничиваясь 
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членами второго порядка по компонентам вектора k - k0 , получим 

w = wo + йх (kх - kox)2 + йу (kу - koy) 2 + йz (kz - koz )2 , (5 .4 . 1 )  

где wo - значение частоты в критической точке, йх , о:у. йz - коэффи
циенты разложения . В (5 .4 . 1 )  линейные по (k - k0) члены отсутствуют, 
так как при k = ko gradk w = О. Коэффициенты o:i в членах второго по
рядка положительны, если функция w(k) имеет в точке ko локальный 
минимум и отрицательны, если - локальный максимум. Как в том, 
так и в другом случае квадратичная форма (5 .4 . 1 )  представляет собой 
уравнение поверхности постоянной частоты в зоне Бриллюэна в виде 
трёхосного эллипсоида . В окрестности точки минимума полуоси а, Ь, с 

эллипсоида равны 

а =  Jw - wo , Ь = Jw - wo , с = � .  (5 .4 .2) 
йх ау v �  

В окрестности точки максимума полуоси эллипсоида равны 

а =  Jw - wo
' 

-ах 
Ь = Jw - wo , 

-ау R с = . z (5 .4 .3) 

Объём П"' в зоне Бриллюэна, ограниченный поверхностью посто
янной частоты для окрестности минимума или максимума, можно 
записать в виде 

Пw = _± JГаЬс = 47Г lw - wo iЗ/ 2 
3 3 vlax l lay l laz l  

(5 .4 .4) 

Число фонаиных состояний N внутри объёма Пw равно N = 
= Vr2w/(27Г)3. Добавка flDII I (w) к общей плотности состояний, возни
кающая вблизи точки локального экстремума, 

llDII I (w) = dN = � lw - wo l 1 1 2 

dw (21Г) 2 vlax l lay l laz l 
(5 .4 . 5) 

В окрестности минимума частоты добавка llD�in (w) отлична от 
нуля при w > wo и равна нулю при w < w0 . Напротив ,  добавка 
llD;!,'aJw) в окрестности максимума частоты отлична от нуля при 
w < wo и равна нулю при w > w0 . Частотные зависимости добавок 
/lD�in (w) и llD;!,'ax (w) показаны на рис . 5 .4 . 1 .  

Добавки llD)�\n ( w) и llD;!,'ax ( w) не нарушают непрерывность общей 
плотности состояний DII I  (w) в критических точках , однако приводят 
к появлению сингулярностей производной dDш ( w) / dw, которая в этих 
точках обращается в бесконечность. 

Характер добавок к плотности состояний в окрестности седловых 
точек можно также описать с помощью разложения (5 .4 . 1 ) . При двух 
отрицательных и одном положительном коэффициенте о:; (i = х, у, z) 
уравнение (5 .4 . 1 )  описывает поверхность двухполостного гиберболоида 
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Рис. 5 .4 . 1 .  Добавки к плотности состояний,  возникающие в результате особен
ностей ван Хова в точках минимума (а) и макси мума (б) частоты 

(случай, когда при увеличении частоты образуется перемычка между 
двумя изолированными поверхностями постоянной частоты) . 

Характер добавок к плотности состояний иллюстрирует рис . 5 .4 .2 .  
Поясним на качественном уровне возникновение добавок к DII I (ш ) . 
Наличие седловой точки в фононном спектре означает, что в одном из 

Л · -� 
а 

1 1 1 1 

д.D111 (w) 

А ----� 1 1 1 1 1 

б 
Рис. 5 .4 .2 .  Особенности ван Хова в спектральной плотности состояний при 

образовании перемычки (а) и разрыве перемычки (б) 

направлений в зоне Бриллюэна закон дисперсии имеет два локальных 
минимума в близких точках k� и k� (рис. 5 .4 .3) . 

В малых окрестностях этих точек поверхности постоянной частоты 
представляют собой, в первом приближении, изолированные эллипсо
иды . При увеличении частоты на бш (ш > Шшiп) объёмы, ограничен
ные этими поверхностями,  увеличиваются и расстояния между ними 
и седловой точкой уменьшаются . Поскольку в седловой точке дш/дk = 
= О, то увеличение частоты на бш приводит к тому, что вектора 
k*' и k*", определяющие расстояние от центров эллипсоидов до их 
поверхности, должны увеличиваться больше в направлении к седловой 
точке, нежели в противоположном направлении (см. рис. 5 .4 .3) . При 
этом число состояний dN в слое ,  заключённом между поверхностями 
ш = const и ш + бш = const , будет резко возрастать по сравнению со 
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а ko k� k б 

Рис. 5 .4 . 3 . Закон дисперсии (а) и поверхности постоянной частоты (б) вблизи 
седловой точки 

случаем , когда поверхности увеличивались бы, оставаясь подобными 
самим себе. В результате этого к монотонной составляющей функции 
Dm ( w) добавляется �DIII ( w) , быстро увеличивающаяся при w ---+ wo 
(см. рис. 5 .4 .2 ,  а) . В точке w = wo две поверхности соединяются в одну, 
а при w > wo возникает гантелеобразная поверхность . 

При разрыве перемычки (представим себе, что кривая на рис . 5 .4 .3 
перевёрнута на 1 80° )  процесс идёт в обратном направлении: плотность 
состояний быстро уменьшается, так как по мере удаления от седловой 
точки w = wo возникшие две изолированные поверхности быстро уда
ляются друг от друга. Как в этом , так и в первом случае на монотонной 
зависимости D11 1 (w) появляются изломы (см. рис. 5 .4 .2) . 

5.4.2 .  Двумерная система. Рассмотрим теперь двумерную ре
шётку. При переходе от 3-мерной к 2-мерной системе поверхности 
постоянной частоты вырождаются в линии постоянной частоты на 
плоскости. Вблизи точек локальных экстремумоЕ линии постоянной 
частоты представляют собой эллипсы, площади которых равны 

(5 .4 .6) 

Число фононных состояний N внутри площади S"' составляет 
SwS/(27Г)2 (S - площадь кристалла) . Добавка �D11 (w) к общей плот
Iюсти состояний, возникающая вблизи точки локального экстремума, 
имеет вид 

(5.4. 7) 

и не зависит от частоты . 
Таким образом, при появлении нового эллипса в точке миниму

ма w = wo плотность состояний скачком увеличивается на величи
ну (5 .4 .7 ) ,  которая остаётся постоянной при w > w0 . При исчезнове
нии эллипса в точке максимума w = wo плотность состояний скач
ком уменьшается на величину (5 .4 .7 ) .  Описанное поведение добавок 
�DII (w) в точках экстремума иллюстрируется на рис . 5 .4 .4 .  
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Рис. 5.4 .4 .  Изменение плотности состояний в особых точках у двумерной си
стемы; а) минимум  частоты, б) максимум частоты 

5.4.3. Одномерная система. Перейдём к одномерной системе. 
Вблизи точки экстремума частоты при k = k0 функцию w(k) можно 
разложить в ряд 

w(k) = wo (ko) + a(k - k0)2 + . . .  (5 .4 .8) 

В окрестности точки k0 скорость звука становится линейной функ
цией k - ko дw Vg = дk = 2a(k - k0) ,  (5 .4 .9) 

вследствие чего плотность состояний D1 (w) (см. 5 .3 . 1 5) быстро возрас
тает при k_, k0 и обращается в бесконечность при k = k0 

1 ( ) L 1 D w = 
21Г 2 Ja J J k - ko l 

L (5 .4 . 1 0) 

В одномерном случае характер особенностей в плотности состояний 
в экстремальной точке не  зависит от того, имеет ли  частота в этой точ
ке локальный максимум или минимум. Седловых точек в одномерном 
спектре нет. 

§ 5.5. Статистика акустических фононов 

В решётке может быть возбуждено одновременно неограниченное 
число одинаковых фононов, т. е. в каждом квантовом состоянии с энер
гией Е = hw может находится любое число фононов . Это значит, что 
фононы подчиняются статистике Базе независимо от спина атомов, 
составляющих решётку. Поскольку полное число фонанов N не явля
ется заданным, а есть величина переменная, то число возбуждённых 
фонанов определяется из условия теплового равновесия . Одним из 
необходимых условий минимальности свободной энергии F газа фоно
нов (при заданных температуре и объёме кристалла) является условие 

(g�) = О . T,V 
(5 .5 . 1 )  
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Но (дР/ дN)т,v определяет величину химического потенциала f.L 
ансамбля частиц. Таким образом , химический потенциал фонанного 
газа равен нулю. 

Рассмотрим какую-либо моду фонанного спектра, например, с ча
стотой I.JJ

q · Будем рассматривать соответствующую этой моде колебаний 
волну как квантовый осциллятор с энергией Е�ч = {u»

q 
( nq + 1 /2) . 

Здесь индекс q нумерует разрешённые частоты , nq = О, l ,  2 ,  . . .  Согласно 
распределению Гиббса вероятность того, что при температуре Т осцил
.пятор с собственной частотой I.JJ

q 
находится в квантовом состоянии nq 

с энергией Епч , равна 

(5 .5 .2) 

00 
Нормировочная постоянная Ач находится из условия 2::::: Wn,1 = 1 ,  

nq=O 
откуда, суммируя по пч бесконечно убывающую геометрическую про
грессию, получаем 

А _ l _ [ 1 ( 1iwq )] ( 1iwq ) 
q - f 

ехр (- Е�ч ) - - ехр - kвТ ехр 2kвТ · 
kвТ n q =O 

(5 .5 .3) 

Таким образом , выражение для Wnч имеет вид 

(5 .5 .4) 

5.5. 1 .  Среднее число фононов. Среднее число n�P возбуждённых 
квантов фонанов с энергией nыч при температуре Т равно 

(5 .5 .5)  

Для вычисления суммы в (5 .5 .5)  обозначим ni.JJч/ (kвT) = х. Тогда 
получаем 

и 

= - d� С�о ехр ( -nqx)) = - d� с - ех� ( -х) ) (5 .5 .6) 

пер = [ 1 - exp (-x)J exp (-x) 
q 

[ 1  - ехр ( -x)J2 ( hwq ) · 
ехр - - 1 kвТ 

(5 .5 .7 )  
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5.5.2 .  Средняя энергия. Аналогично, средняя энергия Е�Р воз
буждённого осциллятора с частотой wr1 или, в нашем случае, средняя 
энергия фонанов с частотой ш,1 , возбуждённых при температуре Т, т. е . 
энергия, отнесённая к ш7-й фононной моде, равна 

(5 .5 .8) 

Отсюда согласно (5 .5 .5) и (5 .5 .7) получаем 

Еср _ fLWq + ер + _ nwч + nWq _ nWq + ер '1 - -2- nq t!wч - -
2
- ( nwq ) - -2- uq . (5 .5 .9) 

ехр -- - 1 
kвТ 

Первое и второе слагаемые в (5 .5 .9) представляют собой энергию 
нулевых колебаний и среднюю тепловую энергию u�P возбуждённых 
акустических фонанов с частотой wr , соответственно. При низких 
температурах Т «  iLшчfk величины n�P и u�P экспоненциально малы :  

n�P � ехр (-�:;) , u�P � iLшч ехр (-�:;) . (5 .5 . 1 0) 

При высоких температурах Т >  il.wq/kв обе эти величины возраста
ют пропорционально Т, 

ер � kвТ ер rv k Т nr1 - .-.. - ,  ·uq = в . !1Wq (5 .5 . 1 1 ) 

Напомним, что число мод (волн с частотами шч) в каждой ветви 
акустических фонанов у одноатомных решёток равно числу N атомов 
в решётке. Общее число мод равно 3N. Для каждой моды есть своя 
предельная частота шпред, причём всегда ш�ред продольных фонанов 
больше шi�д и шi;д поперечных фононов . Ч исло же фонанов в каждой 
моде с определённой частотой ш7 неограничено и определяется только 
температурой . 

Из выражения (5 .5 .4) следует, что при температуре Т* = ;,шпред / kв 
вероятность возбуждения одного фонона с частотой Шmах равна 0,232; 
двух фонанов - 0,086; трёх - 0,032 и т. д. При увеличении температу
ры эта вероятность быстро растёт. При некоторой температуре Т > Т* 
возбуждаются все фононные моды от шшin до шпред в соответствующей 
ветви спектра. При дальнейшем увеличении температуры возрастает 
только число фонанов в каждой моде. 

5.5.3. Температура Дебая. Температурой Дебая То называет
ся некоторая характерная для каждого вещества температура, при 
которой энергия тепловых колебаний решётки становится сравнимой 
с энергией высокочастотных фононных мод. Несмотря на то, что тем
пература Т0 не может быть определена в общем случае точно, она яв
ляется весьма удобным параметром и входит в выражения для многих 
интегральных характеристик твёрдых тел, как например, теплоёмко-
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сти, теплопроводности и так далее. Тем пературу Дебая как параметр, 
связывающий предельную частоту колебаний wпред с соответствующей 
тепловой энергией классического осциллятора, можно ввести однознач
но только для одномерной цепочки атомов: 

(5 .5 . 1 2) 

Предельную частоту wпред называют дебаевекай частотой w0 . Но уже 
и здесь нужно знать закон дисперсии  w(k) , чтобы выразить wnpeд через 
силовые постоянные или другие параметры, например, через скорость 
звука. 

У реальных кристаллов ситуация усложняется тем ,  что, во-первых, 
имеются три различные ветви спектра с различными значениями wnpeд 
и, во-вторых, для каждой ветви спектра нет одного предельного значе
ния частоты, т. е .  wnpeд расположены в интервале 

Wпред < wпред < Wnpeд m1n rnax · (5 .5 . 1 3) 

В связи с этим температура Дебая для кристаллов может быть 
введена лишь как некоторый усреднённый параметр, величина кото
рого зависит от способа определения .  Усреднения для каждой ветви 
спектра позволяют ввести температуру Дебая отдельно для продольных 
и поперечных ветвей спектра 

е -т-nред - DII = ILW I I  , ео , · = fLwnpeд _L 1 j_ 1 , е -т-nред - 0_1_2 = llW _1_2 , (5 .5 . 1 4) 

где w�ред , wi�д , wi;д - некоторые усреднённые по определённой про
цедуре значения предельных частот в интервале (5 .5 . 1 3) .  Естественно, 
что процедура усреднения требует определённых предположений о за
коне дисперсии w(k) . 

Дебай предложил аппроксимировать каждую функцию D; (w) зави
симостями (5.3 . 1 8) и определять значения w�ред из условий нормиров
ки (5.3 . 1 3) ,  считая, что Viзв постоянно для каждой ветви спектра. 

Для реальных кристаллов (даже для простой кубической решёт
ки) ситуация усложняется тем, что скорости 'ilзв и V_1_38 звуковых 
волн являются функциями направления волнового вектора. Поэтому 
в каждой решётке существуют определённые диапазоны скоростей для 
волн разного типа, в связи с чем понятие �средняя» скорость звука 
i738 является весьма неопределённым .  Её можно ввести ,  например, при 
малых l k l  (в области линейности закона дисперсии) ,  аппроксимируя 
поверхности постоянной частоты (см. рис. 5 .3 .3 и 5 .3.4) для каждо
го типа волн сферами с некоторыми средними  радиусами lk;(w) l 2 = 
= k� + k� + k; и определяя Viзв по формуле 

w Viзв = ki (w) . (5 .5 . 1 5) 
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Считая теперь, что V;38 = const , по формуле (5 .3 .20) находим 

-Пред _ V:· б7Г N ( 2 ) l/3 
UJi - ,38 -v 

и по формулам (5.5 . 1 4) вычисляем 00; . 

(5 .5 . 1 6) 

Некоторую единую среднюю температуру Go для кристалла можно 
ввести , аппроксимируя функцию D(w) для общей плотности состоя
ний параболической зависимостью (5.3. 1 8) ,  резко обрывающейся при 
w-пред (см. пунктир на рис.  5 .3 .7) .  Тогда w-пред находится из условия 
(см. 5 .3 . 1 3) 

где 

где 

и 

J D(w) dw = 3N, 
о 

D(w) = L д(w) = -2 -з- + -3- + -3- · 3 Vv} { 1 1 1 } 
i= l 21r VзвJ I Vзв_l_ l Vзв_1_2 

Отсюда 

-пред _ V 61r N ( 2 )l /3 
UJ - 38 -v 

3 { 1 1 1 } =з = -з- + -з - + -з -V зв Y.вJ J  У.вj_ 1 Vзв_1_2 

(5 .5 . 1 7) 

(5 .5 . 1 8) 

(5 .5 . 1 9) 

(5.5 .20) 

Из сказанного следует, что введённая таким образом температу
ра 00 является условным  параметром, величина которого определяется 
рассмотренной процедурой и зависит от принятой модели .  Естественно, 
что и любая другая схема определения одного значения температуры 
Дебая для реального кристалла будет столько же условной, так как 
предельные значения частоты колебаний для различных направлений k 
и ветвей спектра всегда занимают достаточно широкий интервал ча
стот. Поэтому физический смысл частоты Дебая как параметра, харак
теризующего энергетическое состояние кристалла ,  заключается в том , 
что 00 условно разделяет шкалу температур на  две области: при 
kвТ « G0 в кристалле возбуждены лишь длинноволновые колебания 
с энергией , малой по сравнению с Go ; при kвТ » Go в кристалле 
существуют все колебания, включая колебания с предельно возможной 
частотой, энергия которых порядка Go . 
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§ 5.6.  Оптические фононы 

Наряду с акустическими волнами и соответствующими им акусти-
1tескими фононами, в кристаллах, состоящих из атомов разного сорта, 
(например из атомов различной массы) ,  а также в кристаллах, состоя
щих из атомов одного сорта, но имеющих несколько атомов в элемен
тарной ячейке, существует ещё один тип коллективных возбуждений, 
r rpи котором соседние атомы 
независимо от длины волны ко
леблются в противофазе. Такие 
моды колебаний для цепочки, со
стоящей из атомов двух сортов, 
показаны  на рис. 5 .6 . 1 .  

Вертикальные пунктирные 
линии показывают положения 
атомов одного сорта. Впервые 
такой тип колебаний был обнару
жен в ионных кристаллах (т;:tких,  
как NaCI ,  KBr) при воздействии 
на кристалл световой волны,  
r1следствие чего он получил 
название оптических колебаний. 

Таким образом ,  в кристаллах, 
где возможны оптические колеба
ния, одному и тому же значению 
волнового вектора kq = 2п / Aq со
ответствуют две волны с одной 
и той же поляризацией:  акусти
' lеская и оптическая .  

Оптические колебания, как и 
акустические, квантуются .  Кван
ты энергии оптических колеба
н и й  называются оптическими 
фононами .  Характерной особен
ностью оптических колебаний яв-
.!lяется то ,  что во всех оптических 
�юдах, независимо от длины вол
н ы ,  соседние атом ы  колеблются 

а а 

лопт max 

Рис. 5 .6. 1 . Возможные поперечные ко
лебания цепочки (а) , состоящей из 
двух сортов атомов: 6) акустические 
колебания с длиной волны Л = 8 а; 
в, г) оптические колебания с длиной 
волны Л = 8 а и 8а < Л < 9а; д) пре
образование акустических колебаний 
с минимальной дли ной волны в опти-
ческие с максимальной длиной волны  

r rрактически в противофазе и поэтому частоты оптических фонанов 
()лизки к значению предельной частоты акустических фонанов Wmax 
и слабо зависят от величины волнового вектора. 

В общем случае в трёхмерных решётках возможны три типа акусти
' lеских колебаний :  продольные и два типа поперечных и, соответствен
r rо, три типа оптических.  Таким образом, спектр колебаний кристалли
ческой решётки nри каждом заданном волновом векторе k описывается 
шестью ветвями :  тремя акустическими и тремя оnтическими .  
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5.6. 1 .  Закон дисперсии оптических фонанов для линейной це

почки чередующихся атомов двух сортов с одной степенью сво

боды.  Основные особенности закона дисперсии оптических фонанов 
проще всего выяснить, рассматривая колебания одномерной цепочки, 

м m м m 
образованной lV атомами двух сор
тов с одной степенью свободы . Будем 
считать, что атомы на рис. 5 .6 .2 мо
гут смещаться только вдоль цепочки .  

Пусть атомы  с массами Jv[ и rn 
Рис. 5.6 .2 . Одномерная цепочка (Лf > rn) расположены соответствен-

атомов но в чётных и нечётных узлах цепоч-
ки на расстоянии а. Уравнения дви

жения двух соседних атомов с номерами 2n и 2n + 1 по аналогии 
с (5 .2 .4) можно записать следующим образом : 

2 
маа��п = fЗ1 (6п+ 1 + 6п- 1 - 26п) . (5 .6 . 1 )  

д
2
6п+ l  (3 (� + с  2С ) rn--2- = 1 с,2п+2 C,2n - c,2n+1  ' 
дt 

(5 .6 .2) 

где 6п и 6п+ 1  - соответствующие смещения 2п-го и (2п + 1 ) -го 
атомов из положения равновесия,  fЗ1 имеет тот же смысл ,  что и ра
нее. Решение уравнений (5 .6 . 1 )  и (5 .6 .2) будем искать в виде, анало
гичном (5 .2 .5) , принимая во внимание, что теперь колебания атомов 
разных масс могут происходить с различными амплитудами  J.l и ry 

6п = J.L exp [i (wt + 2nka) ] ,  

6п+ 1 = ry exp {i [wt + ( 2п  + 1 ) ka] } ,  

(5 .6 .3) 

(5.6 .4) 

где w - циклическая частота . Подставляя (5 .6 .3) ,  (5.6.4) в (5 .6 . 1 )  и 
(5 .6 .2) приходим к системе уравнений 

-M11W2 = fЗ1 ry [exp ika + ехр ( -ika)] - 2f31J.l , 

-rnryw2 = P1 J.l [exp ika + ехр ( -ika)] - 2f31'r/ ·  

(5 .6 .5) 

(5 .6.6) 

Система уравнений  (5 .6 .5) ,  (5 .6 .6) имеет нетривиальное решение 
только тогда, когда детерминант из её коэффициентов равен нулю: 1 (2(31 - w2 М)( -2(31 cos ka) = О . 

(-2(31 cos ka) (2(31 - w2rn) 
(5 .6 .7) 

Раскрывая (5 .6 .7) ,  получим биквадратное уравнение для частоты 
колебаний w, решение которого даёт две различные ветви спектра 
собственных частот w+ и w_ 

(J_ + J...)2 _ 4 sin2 ka
. m М Mm 

(5 .6 .8) 
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Обратим внимание на то, что ш+ и ш_ также как в цепочке одинаковых 
атомов не зависят от номера n и являются собственными частотами  
колебаний любого и з  атомов цепочки .  Рассмотрим поведение ш+ и ш_ 
при малых значениях аргумента ka « 1 .  В этом приближении 

ш+ � V2f3I (� + �) , ш_ � (м2�'mУ/2 ka. (5 .6 .9) 

Из формулы (5.6 .9) для ш_ можно заключить, что зависи
мость ш_ ( k) соответствует закону дисперсии  продольных фонанов 
с величиной скорости звука 

Vзв = av M2�,m . (5 .6 . 1 О) 

При т = М выражение (5 .6 . 1 0) переходит в выражение (5 .2 . 1 0) для 
скорости звука в цепочке атомов одного сорта Vзв = a J  fЗ1 /т . 

Кроме акустической ветви u;_ (k) в спектре колебаний появилась 
дополнительная ветвь ш+ (k) .  Для того, чтобы выяснить её физический 
смысл , сопоставим между собой отношения амплитуд f.l/ТJ колебаний 
в одной и другой ветвях при  малых значениях k (ka « 1 ) .  Отношение 
f.L/ТJ может быть найдено при подстановке в любое из уравнений  (5 .6 .5) ,  
(5.6 .6) соответствующего значения частоты ш_ или ш+ . Подставляя 
ш_ , находим f.L/77 = 1 .  Полученное выражение означает, что колебания 
соседних атомов цепочки происходят в фазе и имеют одинаковые 
амплитуды .  Такой тип колебаний характерен для акустической волны .  
При подстановке выражения (5.6 .9) для ш+ в (5 .6 .5) , (5 .6.6) получаем , 
что fL/rJ = -М/т, что соответствует выражению Mf.L + тrJ = О. Отсюда 
следует, что амплитуда смещения центра масс в элементарной ячейке 
равна нулю.  Это означает, что ветвь ш+ (k) при ka « 1 соответствует 
таким колебаниям атомов цепочки , при которых центр масс каждой 
элементарной ячейки остаётся неподвижным ,  т. е. соседние атомы  ко
леблются в противофазе. Такие колебания характерны для оптических 
фононов. 

Построим теперь дисперсионные кривые ш_ (k) и ш+ (k) для аку
стических и оптических фононов . При малых положительных и от
рицательных значениях волнового вектора k частота ш_ возраста
ет пропорционально l k l  (см 5 .6 .9) .  При дальнейшем увеличении l k l  
(см . формулу (5 .6 .8)) величина sin (ka) растёт, достигая максимума при 
1.: = ±7Г /(2а) . Соответственно частота ш_ возрастает, достигает мак
симального значения Ш- mах = J2f3I /M при k = ±7Г/(2а) (рис. 5 .6 .3 ,  
нижняя кривая) . 

Частота оптических фонанов ш+ при k = О имеет максимальное 
значение (см. 5 .6 .8 ) ,  равное 

(5.6 . 1 1 )  
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Нетрудно показать, что дw+/дk = О при k = О . При увеличении k 
частота w+ уменьшается, достигая w+1iп = J2f3I /т при k = ±1r / (2а) 
(рис. 5 .6 .3 ,  верхняя кривая) .  При k = 1r / (2а) величина дw+ / дk = О . 

1Г 
2а 

о 1Г +-2а 
k 

Как видно из рис. 5 .6 .3, весь 
спектр разрешённых частот ко
лебаний цепочки заключён в 
интервале от О до J2(31 /M 
для акустических фонанов и 
в интервале от J2(31 /т до 
J2f3I ( 1 /M + 1 /т) для оптиче
ских . Между этими интервала
ми в пределах от J2(3 /М до 
J2(3 /т расположена полоса за
прещённых частот. Интервал ча
стот оптических фонанов одно
мерной цепочки атомов располо-

Рис. 5.6 .3 .  Зависимость w (k) для од-
жен выше частотного интервала 

номерной цепочки атомов двух сортов акустических фонанов и стано
вится очень узким при М � т. 
Все частоты оптических фонанов 

в этом случае близки к предельному значению частоты 

(5.6 . 1 2) 

Для цепочки ,  состоящей из атомов двух сортов ,  зависимости w+ (k) 
и w_ (k) являются периодическими  функциями с периодом 1Г/(2а) , а не 
1rja, как у цепочки атомов одного сорта. 

Дискретный набор волновых ч исел может быть найден из условия 
цикличности 6п = 6п+N или 6n+l = 6п+ I+N ,  которые приводят к со
отношению 

k = 21Г_!L = 21Г!!.. q 
Na L ' 

N 
q = ± 1 ,  ±2 . . . .  , ±4 . (5 .6 . 1 3) 

Каждому значению модуля kq из формулы (5 .6 . 1 3) соответствует 
определённое значение длины волны Лч = 21Г/kч ,  заключённое в интер
вале от 4а до L. 

Число различных мод колебаний (волн)  в каждой ветви спектра 
определяется числом дискретных значений волновых чисел kч , распо
ложенных в интервале от -1Г/(2а) до 1Г/ (2а) , и равно (1Г/а)/ (21Г/L) = 
= L/(2a) = N/2. Полное число различных состояний ,  соответству
ющих акустической и оптической ветвям спектра, как и в случае 
цепочки одинаковых атомов, равно полному числу атомов N. Обратим 
внимание на то, что условие А1 J-L + тrу = О, означающее, что центр масс 
каждой элементарной ячейки остаётся неподвижным при оптических 
колебаниях, эквивалентно условию дw+ / дk = О. Поэтому при опти
ческих колебаниях, когда соседние атомы  колеблются в противофазе, 
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амплитуда колебаний центра масс каждой элементарной ячейки равна 
нулю только при значениях k = О и k = 1r / (2а) и близка к нулю 
в окрестности этих значений волнового вектора. Для промежуточных 
значений волнового вектора групповая скорость дш+fдk -1- О, так что 
оптическим колебаниям в этой области соответствуют бегущие опти
ческие волны,  которые могут переносить энергию. 

Дискретный  (или, точнее , квазидискретный,  поскольку расстояния  
между соседними значениями очень малы) спектр частот шч опреде
ляется набором абсолютных значений (модулей) волновых чисел из 
интервала -1r / (2а) � k � 1r / (2а) ,  я вляющегося зоной Бриллюэна для 
двухатомной цепочки .  В акустической и оптической ветвях колебаний 
каждому такому значению шч соответствуют две бегущие волны с вол
новыми числами kч и -kч .  Поэтому зависимость ш_ (k) обычно пред
ставляется кривой, расположенной симметрично относительно начала 
координат k = О в зоне Бриллюэна. 

Вместе с тем необходимо учитывать, что период решётки ,  равный 
в данном случае 2а,  определяет период функции ш(k) , равный раз
мерам зоны Бриллюэна: 21r / (2а) = 1r /а. Это позволяет транслировать 
зависимость ш(k) по оси k на произвольное число периодов 1rja. 

При предельном переходе от цепочки, состоящей из атомов двух 
сортов (rn -1- М) , к цепочке, состоящей из атомов одного сорта энерге
тическая щель между ветвями ш_ и ш+ обращается в нуль ,  и оптиче
ские ветви в интервалах 7r/ (2a) � k � 1rja и -1r/a � k � -21ra стано
вятся продолжением акустических ветвей в интервалах О � k � 1r / (2а) 
и -1r / (2а) � k � О, соответственно. Так как при этом меняется период 
трансляции ,  то исчезают оптические ветви в интервале -7r/(2a) � k � 
� 1r / (2а) (см .  рис. 5 .6.3) и акустические ветви в и нтервалах -1r /а � 
� k � -1r / (2а) и 1r /2а � k � 1r /а. Таким образом, при переходе к преде
лу rn ----+ М спектр акустических и оптических колебаний вырождается 
в две акустические ветви и ш11 , расположенные в интервалах -1r /а, О и 
0, 1rja. 

Возникновение ветви оптических колебаний в цепочке, состоящей 
из атомов двух сортов, можно объяснить следующим простым спо
собом .  При rn = М волны испытывают брэггавекие отражения при 
k = ±1r /а. При таком значении k групповая скорость акустического 
возбужден ия дш/дk = О . Предположим  теперь , что масса чётных ато
мов постепенно увеличивается . Как только массы чётных и нечётных 
атомов стали различаться , в цепочке появляется новый период, равный  
2а. Условие отражения Вульфа-Брэгга для этого нового периода вы
полняется при значении k = ±1r /2а. Если массы атомов различаются 
незначительно, то при k-j-±7r/2a зависимость ш(k) практически не 
изменяется .  Групповая скорость возбуждений уменьшается только при 
l k l  ----+ 1r /2а и обращается в нуль при равенстве l k l  = 1r /2а. В результате 
зависимость ш(k) разрывается при k = ±7r/(2a) таким образом, чтобы 
пересечь вертикальные линии k = ±7r/(2a) под прямым углом . Кри
вая ш(k) распадается на две ветви, разделённые областью запрещённых 
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частот w. Нижняя ветвь соответствует акустическим,  а верхняя -
оптическим колебаниям .  Ширина этой области увеличивается при уве
личении разницы между rn и Л1. 

Одновременно с удвоением периода цепочки уменьшается в два 
раза период фунщии w(k) и становится равным 1r /а (вместо 21Г /а 
для цепочки ,  состоящей из атомов одного сорта) .  Полученные куски 
I<ривой w(k) можно транслировать по оси k на этот период, приходя 
I< картине, изображённой на рис. 5 .6 .3 .  

Обратим внимание, что при удвоении  периода точки k = О и k = 
= 1r ja становятся эквивалентными .  Однако до этой операции значение 
k = 1Г /а соответствовало предельно короткой длине волны Л = 2а для 
акустических колебаний цепочки ,  состоящей из одинаковых атомов .  
Значение k = О  соответствовало длине волны Л =  оо .  Вместе с тем при 
малом изменении массы чётных атомов хараюер колебаний не может 
существенно измениться .  В связи с этим может возникнуть вопрос, 
каким образом коротковолновые акустические колебания при k = 1r ja 
трансформируются в оптические с Л =  оо .  Ответ на этот вопрос заклю
чается в том , что при изменении массы чётных атомов кроме удвоения 
периода возникают две подрешётки, состоящие из лёгких и тяжёлых 
атомов . В результате противофазные колебания соседних атомов, пред
ставляющие коротковолновые (Л = 2а) акустические колебания ,  стано
вятся эквивалентными колебанию двух подрешёток друг относительно 
друга в противофазе, что соответствует Л ---t оо в оптической ветви как 
это изображено на рис. 5 .6 . 1 ,  д (напомним,  что для наглядности волны 
сжатия и растяжения заменены поперечными) .  

5.6 .2 .  Закон дисперсии оптических фононов для линейной це

почки двух чередующихся сортов атомов с тремя степенями сво

боды.  Рассмотрим теперь, как изменится закон дисперсии цепочки 
атомов, изображённый на рис. 5 .6.4 ,  а,  в которой кроме продольных 
возможны и поперечные колебания, при переходе к цепочке с двумя 
разными атомами в элементарной ячейке . Это можно сделать двумя 
способами .  Сначала предположим, что каждый чётный  атом цепочки 
постепенно утяжеляется. Любое, даже незначительное, утяжеление 
чётных атомов приводит сразу же к удвоению периода, в результате 
чего изменяется условие Вульфа-Брэгга для упругих волн (при учёте 
взаимодействия только с ближайшими соседями) ,  которое приобретает 
вид Л = 4а. Это изменение эквивалентно появлению новых границ зоны 
Бриллюэна, вблизи которых зависимость частоты от импульса изменя
ется таким образом,  чтобы производная дwjдk обратилась в нуль при 
k = ±1Г/(2а) как это изображено на рис. 5 .6.4, б. 

Учтём теперь. что в результате уменьшения размеров зоны Брил
люэна вдвое период трансляций (периодичность зависимости w (k))  
уменьшился в два раза и стал равным  1Г/(2а) . Чтобы картина, изоб
ражённая на рис. 5 .6 .4 ,  б, удовлетворяла новой периодичности w(k) ,  
нужно протранслировать полученные куски кривых на расстояние 1Г ja 
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Рис. 5.6.4 .  Изменение закона дисперсии п ри удвоении периода в одномерной 
цепочке атомов 

по оси k. Направление и величина трансляций показаны стрелками 
на рис. 5 .6 .4 ,  б. После трансляций возникает спектр, представленный 
на рис .  5.6.4,  в .  Построенный спектр состоит из продольных (<-Vaк (k)) 
и поперечных (<-Vr(k)) акустических фононов, продольных (<-VИ�т(k)) 
и поперечных (<-Vrт(k)) оптических фононов. У цепочки с тремя степе
нями свободы ветви спектра wr(k) и (.Vrт(k) двукратно вырождены . 

Обратим внимание на то, что величина разрыва частоты в продоль
ных и поперечных ветвях спектра при k = ±7Г/(2а) определяется раз
личием масс лёгких и тяжёлых атомов (см .  рис. 5.6 .3) . Если различие 
масс невелико, то величина разрывов мала, и ветви <-V"к (k) и <-Vrт(k) 
могут перекрываться (рис. 5 .6 .4 ,  в) . При увеличении разницы масс ато
мов величина разрыва растёт. Верхняя граница спектра акустических 
фонанов понижается при увеличении М, а нижняя граница спектра 
оптических фонанов увеличивается при уменьшении m. Это может 
привести к тому, что в спектре фонанов появится интервал запрещён
ных частот, разделяющий оптические и акустические колебания . 

Цепочку с двумя атомами в элементарной ячейке можно получить 
также и другим способом:  сместим каждый чётны й  атом вдоль це
почки на некоторое расстояние !:!.х. В результате возникает структура 
с двумя одинаковыми атомами в элементарной ячейке. Период в це
почке удваивается,  и зона Бриллюэна сокращается в два раза. Как 
изменится в этом случае вид первоначальных дисперсионных кривых 
на рис. 5.6.4, а? 

5 Н.Б. Брандт. В .А.  Кульбачинский 
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В цепочке, образованной двумя сортами атомов, величина разрыва 
в зависимостях w(k) на границе новой зоны Бриллюэна определялась 
различием масс m и М. Теперь массы одинаковы и величина разрыва 
на границе зоны зависит от различия силовых постоянных между 
соседними атомами :  между атомами, расположенными на расстояниях 
а + 6х, силы взаимодействия будут меньше, чем между атомами, 
расположенными на расстояниях а - 6х. При этом мы считаем ,  что 
после смещения все атомы занимают устойчивые положения в цепочке. 
Таким образом, необходимым условием существования в кристаллах 
оптических колебаний является наличие нескольких атомов в элемен
тарной ячейке независимо от того, имеют ли они разную или оди
наковую массу. Рассмотренную процедуру построения дисперсионных 
кривых для оптических фононов одномерных периодических систем 
с двумя атомами в элементарной ячейке можно легко распространить 
на цепочки с тремя и более атомами в элементарной ячейке . 

Предположим, что цепочка состоит из чередующихся пакетов, со
держащих по два атома с массой М, разделённых атомами с масса
ми m .  Расстояние между всеми атомами равно а. В этом случае эле
ментарная ячейка содержит три атома. Период такой структуры равен 
За, и соответственно размер зоны Бриллюэна составляет 27r/(За) ,  т. е. 
в три раза меньше зоны для решётки с периодом а. Границы зоны 
Бриллюэна определяются значениями k = ±1r /(За), k = ±27r /(За), k = 

= ±З1r /(За) . При этих значениях k дисперсионные кривые для ис
ходной цепочки из одинаковых атомов (см. рис . 5 .6 .4 ,  а) испытывают 
разрывы. Перенос образовавшихся кусков кривых w(k) на новый пери
од трансляций ,  равный 21r /(За) , приводит к образованию трёх ветвей 
акустических фононов (w�к (k) и wJ:.к, (k) = wJ:.к2(k) )  и шести ветвей опти
ческих фонанов (w:l{(k) = w:L2(k) ,  wfПт (k) и w:L{(k) = w:LJ(k) , w�2т(k) ) .  

Таким образом , для решётки, содержащей j атомов в элементарной 
ячейке, спектр акустических и оптических фононов состоит из трёх 
акустических ветвей и Зj - З оптических ветвей. При j = 1 оптические 
ветви отсутствуют. При j = 2 спектр содержит три оптические ветви. 
При j = З их будет шесть и так далее. 

5.6.3. Оптические фононы в трёхмерных кристаллах. Можно 
выделить три основных особенности оптических фононов в кристаллах. 
Во-первых, в решётке частоты поперечно поляризованных оптиче
ских колебаний в общем случае различаются, что приводит к суще
ствованию двух различных дисперсионных кривых для поперечных 
оптических фононов . Во-вторых, в результате анизотропии потенци
альных ям, определяющих кристаллическую решётку, в кристаллах 
не существует строго продольных и строго поперечных оптических 
колебаний, за исключением определённых направлений поляризации 
колебаний, совпадающих с осями высокой симметрии. Поэтому оптиче
ские фононы ,  в общем случае, имеют смешанный характер и их можно 
условно разделить на квазипродольные и квазипоперечные, так же, как 
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это было сделано для акустических фононов. В-третьих, различным 
направлениям волнового вектора в зоне Бриллюэна соответствуют раз
личные наборы дисперсионных кривых оптических фононов, т. е. три 
ветви w"nт (k) ,  wr{(k) И wr:J(k) определяют, при заданных k, спектр 
оптических фононов только в этом направлении .  Поэтому общий энер
гетический спектр оптических фононов в кристалле характеризует
ся поверхностями постоянной частоты, как и в случае акустических 
фононов .  Однако, построение поверхностей постоянной частоты для 
оптических фононов является более сложной задачей по сравнению 
с акустическими фононами.  Это связано прежде всего с тем , что закон 
дисперсии оптических фононов не имеет линейного участка, характер
ного для акустических фонанов в области малых значений lk l . Области 
наиболее сильной дисперсии оптических фононов расположены вблизи 
нулевого и максимального значений вектора k в зоне Бриллюэна. 

Процедура построения поверхностей wonт = wonт (k) для оптических 
фонанов аналогична рассмотренной выше: выбираются наиболее харак
терные направления в зоне Бриллюэна и для них строятся зависимости 
w?nт = w?nт (k) . Проводятся сечения w = const и находятся для вы
бранных направлений значения l k l ,  которые определяют анизотропию 
поверхности постоянной частоты . 

Следует ещё раз подчеркнуть, что для появления ветви оптических 
колебаний не обязательно, чтобы решётка состояла из атомов разной 
массы .  Существенно лишь,  чтобы положение всех атомов в решётке не 
было одинаковым, что позволяет выделить две (или более) подрешётки, 
в которых силовые постоянные различны .  Такая ситуация имеет место 
в решётках с двумя (или более) атомами в элементарной ячейке, 
независимо от того, одинаковы эти атомы или нет. 

Таким образом, полное представление о частотном спектре колеба
ний  решётки даёт совокупность Зj (j - число атомов в элементарной 
ячейке) поверхностей постоянной частоты, построенных отдельно для 
всех ветвей спектра: трёх акустических и (Зj - 3) оптических.  Постро
ение этих поверхностей для реальных кристаллов является сложной 
задачей . В настоящее время поверхности постоянной частоты теорети
чески построены только для отдельных веществ. 

5.6.4. Статистика оптических фононов. Оптические фононы 
как и акустические образуют бозе-газ. Но характерной особенностью 
оптических фонанов является то, что их минимальная энергия по 
порядку величины соответствует максимальной энергии акустических 
фононов, т. е .  близка к тепловой энергии kTo , соответствующей тем
пературе Дебая 80 . Число возбуждённых оптических фононов экс
поненциально быстро уменьшается при поиижении температуры ниже 
дебаевской. 

Общее число мод в трёх ветвях оптических фононов равно ЗN /2, 
где N - общее число атомов в решётке (в  каждой ветви число мод 
равно N /2) .  Столько же мод в трёх ветвях акустических фононов .  

5* 
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Общее число мод 3N/2 + 3N /2 = 3N. В общем случае число мод 
оптических фононов равно N(3j - 3)/j, акустических - 3Nfj. Ещё 
раз подчеркнём, что число оптических фононов, которое может быть 
возбуждено в каждой моде колебаний ,  неограниченно. Вероятность 
возбуждения одного оптического фонона в каждой моде при Т ::::: То 
близка к единице. Это означает, что при такой температуре возбуж
дено около 3N /2 оптических фононов, в среднем приблизительно по 
одному в каждой моде колебаний ,  т. е .  при заданном wq . При Т ::::: 
::::: То/2 число возбуждённых оптических фононов составляет ::::: 1 0 %  
о т  этой величины; при Т ::::: То/3 - около 5 %, а при Т ::::: То/50 
число оптических фононов составляет ::::: 1 о-20 N. Принято говорить, что 
оптические фононы быстро вымерзают при понижении температуры . 

5.6.5.  Спектральная плотность оптических фононов. Оптиче
ские колебания в целом занимают сравнительно узкий интервал частот 
и ,  как правило, расположены по частоте выше границы спектра (wnpeд )  
акустических фонснов или слабо с ним перекрываются . Для оптиче
ских колебаний характерны малые значения дw / дk во всём диапазоне 
частот в каждой ветви спектра и, как правило, уменьшение дwjдk 
при l k l ---> О и l k l ---> knpeд (см. рис. 5 .6.3,  5 .6 .4 ) .  Функции спектральной 
плотности оптических фонснов D�nт (w) представляют собой достаточ
но узкие кривые с резкими максимумами.  Форма пиков зависит от 
структуры кристаллической решётки и в общем случае может иметь 
сложный вид. Однако в центре зоны Бриллюэна в окрестности точки 
k = О, где частота оптических колебаний обычно максимальная (хотя 
и не обязательно), функции D�nт (w) имеют общие черты . 

Будем считать, что при k = О частота оптических фонснов макси
мальна, и отсчитывать изменение частоты (wmax - w)  при увеличении k 
от этого значения .  Поверхности постоянной частоты в центре зоны 
всегда замкнуты. Для простоты будем считать, что они имеют сфериче
скую форму. Их объём равен 47Гk3 /3. Для длинноволновых колебаний 
(малых k) скорость Vg = дwjдk в центре зоны Бриллюэна обычно равна 
нулю.  Поэтому естественно предположить, что зависимость (wmax -
- w) от l k l  в окрестности центра зоны имеет вид (wmax - w) = ak2. 
Тогда объём,  ограниченный поверхностью w = const , будет равен 
41Г(Wmax - w)312 /(3а312) .  Деля его на (21Г)3 jV и дифференцируя по w,  
находим 

vonт( ) - v V(Wmax - w) i UJ k-.0 - 6 2 3/2 l 1r a 
(5.6. 1 4) 

Это значит, что функция D�nт(w) при значении частоты, соответствую
щей k = О, имеет вертикальную касательную. 

На границе зоны ,  в точке k = knpeд, где w�nт имеет экстремаль
ное значение, скорость Vgi (k) может не обращаться в нуль .  Считаем, 
что для этого направления k зависимость wonт от (knpeд - k) вблизи 
границы линейна , Vg(k) постоянна  и в (5 .3 . 1 1 ) её можно вынести из 
под знака интеграла .  Для замкнутых поверхностей постоянной частоты 
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f dS ""' l knpeд - k l2 ,  в результате чего Dinт (w) вблизи ЭI<стремальной 
S� 
частоты будет изменяться пропорционально (wext - w)2. Простейший 
вид пиков Dinт (w) показан на рис . 5 .6 .5 пунктиром . Сплошная кри
вая на этом рисунке изображает суммарную спектральную плотность 
nonт(w) оптических колебаний. Есте-
ственно, что функции D'fnт (w) норми- Donт(w) 
рованы 

(5 .6 . 1 5) 

У решёток, состоящих из атомов 
двух сортов, диапазон оптических ко
лебаний Ь.w = w��x - w��� становит
ся весьма узким при большой разнице 
в массе атомов (см. рис. 5 .6 .3) .  В этом 
случае nonт (w) представляет собой уз
кий пик шириной Ь.w, детали структу
ры которого не играют существенной 

о WJ. I WJ. 2 w 

Рис. 5.6.5. Спектральная плот
ность оптических фононов 

роли .  Площадь под этим пиком (для j = 2) равна N/2 и, следовательно, 
его высота имеет порядок N / Ь.w. Простейшим приближением для 
описания спектра оптических колебаний является модель, в которой 
различные частоты в интервале w��x ;;::: w ;;::: w�i�1 заменяются одной 
характерной частотой .  

§ 5. 7 .  Локальные и квазилокальные фононы 

Этот тип фонанов связан с присутствием в решётке примесных 
атомов, с массой, существенно отличающейся от массы атомов, образу
ющих решётку. Примесные атомы совершают сложные колебательные 
движения, квантами энергии которых и являются локальные или ква
зилокальн.ые фон.он.ы .  В общем случае возмущение, которое вносит 
примесный атом, зависит от его массы, величины силовых постоянных, 
связывающих примесный атом с окружающими атомами кристалла , 
и положения примесного атома в решётке . Расчёт этого возмущения 
представляет собой сложную и, в известной степени ,  неопределённую 
задачу, так как для её решения необходима точная информация о ве
личине и анизотропии силовых постоянных в первой и ,  по крайней 
мере, второй координационных сферах, окружающих примесный атом, 
а также о его местонахождении в решётке . 

Чтобы исключить неопределённость в положении примесных ато
мов, будем считать, что они замещают собственные атомы кристал
ла. Для металлов с чисто металлическим характером связи можно 
предположить, что силовые постоянные должны зависеть от радиуса 
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и анизотроnии внутренних электронных оболочек nримесного иона 
и его валентности .  Однако эти изменения обычно невелики,  и для того, 
чтобы выяснить физическую I<артину колебаний nримесных атомов, 
учитывать их не будем .  

Итак,  nусть nримесный атом с массой llif* находится в одном из  
узлов решётки и взаимодействует с окружающими атомами ,  имеющими 
массу т, так же как атомы матрицы между собой . Очевидно, в этой 
модели, nри равенстве массы nримесного атома и атомов матрицы, 
фононный сnектр вообще не изменяется . Если же М* =1= т, то сnектр 
изменяется, nричём здесь существует два физически различных слу
чая:  111* < т  и М* > тп. Рассмотрим случай М* < т. 

Решим задачу о колебаниях цеnочки атомов с nериодом а, в ко
торой один атом замещён на nримесный .  Посмотрим, чем эта задача 
отличается от задачи о колебаниях цеnочки,  состоящей из атомов двух 
сортов . Цеnочка из атомов двух сортов была однородна, и можно было 
выбрать любые два разнородных атома и заnисать для них уравнения 
движения .  Как следствие этого, решение не зависело от номера атома. 
Теnерь ситуация другая .  Примесный атом вносит локальное возму
щение в колебания цеnочки .  Поскольку масса М* nримесного атома 
меньше массы т атомов цеnочки ,  а силовые nостоянные везде одни 
и те же, естественно nредnоложить, что nредельная частота колеба
ний nримесного атома w�ax nревышает nредельную частоту колебаний 
в цепочке, образованной только атомами с массой т, и равную nри 
k = ±1rja (см . рис. 5 .2 .3) 

(5 .7. 1 ) 

Обозначим координату nримесного атома �n = �о .  силовую nостоян
ную, как и раньше. через {31 и будем учитывать только взаимодействие 
с ближайшими соседями .  

По  аналогии с (5.2 .4) заnишем уравнение движения для nримесного 
атома в виде 

Для соседнего атома 

М* д�� = (3, (�, + �- 1 - 2�о) . 
дt 

а е т 8t� = fJ J (6 + �o - 2�, ) . 

Для следующего за соседним атома 

а е т---f = fJ1 (6 + �� - 26) . 
дt 

(5. 7.2) 

(5. 7.3) 

(5.7.4) 

Очевидно, что для атомов с номерами - 1  и -2 уравнения будут 
идентичны уравнениям (5 .7.3) и (5 .7.4) . Для однородной цеnочки реше
ние искалось в виде бегущей волны .  Здесь же будем искать решение 
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для колебаний с частотой w�,ax в форме эксnоненциально затухающей 
по мере удаления от nримесиого атома (n = О) функции 

�.� = �( - 1 )" ехр (iw�axt) ехр ( -a ln la) , (5.7.5) 
считая ,  что собственная частота колебаний  атомов m равна nредельной 
частоте колебаний атомов в цеnочке. Множитель ( - 1  )" учитывает, что 
в зарезананеной области частот соседние атомы колеблются в nротиво
фазе, а - коэффициент, оnределя ющий скорость затухания колебаний 
nри удалении от атома с номером n = О . 

Локальные колебания характеризуются двумя nараметрами :  w�ax 
и а, которые и nодлежат оnределению. Подставляя (5 .7.5) в (5 .7.2) ,  
находим 

(w�ax)2 = 2 ��. [ 1  + ехр ( -аа) ] .  (5 .  7.6) 

Подстановка (5.7.5) в уравнения  (5 .7.3) и (5 .7.4) даёт один и тот же 
результат: 

(w�ax)2 = 2� [2 + ехр ( -аа) + ехр (аа)] . 

Уравнения (5 .7.6) и (5.7 .7) совместимы nри условии  

(2m - М*) 
ехр (аа) = м· ' 

(5 . 7.7) 

(5 .7.8) 
откуда имеем 

Легко заметить, 
При М «  m 

(w�ax)2 = 4� [ 2mМ:п� м•2 ] .  (5 .7.9) 

что nри М* = m, (w�ax)2 = (wшах? = 4({3, /m) . 

( * )2 2 т 2(31 Wшах � Wmax 2М* = м• · (5 .7. 1 0) 
Но это соотношение означает, что nри месный атом в цеnочке ко

леблется так, как если бы соседние с ним атомы были неnодвижны,  
т .  е. частота колебаний nримесиого атома равна частоте nарциальных 
колебаний J2f31 /М* атома с массой J\1* в цеnочке с силовой nостоян
ной {3, . 

Посмотрим,  как nри уменьшении массы nримесиого атома изме
няется область, в которой локализуются колебания с частотой w�ax . 
Ширина этой области оnределяется множителем ехр ( -alnla). Амnли
туды высокочастотных колебаний убывают nри удалении  от nримесиого 
атома (nри росте n) по закону (см. (5 .7.8)) ( 2m - м· )-lп l � ехр (аа)- 1"1 = � м· (5 . 7. 1 1 ) 

При М* = 0,5m амnлитуда колебаний соседнего атома в три раза 
меньше амnлитуды �. следующего - в 9 раз; nри М* = 0,2m амnлитуда 
колебаний соседнего атома в 1 0  раз меньше амnлитуды колебаний 
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примесиого атома, следующего - в 1 00 раз и так далее. Обратим 
внимание. что при Jvf* = т амплитуда перестаёт зависеть от n .  

Таким образом, лёгкий примесный атом в решётке колеблется с 
частотой , превышающей предельную частоту акустических колебаний 
(а в кристаллах с несколькими атомами в элементарной ячейке - и оп
тических).  

Высокочастотные колебания локализуются в очень малом объёме 
кристалла. Их амплитуда быстро затухает при удалении от лёгкого 
атома. Поскольку в решётке не существует коллекти вных возбуждений 
(акустических и оптических) такой частоты ,  примесный атом колеб
лется практически индивидуально, слабо возмущая ,  с одной стороны,  
колебания соседних атомов в решётке, а с другой - слабо изменяя 
частоту собственных колебаний в результате связи с ними .  При этом 
разность фаз между колебаниями примесиого атома и его соседей 
непрерывно изменяется . 

Колебания примесиого атома квантуются : 

Щрим = Гн.и�ах (п + 1 /2), n = О, 1 , 2, . . . , (5 .7. 1 2) 

что позволяет говорить о локальных фонснах с энергией ГuJJ:'nax · Коле
баниям лёгких примесных атомов в решётке соответствует в спектре 
плотности фононных состояний очень узкий по частоте пик ,  распо
ложенный правее предельной фононной частоты .  Заметим ,  что при
месный высокочастотный пик в плотности фононных состояний может 
возникнуть даже в том случае, если масса примесиого атома близка 
к массе атомов матрицы, но силовые постоянные, связывающие при
месный атом с соседними ,  по какой либо причине сильно увеличены. 

Качественно отличная ситуация имеет место при рассмотрении ко
лебаний тяжёлых примесных атомов, масса которых !11* > т. Дело 
заключается в том, что парциальная частота колебаний w�•ax тяжёлого 
атома лежит в области разрешённых фононных частот. Поэтому взаи
модействие примесных колебаний с колебаниями решётки в общем слу
чае является достаточно сложным.  Задача несколько упрощается для 
очень тяжёлых примесей в пределе М* » т. В этом случае примесный 
атом можно рассматривать как  осциллятор с собственной частотой, 
близкой к w:'nax · На этот осциллятор действует спектр возбуждающих 
сил с частотами ,  соответствующими области фононных частот от Wmin 
до Wmax · Очевидно, из всей области фононных частот примесный атом 
наиболее эффективно (резонансно) взаимодействует только с мода
ми колебаний ,  имеющими частоты, близкие к w�ax · Остальные моды 
оказывают слабое воздействие на его колебания .  Обратим внимание, 
что резонансное возбуждение колебаний примесиого атома происходит 
под действием продольных и поперечных мод (в трёхмерном случае) , 
имеющих одну и ту же частоту w�ax • но разные длины волн .  

Известно, что амплитуда колебаний осциллятора под действием 
вынуждающей силы при резонансе пропорциональна корню квадратно
му из его массы . Поэтому амплитуда колебаний примесиого тяжёлого 
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атома в решётке превышает амплитуду фононных мод той же частоты 
приблизительно в .J М* /т раз, что позволяет говорить о квазило
кал изованных резонансных колебаниях тяжёлых атомов в решётке. 
Подчеркнём,  что большая амплитуда колебаний  примесного атома со
ответствует уровню теплового возбуждения колебаний решётки при 
данной температуре и связана только с большей массой примеси. Сдвиг 
фаз между колебаниями примесного атома и соседних атомов, колеб
лющихся с частотой w�ax • должен быть близок (как при резонансе под 
действием возбуждающей силы) к - 1r /2. 

Усиление амплитуды колебаний в некотором интервале частот вбли
зи w�ax приводит к появлению на кривой спектральной плотности 
фононных состояний размытого максимума, накладывающегося на мо
нотонную зависимость D(w) в области низких частот. Поэтому такие 
колебания принято называть квазилокальн.ыми в отличие от чисто 
локальных колебаний ,  наблюдающихся при !vf* « т . Кванты энергии 
квазилскальных колебаний можно рассматривать как квазилокаль
н.ые фон.он.ы, локализованные в определённом частотном интервале, 
но способные перемещаться в решётке, если  концентрация примесей 
достаточно велика и области , в которых тяжёлые атомы возмущают 
колебания решётки ,  перекрываются . Таким образом ,  квазилскальные 
фонсны можно характеризовать своим законом дисперсии и значения
ми  квазиимпульсов . Качественно их можно рассматривать как некото
рый низкочастотны й  аналог оптических фононов . 

Отметим ещё одну общую черту квазилскальных колебаний .  Разли
чие в амплитуде и фазе колебаний примесных атомов и окружающих 
их атомов решётки ,  а также изменение силовых постоянных, связыва
ющих примесный атом с соседями ,  приводят к нарушению симметрии 
сил взаимодействия соседних атомов в направлении к примесному 
атому и в противоположном. Нарушение симметрии может приводить 
к возникновению сильного ангармонизма колебаний окружающих при
месь атомов в радиальном направлении,  который быстро затухает при 
удалении от центра. Таким образом , вокруг каждого примесного тяжё
лого атома в решётке образуется область с усиленным ангармонизмом 
колебаний атомов, охватывающая 2-3 координационн ые сферы . 

§ 5 .8. Взаимодействие фононов 

5.8. 1 .  Анrармонизм колебаний атомов. Основной причиной, вы
зывающей рассеяние фонснов на фононах, я вляется ан.гармон.изм ко
лебаний атомов или ионов в кристаллической решётке . До сих пор 
колебания решётки рассматривались в гармоническом приближении, 
т. е .  предполагалось ,  что потенциальная энергия взаимодействия ато
мов в кристалле (рис . 5.8 . 1 ,  а) является квадратичной функцией сме
щения атомов из положения равновесия .  Характерной особенностью 
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и 

а б 
Рис. 5.8 . 1 .  Зависимость потенциальной энергии и взаимодействия атомов от 
расстояния г между ними .  Квадратичная зависимость (а) и несимметричная 
зависимость (б) . ro - расстояние до положения равновесия при разных темпе-

ратурах т, , Т2 , Тз. которым соответствуют энергии Ет; 

колебаний атомов в параболической потенциальной яме, где энергия И 
квадратично зависит от смещения f,, 

ию = rз�е . (5 .8 . 1 )  

является сохранение симметрии колебаний относительно положения 
равновесия при увеличении амплитуды колебаний  (при переходе ос
циллятора на более высокие уровни энергии ) .  Поэтому возбуждение 
осциллятора в гармоническом приближении не приводит к изменению 
среднего по времени положения атома относительно точки равновесия 
r = r0 . Это означает отсутствие теnлового расширения тела.  Соот
ветственно силы f(f,} = -дИ/дf. = -{31 f,, возникающие при смещении 
атома из положения равновесия, имеют одну и ту же величину незави
симо от того , смещается ли атом в направлении к ближайшему соседу 
(т. е .  расстояние между атомами уменьшается )  или удаляется от него. 
В результате силовые постоянные не зависят от объёма кристалла 
(внешнего давления) и температуры . Кроме того, монохроматические 
волны не взаимодействуют между собой и, следовательно, монохрома
тические фононы не рассеиваются друг на друге. 

В действительности колебания решётки не я вляются гармонически
ми. Физическая причина ангармонизма заключается в асимметрии сил, 
действующих на атом при его смещении из положения равновесия . 
Рассмотрим какой-либо атом в одномерной цепочке .  Сместим атом 
из положения равновесия в направлении к соседу слева.  При этом 
расстояние между выбранным атомом и соседом слева уменьшится,  
а расстояние до соседа справа увеличится. В результате нелинейности 
сил взаимодействия на смещённый атом со стороны левого соседа 
будет действовать большая сила, чем со стороны соседа справа, хотя 
обе силы стремятся вернуть атом в положение равновесия .  То же 
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происходит и при тепловых колебаниях  атомов, при которых рассто
яния между атомами в решётке изменяются нерегулярным образом :  
в любой момент времени каждый атом оказывается ближе к какому-то 
одному из своих соседей,  чем к другим,  и возникающие силы оттал
кивания всегда превышают силы притяжения .  Такая асимметрия сил 
взаимодействия означает, что в выражение для потенциальной энергии 
взаимодействия И входят члены,  содержащие смещение � в степени,  
большей чем вторая. 

Зависимость потенциальной энергии от расстояния между атома
ми r по казана на рис. 5 .8 . 1 ,  б. Энергия И возрастает при сближении 
атомов быстрее, чем по параболическому закону (пунктир) , а при их 
удалении друг от друга - медленнее. Такой характер отклонения И (�) 
описывается поправкой , пропорциональной е 

ию = JЗ�е - Аiз . (5 .8 .2) 

(А > О - коэффициент ангармонизма) .  
В результате нелинейнести сил взаимодействия по � силовые посто

янные в решётке и частоты колебаний атомов зависят от их амплитуды, 
а следовательно, и от температуры . Ангармонизм колебаний определяет 
фонон-фононное взаимодействие, тепловое расширение тела, зависи
мость упругих постоянных от давления и температуры . 

5.8.2 .  Механизм фонон-фононного рассеяния. Механизм фо
нон-фононного рассеяния заключается в следующем.  Рассмотрим бе
гущую звуковую волну с волновым вектором q. Волна создаёт в кри
сталле области сжатия и разряжения . В результате ангармоничности 
колебаний (нелинейности сил взаимодействия между атомами) коэф
фициент сжимаемости решётки зависит от объёма.  Поэтому волна 
нарушает однородность среды : её можно рассматривать как движу
щуюся дифракционную решётку, образованную чередующимися об
ластями с различной сжимаемостью (показателем преломления ) ,  на 
которой рассеиваются другие волны .  Таким образом, рассеяние фо
нонов является следствием интерференции звуковых волн ,  вызванной 
нелинейностью сил связи в решётке. 

В процессе взаимодействия волны обмениваются энергией :  две вол
ны могут породить третью более высокой частоты ,  одна волна может 
распасться на две с более низкими частотами ;  две волны могут перейти 
в две с другими частотами  и волновыми векторам и  и тому подобное. 
Этот процесс может быть описан как рассеяние фонснов друг на 
друге. В результате взаимодействия двух фонснов с частотами  w 1  и w2 
возникает третий фонон с частотой w3 , равной w1 + w2 • Возникновение 
третьего фонона происходит в соответствии с законами сохранения 
энергии и импульса. Трёхфононные процессы связаны с кубическими 
членами  в выражении для потенциальной энергии (5.8 . 1 ) .  Члены со 
степенями выше третьей определя ют четырёхфононные и более слож
ные процессы рассеяния .  
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Переход от картины невзаимодействующих звуковых волн ( « Гармо
нических>> фононов) в гармоническом nриближении  к картине взаимо
действующих звуJ<овых волн в реальном кристалле требует введения 
<•ангармонических>> фононов. Взаимодействие фононов , в результате 
которого возникает nередача энергии от одного фонона к другому, 
возможно только в том случае, когда частотный сnектр каждого фонона 
становится неnрерывным в некоторой области частот вблизи основной 
частоты wi . В гармоническом nриближении частотный сnектр фонона 
оnисывается дельта-функцией аргумента w - wi . Возможность nередачи 
энергии от одного фонона J< другому оnределяется nерекрытнем между 
собой областей размытия сnектра различных фононов, как это схема
тически nоказано на рис. 5 .8 .2 .  Чем больше стеnень ангармоничности 

колебаний ,  тем сильнее nерекрыва-
D ются эти области ,  тем эффектив

w, 

нее nроисходит nроцесс взаимодей
ствия между фонанами и тем быст
рее устанавливается теnловое равно
весие в твёрдом теле . При этом надо 
иметь в виду, что в действительно
сти возможность рассеяния фонанов 
друг на друге оnределяется не толь-
ко стеnенью nерекрытия их сnек-

Рис.  5 .8 .2 .  Перекрытие сnектров трав, но и nравилами  отбора, кото-
различных фонанов рые существенно ограничивают вза-

имодействие в системе фононов . 
Поскольку стеnень ангармонизма колебаний  атомов в решётке мала, 

vсобенно в области низких темnератур, где и nрименима фононная 
модель ,  удобно сохранить nредставление о nрактически идеальном газе 
фононов, nриnисывая каждому фонону некоторое эффективное сечение 
рассеяния .  Таким образом, если невзаимодействующие гармонические 
фононы nредставляют собой идеальный газ квазичастиц бесконечно 
малых размеров, то ангармонические фонсны можно рассматривать как 
слабо неидеальный газ квазичастиц конечных размеров. 

Коэффициент J.LФ-Ф фонон-фононного рассеяния для такой модели 
по аналогии с коэффициентом J.L = 1rr6п рассеяния частиц с радиусом 
r0 в идеальном газе с концентрацией п имеет вид 

(5 .8 .3) 

где пФ - nлотность фононов .  1r А2 - эффективное рассеяние фононов, 
оnределяемое коэффициентом ангармонизма. Длина свободного nробе
га фонанов lФ обратно nроnорциональна J.LФ-Ф·  При nониженин тем
nературы lФ возрастает вследствие сильного уменьшения пФ (эффект 
<•вымораживания>> фононов) . 

5.8.3.  Нормальное рассеяние и процессы переброса. Все nро
цессы взаимодействия  фонанов можно разделить на две груnn ы :  н.ор-
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мальн.ые процессы (N-процессы) рассеяния, в которых сохраняется 
абсолютное значение волнового вектора фонанов 

q + q' = q" , (5 .8 .4) 

и процессы перебраса (U-процессы,  от немецкого слова Umklapp -
переброс) ,  в которых волновой вектор фонона q" изменяется на вектор 
обратной решётки g (см.  (3 .6 .4))  

q + q' 
= q" + g .  (5.8 .5) 

Процессы перебраса описывают ситуацию, при которой вектор, рав
ный сумме векторов взаимодействующих фононов, выходит за преде
лы зоны Бриллюэна и попадает, таким образом ,  в соседнюю эквива
лентную по набору волновых векторов зону. При этом выполняется 
условие (5 .8 .5) ,  которое означает, что при взаимодействии фонанов 
с волновыми векторами q и q' возникает фонон с волновым вектором 
q" = q + q' - g, т. е. изменение волнового вектора q на относительно 
малую величину q' приводит к появлению фонона с резко отличным 
по направлению и величине вектором q" (рис. 5 .8 .3) . 

U-процессы можно рассматривать как рассеяние,  сопровождающе
еся брэrrовским отражением звуковой волны от решётки .  При этом 
импульс фонона передаётся центру масс решётки .  Заметим ,  что при 
N-процессах суммарный импульс всех фонанов не изменяется ,  а проис
ходит лишь перераспределение энергии в фононной системе. Принци
пиальное отличие U-процессов заключается в том, что каждый из них 
приводит к изменению общего импульса фонаиной системы .  Однако 
в состоянии равновесия вероятности процессов с изменением импульса 
на величину g и -g одинаковы , так что в равновесных условиях 
в результате U-процессов общий импульс фононной системы также не 
изменяется . 

� vq q" q'� 
g 

Рис. 5.8.3. Схематическое изоб
ражение процесса перебраса 
фонона из одной зоны Бриллю-

эна в другую 

q' 'Х - ,, 
q" �/ q 

а 

б y � q" �l 
-- -- ,_.;.rq q ............... q"' ':\ /, q/11 11 q q q 

Рис. 5.8 .4 .  Возможные трёхфонон
ные (а) и четырёхфононные (6) 

процессы 

При рассеянии фонанов наиболее вероятны трёхфононные процес
сы .  Менее вероятны четырёхфононные процессы ,  ещё менее вероятны 
пятифонаиные процессы .  Возможные трёх- и четырёхфононные процес-
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сы показаны на рис. 5 .8 .4 ,  а и б соответственно. Поляризация фонанов 
при рассеянии может изменяться . 

5.8.4. Трёхфононные процессы. Рассмотрим подробнее трёхфо
нонные N-процессы. Начнём с простейшей изотропной модели .  Веро
ятность таких процессов определяется законами сохранения импульса 
и энергии 

q. + q� = q�. (5 .8 .6) 

Индекс s означает одно из значений L, Т1 , Т2 (продольные и два 
типа поперечных фононов) .  

Зададим некоторое определённое значение вектора q8 = qL с энер
гией rtw. = rtwL и посмотрим,  какие требования накладываются на 
веюор q� . соответствующий фонсну с энергией ttw� . и вектор q�. соот
ветствующий фонсну с энергией hw�. Энергии hw� соответствует мно
жество веюорав q� .  концы которых расположены на трёх поверхностях 
постоянной частоты WL , wт1 , wт2 = const (для изотропной модели - на 
сферах) :  для одной ветви продольных (L) и двух ветвей поперечных (Tt 
и Т2) фононов. Аналогично энергия nw� определяет три поверхности 
постоянной частоты ,  которые задают все возможные значения векторов 
ql . qт1 и qт2 продольных и поперечных фонанов с энергией ttw� . 

Из всего множества векторов q� и q� закону сохранения импульса 
удовлетворяют только те векторы , которые образуют с вектором q8 за
мкнутый треугольник как это показано на рис. 5 .8 .5 ,  а. Для того, чтобы 
найти эти векторы,  поместим начало системы координат, в которой 
построены поверхности w� = const , в точку 0', а начало системы коор
динат, где построены поверхности w; = const в точку О" (рис. 5 .8 .5 ,  б) . 
Концы веюорав q� расположены на одной из поверхностей w� = const , 
а концы векторов q; - на одной из поверхностей w� = const . В то 
же время,  в соответствии с законом сохранения и мпульса они должны 
сходиться в общей точке Р. Этому требованию удовлетворяют векторы , 
концы которых образуют геометрическое место точек, расположенных 
на линиях пересечения поверхностей w� . w� = coпst . 

Сечения поверхностей постоянной частоты,  построенных вокруг 
точек О' и О", плоскостью, проходящей через вектор qL . изображе
ны на рис . 5 .8 .5 ,  б. Точки Р пересечения  окуружностей w� = const 
и w; = coпst дают разрешённые значения волновых векторов фонанов 
в плоскости сечения .  Разрешёнными процессами  являются например 
изображённые на рис. 5 .8 .5 ,  б qL + qт1 = q1 . qL + qт2 = qт1 • Используя 
диаграмму, приведённую на рис. 5 .8 .6 ,  легко проанализировать, как 
будут меняться правила отбора, если изменять параметры взаимодей
ствующих фононов.  Например, если ,  не изменяя энергии фононов, 
уменьшить скорость vт поперечных фонанов ветви Т1 (при этом умень
шается наклон кривой Т1 и точка qт1 смещается по оси абсцисс вправо, 
сначала приближаясь , а затем удаляясь от точки ql) .  то, как только 
расстояние lq�1 - ql l превысит qL . процессы рассеяния типа qL + 
+ qт1 = ql станут невозможны .  Если же увеличить скорость Vт, то 



О' 

§ 5.8. Взаимодействие фонанов 

р 

а б 

143  

Рис. 5 .8 .5 . Схема трёхфононного nроцесса (а ) .  Возможные трёхфононные nро
цессы (6) в nростейшей модели nоверхностей nостоянной частоты в виде сфер 

ц;� = const и ц;� = const 

1 1 
L L 

т2 ц;' = ц;' + WL 

Рис. 5.8 .6. Зависимость частот nродольных и nоnеречных фонанов с учётом 
дисnерсии от волнового числа 
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начиная с некоторого значения Vт1 , когда расстояние между точками 
q'L и q!f1 превышает qL , процессы типа qL + qт1 = q'{ также станут 
невозможны.  Нетрудно проследить также зависимость правил отбора 
ОТ ЭНерГИИ flVJL , t�VJT , ДИСПерСИИ И Т. Д .  

В общем случае можно сформулировать следующее правило: ес
ли расстояние между какими-либо двумя поверхностями  постоянной 
частоты w� = const и w; = const , построенными на основании диа
граммы , изображённой на рис. 5 .8 .5 ,  б, превышает qL , то процессы 
рассеяния типа ·qL + qт1 = q'{ (т. е. с участием соответствующих этим 
поверхностям фононов) невозможны.  Фонон qL может рассеиваться 
только с участием фононов, которым соответствуют поверхности посто
янной частоты w� = const и w; = coпst , расположенные друг от друга 
на расстоянии меньше, чем qL . 

В общем случае, когда фононный спектр не изотропен, правила 
отбора определяются аналогичным образом : задаётся вектор qs с энер
гией r�w .. . Задаются flw� .r�w; и вокруг точек О' и О" (конец и начало 
вектора q5 ) строятся поверхности w� = const и w; = const . Линии 
пересечения этих поверхностей определяют разрешённые значения вол
новых векторов, удовлетворяющих правилам отбора. 

Теперь сделаем следующее. Зафиксируем частоту VJ8 и будем изме
нять частоту w� . Очевидно, что одновременно будет изменяться энергия 
r�w; = ttws + ttw� . При этом все поверхности w� = coпst и w; = const 
увеличиваются или уменьшаются в объёме. В зависимости от сим
метрии кристаллической решётки ,  определяющей форму поверхностей 
постоянной частоты и зоны Бриллюэна, геометрическое место точек Р, 
определяющее разрешённые значения волновых векторов, может или 
сохранять одномерность (оставаться линией) ,  или же линия L пе
ресечения поверхностей w� = const и w�' = const будет перемещать
ся, описывая в q-пространстве некоторую поверхность S, задающую 
двумерное множество векторов фононов, которые могут участвовать 
в рассеянии .  При этом возможны два случая .  

1 )  Длина линии L или площадь поверхности S ограничены и их 
размеры определяются величиной вектора lqs l ·  

2 )  Длина линии L или площади поверхности S не зависят от 
величины lqs l и определяются лишь размерами  зоны Бриллюэна . 

Таким образом. ч исло фононов, которые могут принимать участие 
в процессах рассеяния на продольном фононе qL (очевидно, что это 
число пропорционально длине линии  L или величине площади S) ,  
в кристаллах различной симметрии может зависеть от величины lqL I .  
как lqL I0, lqL I ' или lqL I 2. Это означает, что вероятность трёхфонон
ных процессов взаимодействия с участием продольного фонона при 
размерах ,  малых по сравнению  с размерами зоны Бриллюэна lqL I . 
уменьшается при уменьшении lqL I .  по линейному или квадратичному 
закону или же вообще не зависит от величины lqr J  Поскольку при 
температуре Т возбуждаются в основном фононы с энергией rtw8 < kвТ 
(при малых lqL 1 частота VJ8 = V8q8 И q8 = ttw8jttV38 :::::: kвТ jttv38 ) ,  ТО 
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волновой вектор фононов, возбуждённых при температуре Т, пропор
цианален Т. Отсюда следует важный вывод: при низких температурах 
вероятность процессов взаимодействия, в которых принимает участие 
длинноволновый продольный фонон, модуль волнового вектора которо
го lqL I зависит от температуры . В большинстве случаев вероятность 
взаимодействия пропорциональна Т2, так как S""'lqL I 2, хотя она может 
быть пропорциональна Т1 (L,.,.., IqL 1) или же совсем не зависеть от 
температуры . 

Рассмотрение четырёхфононных процессов взаимодействия в до
статочно наглядной форме затруднительно. Поэтому отметим только, 
что, несмотря на то, что удельный вес четырёхфононных процессов 
во взаимодействии фонанов значительно меньше, чем трёхфононных, 
в тех случаях, когда правила отбора для трёхфононных процессов 
оказываются очень жёсткими (вероятность взаимодействия пропорци
ональна Т2) ,  число их при низких температурах столь мало, что четы
рёхфононные процессы могут давать сравнимую частоту переходов.  

5.8.5.  Температурная зависимость частоты фонон-фононноrо 

рассеяния. Оценим теперь температурную зависимость частот фонон
фононноrо рассеяния .  Если бы все фонсны могл и  рассеиваться друг 
на друге, то частота рассеяния ,  как и для классического газа , была 
бы пропорциональна числу рассеивающих центров, т. е. числу частиц .  
Однаi<о при рассеянии фонанов необходимо учитывать правила отбора, 
которые ограничивают вероятность рассеяния .  

Число фонанов при высоких температурах (Т > То) пропорциональ
но Т, при низких (Т « То) это число пропорционально Т для одно
мерных систем , Т2 - для двумерных систем и тз - для трёхмерных. 
Как указывалось выше, правила отбора для поперечных фонанов не 
дают зависящей от температуры поправки к числу п роцессов рассея
ния .  Для продольных длинноволновых фонанов (при Т «  То) число 
разрешённых процессов рассеяния  изменяется пропорционально Т2 
или Т. Это означает, что если бы число фонанов было nостоянно, 
то частота рассеяния убывала бы с пониженнем температуры как Т2 
или Т. В действительности при низких температурах число фонанов 
в кристаллах пропорционально тз. Поэтому частота рассеяния должна 
изменяться пропорционально Т5 или Т4. 

Таким образом, частота vФ-Ф рассеяния  для нормальных трёхфо
нонных процессов зависит от температуры следующим образом: при 
Т >  То величина vФ-Ф ""' Т  как при рассеянии с участием как продоль
ных, так и поперечных фононов; при Т «  То величина vФ-Ф ""' Т5 или 
,.,..,т4 для рассеяния с участием продольных фонанов и vФ-Ф ""' тз для 
процессов с участием поперечных фононов. 

Вероятность процессов перебраса при высоких температурах такая 
же как и N-процессов :  при больших q и q' равновероятно, что их 
сумма даёт вектор, расположенный внутри зоны Бриллюэна или же 
выходящий за её пределы .  Поэтому вероятность процессов перебраса 
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при Т > Т0 с участием продольных и поперечных фонанов пропорцио
нальна Т, т. е .  частота рассеяния с перебрасом 

и 1 
vФ-Ф "' -и- "' Т. 

7Ф-Ф 
(5 .8 .7) 

При понижении температуры число фонанов с веюарами qs и q� 
уменьшается. Для низких температур, т. е .  температур, при которых 
тепловая энергия фонанов kвТ много меньше энергии фонанов f1w8 
и f1w� , число фонанов в каждой моде колебаний с волновыми векторами 
q. и q� равно соответственно 

n(qs ) � exp (-�:;) . n(q�) � exp (-�:+) · (5 .8 .8) 

Частота процессов перебраса пропорциональна произведению вера-
ятностей чисел заполнения 

и ( ) ( , ) - iu..;. - hw� 
vФ-Ф "' n q8 n q8 "' ехр kвТ . 

Учитывая закон сохранения энергии 

находим 
и 1 ( i1w� ) 

vФ-Ф "' -и- "' ехр - k Т . 
тФ-Ф в 

Вектор q� находится из соотношения 

qs + q� = q� + g 

(5 .8 .9) 

(5 .8 . 1 0) 

(5 .8 . 1 1 ) 

(5 .8 . 1 2) 

(g - веюор обратной решётки, см .  1 .3 . 1 4) .  Чтобы процессы перебра
са были возможны (см. рис . 5 .8 .3 ) ,  сумма векторов [q + qt[ должна 
превышать [g/2 [ .  Поэтому веi<тор q" также должен иметь величину 
порядка [g/2 [ .  Фонону с веi<тором g/2 соответствует предельная ча
стота, которую можно определить через температуру Дебая: Wmax "' 
"' kвTo/fl. Следовательно, hw� "' hwmax "' kвТо или f1w� "' аkвТо, 
где а - коэффициент порядi<а единицы. Подставляя это выражение 
в формулу (5 .8 . 1 О) получаем 

v�-Ф "' -i-- "' ехр (-аТо ) . 
ТФ-Ф Т (5 .8 . 1 3) 

Более точный расчёт даёт предэкспоненциальный множитель, 
так что 

(5 .8 . 1 4 )  

где 1 � Е �  3 .  
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§ 5.9. Теплоёмкость решётки 

5.9. 1 .  Энергия теnловых колебаний решётки. Тепловая энергия 
U111 трёхмерной решётки при температуре Т является суммой средних 
энергий Е�Р (см. 5 .5 .9) фононных мод с энергиями фонанов hwч при 
среднем числе возбуждённых с этой энергией фонанов n�P , определя
емом формулой (5 .5 .7) . Число фононных мод с частотой wq . располо
женных в интервале частот Шv равняется D(w) Шv. Для определения 
тепловой энергии решётки суммирование по энергиям фононных мод 
можно заменить на интегрирование. В результате получаем 

00 
U111 = f �� D(w) dw. 

о схр kвТ - 1 
(5 .9 . 1 )  

К сожалению, даже для простых трёхмерных структур функцию 
спектральной плоскости фонанов очень трудно получить в аналитиче
ском виде . Поэтому вычисление энергии колебаний решётки по фор
муле (5 .9 . 1 )  может быть проведено лишь для конкретных моделей, 
в которых делаются определённые предложения о характере функ
ции D(w), т. е .  реальный вид плотности состояний аппроксимируется 
более простыми зависимостями D(w) . Наиболее широко используется 
модель Дебая, которая будет рассмотрена ниже. 

Однако характер зависимости средней тепловой энергии решётки 
U111 от температуры при Т «  Т0 и Т > Т0 можно получить без особых 
nредnоложений .  При Т « То оптические фононы не возбуждаются 
(их энергия nорядка 90) и основной вклад в энергию дают толь
ко низкочастотные акустические фононы ,  для которых поверхности 
постоянной частоты замкнуты в области малых lq l  (в области ли
нейности закона дисперсии эти поверхности изменяются с частотой ,  
оставаясь подобными самим себе) .  Поэтому можно считать, что объём ,  
ограниченный nоверхностями nостоянной частоты wq  = wq (q) ,  в этой 
области q изменяется nропорционально lql 3. В области линейности 
закона дисnерсии (wq "' lq l )  nри темnературе Т возбуждаются в ос
новном фононы с частотами w�( q) � kвТ jiL. Объём этой поверхности 
изменяется nропорционально q и, следовательно, wq "' Т3. Плотность 
состояний  волновых векторов в зоне Бриллюэна nостоянна,  вследствие 
чего число возбуждённых мод nри темnературе Т изменяется также 
nропорционально т� 

Средняя энергия возбуждения каждой моды q колебаний с частотой 
wq < kвT/iL равна kвТ (см. 5 .5. 1 1 ) .  Общая теnловая энергия возбуж
дённых фононных мод U111 "' (kвТ)Т3 "' Т4 • 

При Т > То число мод акустических фонанов не зависит от темnе
ратуры и равно полному числу ЗN состояний в зоне Бриллюэна. При 
изменении темnературы энергия каждой моды изменяется nропорцио-
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нально Т. Общая энергия акустических фонанов в этом случае имеет 
порядок И111 ""' 3N kвТ. 

Если в спектре присутствуют оптические моды колебаний, то при 
температурах порядка То они могут давать заметный  вклад в энергию 
тепловых колебаний решётки .  Однако частоты оптических колебаний,  
как указывалось, обычно выше предельной частоты wnpeд акустических 
колебаний и, следовательно, превышают kвTojt1. Поэтому число воз
буждённых мод с частотой wfnт оптических колебаний при Т ""' То 
экспоненциально зависит от температуры .  Средняя энергия каждой 
моды оптических колебаний выражается формулой (5 .5 .9) .  Средняя 
энергия возбуждённых мод оптических колебаний в каждой ветви 
спектра экспоненциально зависит от температуры. 

5.9.2.  Теория  теплоёмкости Дебая. Модель  Дебая позволяет 
рассчитывать энергию тепловых колебаний и теплоёмкость С решётки 
в предположении,  что спектральная плотность фонанов имеет вид, 
изображённый на рис . 5 .3 .6  штрих-пунктирной линией, т. е .  описыва
ется формулой (5 .3 . 1 8) .  Подставим D(w) (5 .3 . 1 8) в формулу (5 .9 . 1 )  
и получим тепловую энергию решётки в модели Дебая 

иш - ttV 
О -

2 2 т.r3 1Г v зв 

Заменим 1iw/(kвT) на х :  

W"Pt'д 

J 
w3 dw . 
( r�w ) 

о ехр kвТ - 1 

X m  
И'" = 3Vk�T4 

J 
х3 dx 

О 27r2t�ЗV,� ех - 1 ' 
о 

где Xm = t1wnpeд/(kвT) и wnpeд определяется формулой (5 .5 . 1 9) .  

(5 .9.2) 

(5 .9 .3) 

Выражение (5.9 .3) носит название интерполяционной формулы 
Дебая и даёт возможность в рамках модели Дебая рассчитать Иg' 
при различных температурах Т. Формулу (5 .9.3) можно преобразовать, 
введя температуру Дебая То = Go/ kв = ttwnpeд / kв и используя выра
жение (5 .5 . 1 9) для [iJnpeд, к следующему виду: 

TD/T 
Иg' = 9kвN (�У Т J е�

з �х1 dx. 
о 

(5 .9 .4) 

При Т « То верхний предел интегрирования можно устремить к 
бесконечности, так что 

00 
И' '' = 9k NT (I_)з J 

хз dx о в То ех - 1 о 
о 

(5 .9 .5) 
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00 3 
Интеграл J е: �xl = 6((4) = 7r4/ 1 5 , где ((z) - дзета функция 

о 
Римана. Таким образом, при Т «  То получаем 

[]011 1 = 37Г4 kвNтАз . (5 .9 .6) 
5Т0 

Отсюда следует, что теплоёмк.ость Cbl' трёхмерной решётк.и в 
модели Дебая в области низких температур 

Cbl' = дi'J�' = l 27r4kвN (I...)з � 234kвN (I...)з дТ 5 То То 
(5 .9 .7 )  

Выражение (5 .9 .7)  носит название зак.она Дебая и численно хорошо 
согласуется с экспериментальными данными для решёточной тепло
ёмкости большинства твёрдых тел при температурах Т < О, 1 То .  Чис
ленный коэффициент в законе Дебая естественно зависит от способа 
введения температуры Дебая То . 

В области высоких температур Т > То переменная ::с интегрирова
ния в (5 .9 .3) меньше единицы во всём интервале от О до Xm . В этом 
случае экспоненту под знаком интеграла можно разложить в ряд ех = 

= 1 + х + х2 + . . . и ограничиться первыми двумя членами .  При Т >  То 
получаем 

-ш 
Clll - д И о - Зk N о - ат - в . 

(5.9.8) 

(5 .9 .9) 

Постоянное значение теплоёмкости решётки при высоких темпера
турах соответствует известному зак.ону Дюлонга-Пти для величины 
теплоёмкости при постоянном объёме Cv .  справедливому для большин
ства простых тел . Дифференцируя (5 .9 .4) по Т, можно получить так 
называемую интерполяционную формулу для теплоёмк.ости во всём 
интервале температур 

TD/T дulll т 3 

J 
3 d сЫ' = д; = 9kвNT (То ) ; _xl dx. (5 .9. 1 0) 

о 
Эта формула удовлетворительно описывает зависимость теплоёмко

сти от температуры у многих металлов (в  частности , у А! и Cu) во 
всей области температур до температуры плавления .  

5.9.3. Теплоёмкость двумерной решётки. Из предыдущего пара
графа ясно, что в двумерных (плоских) решётках число возбуждённых 
мод изменяется пропорционально Т2 и тепловая энергия U11 "' Т3• Для 
одномерных цепочек [JI rv Т2 . 
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Аналогичным способом можно получить интерполяционную фор
мулу Дебая и для двумерной решётки : 

где 

То/Т 
-1 1 ( Т )2 f х2 dx и о = 4kвNT То т ех - 1 dx, 

о 
(5 .9. 1 1 )  

fи..;пред / То = k;- = t�Vзв (41ГNjS) 1 2 . (5 .9 . 1 2) 

При высоких температурах Т > То формула (5 .9. 1 1 )  переходит в 
ИИ = 2kвNT, откуда следует закон Дюлонга-Пти для двумерной ре-
шётки 

С2 = 2kвN. (5 .9 . 1 3) 

При низких температурах Т «  То выражение (5 .9. 1 1 )  переходит в 

Отсюда 

ИИ = 8((3)kвNT (�У � 9,6kвNT (�У (5 .9 . 1 4 ) 

С2 = 24((3)kвN (�У � 28,8kвN (�У (5 .9 . 1 5) 

При использовании формулы  Дебая необходимо иметь ввиду, что 
сделанные при её выводе предположения весьма далеки от реально
сти . Поэтому нельзя ожидать ,  что интерполяционная формула будет 
хорошо согласовываться с экспериментальными данными в широком 
интервале температур. Даже наоборот - хорошее согласие её в неко
торых случаях с экспериментом является удивительным. Однако, если 
в формулу (5 .9 . 1 )  вместо дебаевекай плотности состояний подставить 
истинный вид функции D(w) то вычисленные значения теплоёмкости 
должны весьма точно описывать экпериментальные данные, так как по 
своей структуре формула (5 .9 . 1 )  является точной. 

§ 5. 10.  Теплопроводность решётки 

Градиент температуры \!Т в твёрдом теле создаёт поток тепла h 
(h - вектор, величина которого равна потоку тепла через единичное 
сечение, перпендикулярное h), пропорциональный градиенту темпера
туры. В изотропном теле направления векторов \!Т и h совпадают 
и связь между ними даётся соотношением 

h = -х\!Т, (5 . 1 0. 1 )  

где х - коэффициент теплопроводности. Теплопроводность в твёрдом 
теле осуществляется как свободными электронами (например в метал
лах) ,  так и фононами .  Вклады в теплопроводность электронов и фона-
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нов аддитивны .  В этом параграфе будет рассмотрена фононная состав
ляющая теплопроводности, которая является основной в диэлектриках. 

Общее представление о температурной зависимости фонон.н.ой теп
лопроводности проще всего получить, используя наглядную кинети
ческую модель ,  основанную на решении уравнения  Больцмана для 
идеального газа квазичастиц в приближении времен и  релаксации .  Со
гласно этой модели коэффициент теплопроводности такого газа х равен 

1 -
х = 3 cvz, (5. 1 0 .2) 

где С - теплоёмкость, отнесённая к единице объёма, V - средняя ско
рость квазичастиц, l = V т - длина свободного пробега квазичастиц, 
т - время релаксации (промежуток времени между двумя актами 
рассеяния частиц друг на друге) .  Применим эту формулу к фонанному 
газу. Теплоёмкость фонанного газа - это теплоёмкость решётки ,  кото
рая была рассмотрена ранее, V - средняя групповая скорость фононов, 
равная в области линейности закона дисперсии скорости звука wjk = = Узв · Тогда формулу (5 . 1 0.2) можно переписать в виде 

(5 . 1 0.3) 

Существует несколько механизмов рассеяния фононов, каждый из 
которых характеризуется своим временем релаксации тФi · Обратная 
величина (тфi )- 1  определяет частоту рассеяния, соответствующую вре
мени тфi · Если существует несколько каналов рассеяния, то аддитив
ными величинами являются не Тфi . а частоты Zlфi · Будем рассматривать 
тепловое сопротивление 

(5 . 1 0.4) 

где 
(5 . 1 0 .5) 

Основными механизмами рассеяния фонанов являются фонон-фо
нонное рассеяние с частотой vФФ • рассеяние фонанов на электронах 
(характерно для металлов и здесь рассматриваться не будет) , рассеяние 
фонанов на дефектах с частотой Zlфд и рассеяние фонанов на границах 
кристалла с частотой Zlфг .  

5. 10. 1 .  Вклад нормальных процессов рассеяния в теплопро

водность. Тепловой поток - это направленное движение фононов. 
Поэтому под рассеянием при фонон-фононном взаимодействии следует 
понимать такой процесс, при котором фонон (или фононы) после со
ударения выбывает из этого потока , т. е .  резко изменяет направление 
своего движения (импульса) .  Взаимодействия, при которых импульс 
изменяется незначительно, не приводят к рассеянию в этом смыс
ле, т. е .  не являются релаксационными .  Поскольку тепловая энергия 
переносится в направлении групповой скорости фононов, N-процессы 
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не приводят I< рассеянию:  в наиболее эффективных трёхфононных 
процессах (см. п .  5 .8 .5)  направление переноса энергии модой q� сов
падает с направлением, в котором переносится энергия модами  q8 + 
+ q� (рис . 5 . 1 0. 1 ,  а) .  Это легко показать более строго для изотропной 
модели без дисперсии .  Рассмотрим N -процесс, в котором в результате 

а б 

Рис. 5 . 1 0. 1 .  N-процессы (а) и U-процессы при трёхфононном взаимодей
ствии (б) 

взаимодействия двух фононов рождается третий :  q + q� = q�. Для 
рассматриваемой модели (J)8 = V39q8 , (J)� = V39q� , (J)� = V39q� . Энергия ,  
переносимая фонононами q8 и q� до взаимодействия, равна 

l1(J),, Vзв + ll(J): Vзв = nv;9 ( q + q� ) .  (5 . 1 0.6) 

После взаимодействия фонон с волновым вектором q� несёт 
энергию 

(5 . 1 0.7) 

совпадающую с (5. 1 0.6) . В N-процессах сумма векторов q5 + q� - q� 
всегда равна нулю. Более строгое рассмотрение влияния N-процессов 
на тепловое сопротивление даёт тот же результат. 

Тепловое сопротивление при фонон-фононном механизме теплопе
реноса определяется исключительно процессами перебраса (U-процес
сами) .  При U -процессе q5 + q� = q� + g (см. 5 .8 . 1 1 ) . Сумма векторов 
q5 + q� - q� не равна нул ю, и ,  следовательно, каждый U-процесс 
приводит к рассеянию энергии (см .  рис. 5 . 1 0. 1 , 6) .  Из рис. 5 . 1 0. 1 , 6  
видно, что направление переноса энергии при U-процессе кардинально 
изменяется, т. е .  вклад фонанов q8 и q� в тепловой поток исчезает 
после U-процесса . Таким образом, в формуле (5 . 1 0 .5) в vФФ следует 
учитывать только частоту v�Ф U-процессов рассеяния .  

При высоких температурах v�, "' Т и тогда WФ "' Т. При уменьше
нии температуры ниже То вероятность U-процессов уменьшается ,  так 
как при низких температурах в переносе тепла участвуют в основном 
длинноволновые фононы с малыми q. Число возбуждённых высокоча
стотных фонанов с волновыми векторами порядка вектора обратной 
решётки g, соответствующих температуре Trv Т0 , падает при уменьше-
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нии температуры экспоненциально. Это приводит к экспоненциальному 
уменьшению частоты v�Ф рассеяния.  

Однако, связанное с этим эффектом экспоненциальное уменьшение 
WФ принципиально можно наблюдать лишь у диэлектрических кри
сталлов, так как у металлов рост фононной теплопроводности ограни
чивается рассеянием фонанов на электронах. 

5. 10.2 .  Рассеяние фононов на точечных дефектах. Рассмотрим 
теперь рассеяние фонанов на точечных дефектах, которое, в основном, 
определяет низкотемпературную зависимость электронной составляю
щей теплопроводности. Под точечным подразумевается дефект, разме
ры которого имеют порядок межатомного расстояния  а в кристалле. 
Длина волны возбуждённых высокочастотных фонанов зависит от тем
пературы и увеличивается при её понижении .  При Т "'  То длина вол
ны фонанов минимальна и равна 2а(kвТо � t"'·'-'шах "' "hvзв/ (2а) ) .  При 
температуре Т энергия характерных фонанов kвТ гv n Vзв/ ЛФ . Отсюда 
следует, что длина волны характерных фонанов при температуре Т 
равна аТо/Т и при низких температурах достигает сотен межатомных 
расстояний .  Большая длина волны делает низкотемпературное рассе
яние фонанов на точечных дефектах малоэффективным .  При высоких 
температурах оно также даёт малый вклад в тепловое сопротивление, 
если число дефектов мало по сравнению с числом атомов в решётке 
(числом фононных состояний) .  Поэтому вкладом vфд в рассеяние фо
нонов (см .  5 . 1 0.5) можно пренебречь .  

5. 10.3. Рассеяние фононов н а  границах кристалла. Остаётся 
рассмотреть рассеяние фонанов на границах кристалла (или кристал
литов в поликристалле) . Уменьшение частоты рассеяния фонанов при 
поиижении температуры приводит к увеличению длины lФ их свобод
ного пробега, в результате чего при достаточно низких температурах 
величина lФ достигает размеров кристалла или кристаллитов. При 
этом взаимодействие фонанов с поверхностью кристалла становится 
определяющим. 

Характер рассеяния фонанов на границах кристалла зависит от 
отношения размеров шероховатостей поверхности и длины волны фо
нонов, которая , как указывалось ранее, возрастает при поиижении 
температуры . Поскольку точный расчёт взаимодействия фонанов с по
верхностью весьма сложен, рассмотрим предельный случай абсолютно 
шероховатой поверхности, на которой фононы рассеиваются диффузно .  
В этом случае частота рассеяния н а  границах образца, равная Vфr = 

= 1 /тфг = V38/d (d - размер образца) ,  не зависит от температуры при 
lФ > d и мала при lФ « d. 

Таким образом, в области высоких температур частотами рассе
яния Vфд и Vфr можно пренебречь. Учитывая, что в этой области 
теплоёмкость с не зависит от температуры, а частота vФФ изменяется 
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nроnорционально Т, находим ,  что nри Т � То 
1 

WФ "' 2 "' Т, (5 . 1 0.8) 
v,. 

и коэффициент теnлоnроводности ХФ "' Т- 1• 
При nониженин  темnературы характер рассеяния фонанов изме

няется. Частота фонон-фононного рассеяния для nроцессов nеребраса 
оnределяется формулой (5 .8 . 1 3) .  Пренебрегая nо-nрежнему слагаемыми 
Vфд и Vфr в (5 . 1 0 .5 )  и учитывая, что nри  Т < То теnлоёмкость решётки 
зависит от температуры, Среш = с(Т) , из (5 . 1 0.4) получаем 

1 � ( о:То ) WФ "' --2 Т ехр - - . 
c(T)v,. Т (5 . 1 0 .9} 

Пока теnлоёмкость слабо изменяется nри nониженин темnературы , 

WФ уменьшается, и решёточная теnлопроводность увеличивается. При 
температурах Т « То зависимость теплоёмкости решётки от темпера
туры становится кубической (С "' Т3) ,  частота vФФ быстро уменьшается 

ХФ· 1 03 Вт/(мК) 

6 

5 

4 

3 

2 

тз 

о 40 80 Т, К 
Рис. 5. 10.2.  Зависимость теn

и начинает доминировать рассеяние на 
границах . 

Таким образом, ХФ сначала (nри Т > 
> То) возрастает при пониженин тем
пературы nриблизительно как т- 1, за
тем скорость возрастания величины ХФ 
увеличивается за счёт экспоненциально 
быстрого вымерзания U-nроцессов, да
ющих вклад в фонон-фононное рассея
ние. После этого рост ХФ замедляется ,  
ХФ достигает насыщения, и фононная 
теnлоnроводность начинает уменьшать
ся. При дальнейшем пониженин тем
пературы , когда длина свободного nро
бега фонанов становится сравнимой с 
размерами кристалла или кристаллитов, 

лоnроводности искусственно- ХФ оnределяется частотой рассеяния Vфr · го саnфира от темnературы 
Независимость длины свободного nробе-

га фонанов от температуры приводит к тому, что ХФ начинает убывать 
пропорционально Т3 nри дальнейшем пониженин  темnературы . Для 
иллюстрации на рис . 5 . 1 0.2 nриведена температурная зависимость теn
лопроводности сапфира . 

§ 5. 1 1 . Поверхностные фононы 

Поверхн.остн.ые фон.он.ы - кванты энергии особого вида упругих 
волн ,  поверхностных акустических волн ,  расnространяющихся вдоль 
свободной nоверхности твёрдых тел или вдоль границы твёрдых тел 
с другими средами и затухающих nри удалении от границы вглубь 
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твёрдого тела . Поверхностные акустические волны бывают двух типов: 
с вертикальной поляризацией, у которых вектор смещения частиц 
среды расположен в вертикальной плоскости ,  перпендикулярной к гра
ничной поверхности (волны Рэлея) ,  и с горизонтальной поляризацией ,  
у которых вектор смещения частиц параллелен граничной поверхности 
и перпендикулярен направлению распространения волны (волны Лява) .  
Волны Лява распространяются на границе твёрдого полупространства 
с твёрдым слоем и не будут здесь рассматриваться. Волны Рэлея 
распространяются вдоль границы твёрдого тела с вакуумом или доста
точно разреженной средой. В плоской волне Рэлея в одном изотропном 
упругом полупространстве имеются две компоненты смещения. одна из 
которых направлена вдоль направления распространения волны (ось х) 
и другая - перпендикулярно свободной границе по оси z. 

Рассмотрим плоскую поверхность твёрдого тела (рис. 5 . 1 1 . 1 ) , 
расположенную в плоскости ху. Координату z направим перпенди
кулярно поверхности . Внутри тела z < О. Волновое 
уравнение для смещения � элемента среды име-
ет вид 

(5 . 1 1 . 1 )  

Здесь � - какая-либо из компонент векторов сме
щения :  в плоскости поверхности �11 или перпенди
кулярно ей �.L . а V - соответствующие им ско
рости "11 или V.L .  Граничные условия предполага
ют отсутствие напряжений на поверхности z = О 
и возмущений в глубине твёрдого тела. 

Рис.  5. 1 1 . 1 .  Плос-
кая поверхность 
ху, ось z направ
лена внутрь кри-

стал л а 

Будем искать решение в виде плоской монохроматической волны ,  
распространяющейся вдоль оси х и затухающей при удалении от по-
верх н ости 

(5 . 1 1 .2) 

Подставляя (5 . 1 1 .2) в (5 . 1 1 . 1 ) находим выражение для коэффициента 
затухания 

(5 . 1 1 .3) 

Так как z < О, затухающий волне соответствует знак <•+ •> перед корнем 
(а) . Истинный вектор смещения � в волне является суммой векторов 
�11 и �.L , компоненты каждого из которых удовлетворяет уравнению 
(5 . 1 1 . 1 ) с соответствующими скоростями "'l или V.L .  

Для волн ,  распространяющихся в объёме кристалла , уравнение 
(5 . 1 1 . 1 )  разделяется на три , описывающих три независимо распростра
няющихся волны (одну продольную и две поперечные) . В случае же по
верхностной волны разделение уравнения (5 . 1 1 . 1 )  на три независимых 
уравнения из-за наличия границы кристалла становится невозможным.  

В поверхностной волне вектор � является линейной комбинацией 
векторов �11 и �.L .  которые теперь следует рассматривать как векто-
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ры, оnределяющие наnравление вектора �. а не векторы смещения 
в nродольных и nоnеречных волнах. Исnользуя граничные условия для 
граничной nоверхности z = О 

Л6 + 2  Щz = О J.L дz ' (5 . 1 1 .4) 

(здесь Л - модуль всестороннего сжатия ,  Jt - модуль сдвига, 6 - объ
ёмное расширение) , можно nоказать, что комnонента смещения �У = О, 

откуда следует, что вектор � расnоложен в nлоскости, nроведённой 
через наnравление расnространения волны (вектор k) nерnендикулярно 
к nоверхности кристалла .  

Отношение величин �Тах и ���ах (амnлитуд nоnеречной и nродоль
ной составляющих вектора �) равно 

2 - f/2 

2� ' (5 .  1 1 .5) 

где Т) - зависящая от коэффициента Пуассона величина, изменяюща
яся у различных веществ в nределах от 0,87 до 0,95. Соответственно 
величина отношения (5 .  1 1 .4) изменяется в nределах от 1 ,25 до 1 ,7. По
nеречные составляющие смещения в nоверхностной волне nревышают 
nродольные. Знак минус в (5 .  1 1 .5) соответствует �l. < О. 

Движение частиц среды в nоверхностной акустической волне nро
исходит no эллиnсам, большая nолуось которых nерnендикулярна nо
верхности ,  а малая - nараллельна наnравлению расnространения вол
ны .  Таким образом, nоверхностные волны нельзя отнести ни к nоnе
речным ни к nродольным. С1юрость расnространения nоверхностных 
волн Упов оnределяется скоростью объёмных nоnеречных волн V16 
и значением Т) для данного кристалла Vnoв = V16ТJ. Так как Т) < 1 ,  то 
скорость Vnoв nоверхностных волн несколько меньше скорости nоnереч
ных объёмных волн .  

Для малых k частота волны Wnoв связана линейно с волновым 
числом k: ' · '  - voб'nk - v.об k "-'ЛОВ - J. '/ - ПОВ (5 . 1 1 .6) 

как у обычных звуковых волн .  Толщина nоверхностного слоя, в ко
тором расnространяется nоверхностная волна, оnределяется длиной 
волны .  На расстоянии в одну длину волны от nоверхности nлот
ность энергии в волне составляет nриблизительно 0,05 её nлотности 
у nоверхности . Однако, во всех случаях, nоверхностный слой можно 
рассматривать как двумерную систему, для которой зона Бриллюэна 
является nлоской . Наnример, для квадратной решётки с nериодом а 
зона Бриллюэна nредставляет собой квадрат со стороной 27Г/а. 

Поверхностные волны могут расnространяться в nоверхностном 
слое в любых наnравлениях (для каждого наnравления существует 
только одна nоверхностная волна) ,  хотя их скорость вообще говоря 
зависит от наnравления расnространения .  Сnектр nоверхностных волн 
оnределяет сnектр поверхностных фононов. Закон дисnерсии nоверх-
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ностных фонанов аналогичен закону дисперсии квазипоперечных аку
стических фононов. При приближении k к границам зоны Бриллюэна 
скорость фонанов уменьшается .  В результате гибридного характера 
поверхностных фонанов их скорость на границе зоны может быть 
отличной от нуля. 

Плотность состояний поверхностных фонанов при малых значе
ниях k, когда линии постоянной частоты являются окружностями ,  
определяется формулой 

( Sw Dnoв w) = --2 , (5. 1 1 . 7 )  
27rVnoв 

т. е .  линейно зависит от частоты фононов. 
Для простейшей модели изотропного кристалла ,  у которого плос

кая зона Бриллюэна есть окружность (k�g:д , w�g:д одни и те же во 
всех направлениях), без учёта дисперсии ,  функция Dnoв (w) изображена 
на рис. 5 . 1 1 .2 штриховой линией / .  Для реальной зоны Бриллюэна 
с учётом различных значений k�g:д 
и частоты u;�g:д . заключённых в ин- Dnoв (w) 

nред nред тервале частот от w111i11 до Wmax . за- 3 
висимость Dnoв (w) изображена штрих
пунктирной линией 2.  Из-за дисперсии 
скорость возрастания плотности состо
яний увеличивается при приближении 
линии постоянной частоты к грани
це зоны Бриллюэна. В то же вре
мя, при учёте дисперсии ,  уменьшает
ся значение предельных частот для 
всех направлений волнового вектора 
( nред * nред * ) Э Wmax ---t wmax , UJ111i11 ---t UJ111i11 • ТО при-
ВОДИТ к деформации кривой 2, кото
рая переходит в кривую 3.  Очевидно, 
что при этом J Dnoв (w) dw не изменя
ется вследствие условия нормировки 
f Dnoв(w) dw = нnов, где нnов - общее 
число поверхностных мод. Это число 
определяет число различных, с разны
ми значениями волновых векторов k, 
поверхностных волн .  Напомним,  что 

пред Wmin 

Рис. 5. 1 1 .2 .  Спектральная плот
ность поверхностных фонанов 
для зоны Бриллюэна в виде 
окружности ( / ,  штриховая ли
ния);  для реальной зоны Брил
люэна с различными w"Р•д в ин
тервале w�,;:'� < w"Р•д < w::\':� (2,  
штрих-пунктир) и для реальной 
зоны Бриллюэна с учётом дис-

персии (3, сплошная кривая) 

специфика поверхностных волн заключается в том ,  что каждому зна
чению k соответствует только одна поверхностная волна. 

Плотность поверхностных фонанов существенно меньше по срав
нению с плотностью объёмных акустических фононов. Поэтому по
верхностные фононы не дают заметного вклада в термодинамические 
характеристики кристалла, определяющие его тепловую энергию, теп
лоёмкость и тому подобное. Однако, они играют важную роль при рас
смотрении  процессов рассеяния электронов на поверхности металлов. 
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§ 5. 1 2 .  Фононы и ротоны в жидком гелии 

Атомы гелия существуют в двух стабильных изотопных состояни
ях - 4 Не и 3 Не с массами 4 и 3 в атомных единицах. Электронные 
оболочки имеют структуру 1 s2. Атомы гелия имеют малый радиус 
и очень малый дипольный момент. Поэтому ван-дер-ваальсовское взаи
модействие между атомами очень мало и газообразный гелий является 
практически идеальным газом с очень низкой температурой конден
сации. Температура кипения жидкого гелия 4 Не при атмосферном 
давлении равна 4,2 К, 3 Не - 3,34 К .  

Ядерный спин у 4Не  равен нулю, так что атомы 4 Не образуют 
соответственно бозе-газ и базе-жидкость. Спин ядра у 3 Не равен 1 /2 
и атомы 3Не являются фермионами и подчиняются статистике Ферми
Дирака, так же как электроны .  

В результате малости массы Mi (индексом i = 4 или  i = 3 будем 
обозначать массу двух разных изотопов) атомов гелия их длина волны 
де Бройля Лв = lt/Mi V (V - скорость теплового движения атомов) 
при температурах порядка 1 К становится сравнимой с межатомными 
расстояниями атомов в жидкости . Это означает, что жидкий гелий 4 Не 
и 3Не являются существенно квантовыми объектами - квантовыми 
жидкостями ,  которые не замерзают при охлаждени и до самых низких 
температур. 

5. 1 2 . 1 .  Жидкий гелий 4 Не.  В газообразном состоянии ,  как ука
зывалось, 4 Не можно рассматривать как идеальный бозе-газ. Атомы 
гелия являются одновременно и структурными единицами газа и но
сителями движения.  Их закон дисперсии квадратичен Е = р2 /(211!; ) .  
В жидком состоянии закон дисперсии меняется в результате возник
новения коллективных мод движения атомов. Здесь следует разли
чать две температурных области : {4,2-2, 1 9) К и (2, 1 9-0) К. В первой 
области, гелий представляет собой обычную (с точки зрения гидро
динамики) жидкость, в которой звуковые волны достаточно быстро 
затухают. При температуре Тл = 2, 1 9  К происходит фазовый переход в 
сверхтеку•tее состояние. При этом на кривой температурной зависи
мости теплоёмкости возникает .Л-образная аномалия (пик  теплоёмко
сти) и поэтому температура 2, 1 9  К получила название .Л-точки.  Чтобы 
различить эти области, в первой области гелий принято называть гелий  
1 (Не 1 } ,  в низкотемпературной - гелий 1 1  (Не 1 1 ) .  

Сверхтекучесть гелия 1 1  проявляется в том, что он  способен без 
трения (без сопротивления) протекать через узкие каналы .  В то же вре
мя, если измерять его вязкость по затуханию колебаний погружённых 
в него дисков, то она оказывается отличной от нуля и уменьшается при 
поиижении  тем пературы .  Такое поведение указывает на то ,  что жид
кий Не 11 способен одновременно совершать два различных движения:  
диссипативное и бездиссипативное. Это свойство Не 1 1  можно описать, 
так же как и свойства электронов в сверхпроводниках, так называемой 
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двухжидкостной моделью. Согласно этой модели рассматриваются две 
компоненты гелия I I - нормальная и сверхтекучая .  При этом сразу 
же следует подчеркнуть, что эти две компоненты физически разделить 
нельзя.  Неправильно считать, что некоторые атомы Не I I принадлежат 
к нормальной , а другие к сверхтекучей компоненте, так как все атомы 
Не ! 1  одинаковы .  Фактически ,  нормальная компонента представляет 
собой газ элементарных возбуждений в сверхтекучей жидкости , кото
рый характеризуется своей плотностью Рп и локальной скоростью Vn . 

Полная плотность р при температуре Т является суммой плотности 
нормальной Рп (Т) и сверхтекучей Ps (T) компонент 

р(Т) = Рп (Т) + Ps (T) .  (5. 1 2 . 1 )  

При Т -t О Рп (Т) --> О, Ps (T) --> р(Т) .  При Т --> Тл . Рп (Т) --> 
--> р(Т) , а р5 (Т) --> О. Заметим ,  что при Т <  Тл/2 плотность нормальной 
компоненты становится пренебрежимо малой по сравнению с полной 
плотностью жидкости. Соответственно полная плотность потока равна 

(5. 1 2 . 2) 

где V n и V s - скорости нормальной и сверхпроводящей компонент. 
Из сказанного следует, что основное состояние Не I I при Т =  О -

это полностью сверхтекучая жидкость .  В основном состоянии  элемен
тарных возбуждений нет. 

5. 1 2 .2 .  Фононы и ротоны. Как известно, при Т =  О все частицы 
идеального базе-газа занимают низший энергетический уровень.  При 
повышении температуры часть частиц переходит на более высокие 
энергетические уровни,  хотя основная часть частиц продолжает оста
ваться на низшем энергетическом уровне. Наоборот, при достаточно 
высоких температурах практически все частицы находятся в возбуж
дённом состоянии и только очень небольшая часть частиц занимает 
низший уровень .  Отсюда следует, что должна существовать некоторая 
температура Т*, ниже которой в системе макроскопического размера 
на низшем уровне находится макроскопически большое число частиц ,  
а выше которой практически все частицы находятся на  более высоких 
энергетических уровнях.  Это температура называется температурой 
базе-конденсации. 

Заметим ,  что для неидеального базе-газа при наличии взаимодей
ствия между частицами конденсация всех частиц на  нижнем уровне 
(при Т = О) становится энергетически невыгодной, так как при высо
кой плотности частиц в одном энергетическом состоянии возрастает 
потенциальная энергия системы (за счёт сил отталкивания) .  При этом 
становится энергетически выгодным переход части частиц на вирту
альные уровни с энергией больше нуля .  Это приводит, естественно, 
к возрастанию кинетической энергии системы ,  но такое возрастание 
компенсируется уменьшением потенциальной энергии .  Возникающее 
в результате распределение частиц по энергетическим уровням соот-
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ветствует минимуму общей энергии системы .  Такая ситуация называ
ется <<ИстощениеМ•> конденсата (см . гл . 1 ) .  Поскольку любая жидкость, 
в том числе жидкий гелий ,  может образоваться только при наличии сил 
взаимодействия между частицами, основное состояние базе-жидкости 
всегда является <<истощённым•> .  При Т = О гелий I I  полностью сверх
текуч .  Следовательно сверхтекучая компонента содержит и конденсат 
частиц на низшем уровне, и частицы, заполняющие виртуальные уров
ни ,  соответствующие истощению конденсата . 

Возбуждённое состояние строится на фоне основного состояния 
конденсата . При этом, в силу наличия взаимодействия, возбуждённые 
состояния не являются одночастичными (в отличие от идеального базе
газа) , а являются квантами энергии возбуждённого состояния всей 
системы частиц как целого. 

Для Не I I  температура Т* базе-конденсации совпадает с температу
рой Л-точки Тл , т. е. является температурой , при которой начинается 
базе-конденсация в жидком 4Не. 

Таким образом , по сравнению с идеальным базе-газом , взаимодей
ствие атомов в жидком гелии проявляется двояким образом : во-пер

вых, уменьшается число частиц ,  Iшнденсирующихся на низший энер
гетический уровень и ,  во-вторых, меняется природа возбуждённых 
состояний системы .  Они соответствуют не одночастичным состояниям,  
а элементарным возбуждениям всей жидкости. При небольших от
клонениях от основного состояния элементарные возбуждения можно 
рассматривать как идеальный газ квазичастиц. 

Квазичастицы и представляют собой нормальную компоненту в 
сверхтекучем Не I I .  Поскольку речь идёт о тепловых возбуждениях, 
естественно использовать аналогию с элементарными Возбуждениями 
в кристаллах - фононами .  

Фононы ,  как  кванты энергии звуковых волн ,  можно ввести лишь 
в том случае, если звуковые волны слабо затухают. В жидкостях могут 
существовать только продольные волны.  В обычных жидкостях эти 
волны быстро затухают. 

В сверхтекучем Не II при Т ----+ О звуковые волны практически не 
затухают. При отличных от нуля температурах возникает затухание, но 
в достаточно широком интервале температур ниже Л-точки затухание 
остаётся достаточно слабым .  Для описания элементарных возбуждений  
в жидком гелии Л .  Д .  Ландау предложил закон дисперсии ,  приведён
ный  на рис. 5 . 1 2 . 1 , а .  

Существование в Не I I  слабозатухающих продольных волн позволя
ет описывать возбуждённые состояния жидкости спектром продольных 
акустических фононов. При низких температурах фонанов мало и они 
образуют идеальный базе-газ с линейным законом дисперсии  

Е = щр. (5 . 1 2 .3) 

(UJ - скорость продольных звуковых волн , р - импульс фонона, 
связанный с волновым  вектором волны соотношением р = hk) . При 
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Рис. 5. 1 2 . 1 .  Закон дисперсии элементарных возбуждений в жидком гелии :  а) 
предложенный Л .  Д. Ландау, 6) модифицированный (ll. - м инимальная энер

гия возбуждения ротонов) 

повышении температуры, с одной стороны ,  увеличивается ч исло длин
новолновых фононов , с другой - возбуждаются всё более коротковол
новые фононы .  При уменьшении длины волны начинают сказываться 
хаотичность расположения атомов гелия и их тепловое движение, 
дискретность структуры жидкости , флуктуации плотности. 

В результате волны перестают быть гармоническим и  и это приводит 
к взаимодействию фононов и уменьшению их времени жизни ,  связан
ному с увеличением затухания волн .  Кроме того, когда длина звуковых 
волн приближается к межатомному расстоянию возникает дисперсия 
(рис. 5 . 1 2 . 1 , 6, кривая I ) .  

При малых р закон дисперси и  линеен: Е = v1p (v1 = 239 м/с) . 
Дисперсия начинается в области длин  волн Л порядка удвоенного 
межатомного расстояния  в жидкости (по аналогии с упругими волнами 
в кристаллах) ,  равного в среднем 2 · (0,36) нм = 0,72 нм. Этому зна
чению соответствует величина волнового ч исла фонона р* /h = 21r / >. � 
� 9 · 1 09 м- 1• Фононы с большими импульсами ,  по-видимому, принци
пиально существовать не могут. 

При попытке описать термодинамические свойства Не II, используя 
только спектр фононов, оказалось, что одних фононов недостаточно. 
Ландау для объяснения экспериментальных значени й  термодинамиче
ских величин жидкого гелия  I I  предположил существование в гелии  II 
возбуждений другого типа, которые были названы ротанами (кривая 
II на рис. 5 . 1 2 . 1 , 6) .  

Вблизи минимума, расположенного в точке с координатами р = р0 , 
Е = .6., энергия ротанов описывается выражением 

Е = .6. + (р - ро)2 
2/-l ' (5. 1 2 .4) 

б Н.Б.  Брандт, В.А.  Кульбачинский 
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где JL - эффективная масса ротона ,  6. - минимальная энергия ро
тонов. 

В опытах по рассеянию нейтронов в жидком гелии получены сле
дующие значения параметров спектра : 6./kв = 8,6 К, p0j"h = 1 , 9  х 
х 1 0 10 м- 1, JL = 0, 1 6.Nk Ротоны,  также как и фононы ,  являются базе
частицами .  Значению импульса р = ро соответствует длина волны Л ;::::;! 
;::::;! (21Г)/(р0/h) ;::::;! 21Г/( 1 ,9 · 1 08 ) ;::::;! 0,33 нм .  Это значение близко к ве
личине 0,36 нм среднего расстоян ия между атомами в жидком гелии .  
Поэтому ротоны можно, по-видимому, рассматривать как некоторый 
аналог оптических фононов в кристаллах. Однако, если в кристаллах 
при оптических колебаниях соседние атомы  колеблются в противофа
зе. то в жидкости возможно образование коротковолновых вихревых 
структур с квантаванной энергией, возникновение которых имеет поро
говый характер : минимальная энергия для их возникновения равна 6.. 

Обратим внимание на аналогию закона дисперсии ротанов и эле
ментарных возбуждений в сверхпроводниках (см .  далее гл . 7 ) ,  хотя 
трудно сказать, имеет ли эта аналогия какое либо физическое содер
жание. 

Отметим ,  что если фононную ( I)  и ротонную (I I) ветви спектра рас
сматривать как независимые ветви (см. рис. 5 . 1 2 . 1 , 6) ,  то непрерывная 
кривая с минимумом , которая обычно приводится в литературе, может 
быть следствием гибридизации этих ветвей . Если это предположение 
справедливо, то максимум на кривой Е(р) , описывает спектр гибрид
ных частиц - фононо-ротонов. В литературе они  иногда называются 
максоны. Верхняя ветвь III едва ли наблюдаема в результате сильного 
затухания квазичастиц в этой области длин  волн .  

Групповая скорость акустических фонанов при малых импульсах 
равна скорости звука в гелии  и 1  = 239 м/с. При увеличении импульса 
скорость уменьшается в результате дисперсии .  Групповая скорость 
ротонов дЕ/др = (р - Po)/JL равна нулю при р = Ро и линейно уве
личивается по модулю при отклонении  импульса ротона от значения 
р = р0 . При этом каждому значению энергии Е > 6. соответствуют 
два одинаковых ротона, движущихся в противоположные стороны .  
При низких температурах Т < 1 ,  7 К фон о нов и ротоно в мало и они 
образуют идеальные газы элементарных возбуждений .  Вблизи Л-точки 
возбуждений много и их взаимодействие становится существенным .  
Время жизни ,  определяемое их  взаимными соударениями,  становится 
малым,  а неопределённость энергий - сравнимой с величиной энергии 
самих возбуждений.  Поэтому концепция элементарных возбуждений 
вблизи Л-точки оказывается непригодной . 

5. 1 2 .3 .  Статистика фононов и ротонов. Как частицы с нулевым 
спином фононы и ротоны подчиняются статистике Базе-Эйнштейна .  
Среднее число частиц пй' в состоянии с энергией Е определяется 
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формулой, похожей на (5 .5 .7) ,  

n '1 = --о-:::--."---,.,.---=--
е(Е-1'* )/ (k8T) _ 1 ' (5 . 1 2 .5)  

где f..t* - химический потенциал системы частиц.  
Химический потенциал вырожденнаго бозе-газа при Т < Тл можно 

считать равным нулю:  f..t* = О. Тогда среднее число фонанов с энерги
ей Е 

(5 . 1 2 .6) 

Поскольку изоэнергетические поверхности фонанов и ротонов -
сферы (жидкий гелий изотропен) ,  плотность состояний определяется 
формулой 

l/(E) = dN = 4np2 dp 
(5 2 7) 

dE (21rh)3 dE ' · 1 . 

Для длинноволновых фонанов с линейным законом дисперсии 
Е = pVph плотность состояний 

Общая концентрация фонанов в единице объёма гелия ,  получаемая 
сум мированием по всем энергетическим состояниям ,  при температу
ре Т равна 00 

NP'' = f vp,, (E)n"i (E, Т) dE '"" Т3 , 
о 

(5 . 1 2 .8) 

т. е .  также, как в кристаллах, пропорциональна тем пературе в третьей 
степен и. 

Свободная энергия фонанного газа равна 

(5 . 1 2 .9) 

где dтР - элемент объёма в пространстве импульсов. Подстав 
ляя  (5 . 1 2 .6) в (5 . 1 2 .9) находим 

Fph = -1r4kвT��� ::::::; -0,9kвTNP,, . (5 . 1 2 . 1 0) 

Энтропия фонанов 

S = _ дFph = ( l61r5kв ) ( kвТ )3 ::::::; 1 1 0 ( kвТ )3 Р1' дТ 45 21Гhс 21rhc 
(5. 1 2 . 1 1 ) 

Соответственно, теплоёмкость фонанов 

С h = Т  ( дSph ) = ( l61r5kв ) ( kвТ )3 ::::::; 32бkв 
( kвТ )3 

Р дТ 1 5  27rhc 27rhc (5. 1 2 . 1 2) 

6* 
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Таким образом , фонаиная теплоёмкость изменяется пропорциональ
но Т3, так же как в трёхмерных одноатомных кристаллах . 

Средняя конЦентрация n�-P ротанов с энергией � + (р - p0)/ (2J.L* )  
равна 

ер _  1 
n,. - 1 (л (Р-Ро)2 ) 

е kвТ + � - 1 

(5 . 1 2 . 1 3) 

Так как показатель экспоненты в области температур Т < Т;.. много 
больше единицы, распределение (5 . 1 2 . 1 3) переходит в распределение 
Максвелла [ 2 

n�P = ехр - k�T 
( 

L\ + (р ;;.о) 
) ] . (5 . 1 2 . 14 )  

Концентрация ротанов в единице объёма гелия при  температуре Т 

_
ею 

ер 
_ 2v6 v  JL*kвT ехр (- k�T) N,. - J v,. (E)n,. (E, T) dE - 312 3 (5 . 1 2 . 1 5) 

0 (2п) h 

где плотность состояний определяется формулой (5. 1 2 . 7) (энергия и 
импульс отсчитываются от точек L\ и р0, соответственно) 

Подставляя (5 . 1 2 . 14 )  в выражение для свободной энергии (5 . 1 2 .9) ,  
находим 

(5 . 1 2 . 1 6) 
Дифференцируя соотношение (5 . 1 2 . 1 6) по температуре находим эн

тропию ротониого газа 

S,. = -�i = kвN,. (� + �) . (5 . 1 2 . 1  7) 

Отсюда теплоёмкость ротониого газа 

8Sr (6..2 6.. 3 )  Cr = Т 
дТ 

= kвN,. 
Т2 

+ Т + 4 . (5 . 1 2. 1 8) 

Концентрация ротонов Nr экспоненциально зависит от температу
ры .  Поэтому при н изких температурах концентрация ротанов экспонен
циально мала, а при высоких она превышает концентрацию фононов . 
При температурах Т < 0,6 К доминируют фононы,  при Т > 1 К -
ротоны. 

Общие значения энтропии и теплоёмкости единицы объёма сверх
текучего гелия II выражаются соотношениями (6 3 )  1 6п5kв ( kвТ )3 S = Sr + Sph = kвN,. Т + 2 + 45 2пnс , (5 .  1 2 . 1 9) 

(6..2 6 3) 1 6п5kв ( kвТ )3 С = Cr + 0r'' = kвN,. т2 + Т + 4 + -1-5 - 2пnс 
(5 . 1 2 .20) 

5 . 1 2 .4. О nрироде сверхтекучести. базе-конденсат (заметим ,  что 
когда говорится о конденсации базе-частиц,  подразумевается конденса-
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ция частиц в пространстве импульсов) атомов при Т =  О (с точностью 
до <<Истощения>>)  представляет собой когерентную систему базе-частиц 
с энергией ,  равной нулю,  которую можно описать одной волновой 
функцией с постоянной фазой '!9 

ф = Фа ехр (i19) .  (5. 1 2. 2 1 )  

У движущейся сверхтекучей жидкости энергия равна кинетиче
ской энергии потока. Будем считать , что в стационарных условиях 
движущийся конденсат также можно описать одной волновой функци
ей (5 . 1 2 .2 1 ) ,  которая теперь зависит от координат. Применяя к функ
ции ф (r) оператор импульса -it•\7 , находим выражение для канони
ческого импульса конденсата 

РФ = -itt\l'l/J = p'l/J, (5 . 1 2 .22) 

откуда следует, что 
р = t•\7'!9(r) . (5 . 1 2 .23) 

При отсутствии взаимодействия волновые функции частиц совпада
ют с волновой функцией конденсата. Поэтому канонический импульс 
р можно интерпретировать ,  как импульс одной частицы сверхтекучей 
жидкости .  Тогда , если скорость сверхтекучей компоненты равна Vs , 

(5 . 1 2 .24) 

и, используя (5 . 1 2 .23) ,  находим выражение для скорости сверхтеку-
чей компоненты 

(5 . 1 2 .25) 

Отметим,  что поскольку рассматривается движение  частиц не 
в идеальном газе ,  а в жидкости ,  масса NI4 , в принципе, может отли
чаться от массы атома 4Не, хотя , для выяснения природы сверхтеку
чести это обстоятельство не имеет принципиального значения. Важно, 
что скорость движения атомов (и  всего конденсата) определяется гра
диентом фазы волновой функции .  При Vs = О, '\.1'!9 = О и, следователь
но,  '!9 = const у всей системы частиц .  Когда же скорость сверхтекучей 
компоненты отлична от нуля и постоянна ,  фаза равномерно меняется 
в направлении Vs . 

Однако, когерентности системы недостаточно для существования 
сверхтекучести . Другим необходимым условием её возникновения яв
ляются определённые требования к спектру элементарных возбужде
ний .  Дело заключается в следующем. Нарушение бездиссипативного 
при Т = О, сверхтекучего течения происходит в результате рождения 
элементарных возбуждений .  Если элементарные возбуждения могут 
иметь сколь угодно малую энергию, то очевидно ,  что они будут возни
кать при сколь угодно малой скорости течения. Чтобы они возникали 
лишь при достижении определённой скорости течения, элементарные  
возбуждения должны иметь конечную энергию.  В этом случае, при 
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малых скоростях течения ,  энергия недостаточна для рождения элемен
тарных возбуждений и такое течение будет бездиссипативным.  Ско
рость , при которой возникает диссипация , называется критической 
скоростью V,c .  

Для оценки V,c рассмотрим тело с большой массой М, движуще
еся с постоянной скоростью в сверхтекучей жидкости, находящейся 
в покое относительно лабораторной системы координат. Критическая 
скорость Vю как указывалось, равна минимальному значению V, при 
котором может возникнуть возбуждение. Предположим,  что появляет
ся возбуждение с энергией Е(р) и импульсом р.  Так как энергия всей 
системы при этом должна сохраниться, при появлении возбуждения 
скорость движения тела должна уменьшиться от значения V до V 1 . 

Законы сохранения энергии и импульса имеют вид: 

MV2 
= 

MV� + Е( 
) 

2 2 р ' 

MV = MVI + p. 

Исключив из уравнений (5 . 1 2 .26) и (5 . 1 2 .27) v , ,  получим 

р2 
Е(р) - р V + 2М = О. 

(5 . 1 2 .26) 

(5 . 1 2 .27) 

(5. 1 2.28) 

Будем считать массу тела настолько большой , чтобы последним 
членом можно было пренебречь. Тогда 

pV cos 'Р = Е(р) , (5 . 1 2 .29) 

где 'Р - угол между векторами р и V. 
Поскольку cos 'Р :( 1 ,  то для возникновения возбуждений должно 

выполняться условие 
V ;?: Е(р) . р (5. 1 2 .30) 

Таким образом, критическая скорость определяется условием 

Vsc = [Е(р) ]  
. 

� О. р шш 
(5 . 1 2 .3 1 )  

Сверхтекучесть имеет место только в том случае, если Vsc > О. Это 
условие было впервые получено Ландау и получило название критерия 
сверхтекучести Лан.дау . 

Минимальное значение E(p)jp -=f. О и удовлетворяет уравнению 

dE(p) _ Е(р) 
� - -р · 

(5. 1 2 .32) 

Для закона дисперсии элементарных возбуждений в Не II 
(см. рис .  5 . 1 2 . 1 )  уравнение (5 . 1 2 .3 1 )  имеет два решения .  Одно 
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соответствует началу кривой E(r ) ,  описывающей закон дисперси и  
фонанов 

Е(р) -- = Vsc = U J . 
р 

(5 . 1 2 .33) 

Это означает, что критическая скорость рождения фонанов совпа
дает со скоростью звука в жидком гелии и равна 239 м/с. 

Чтобы найти второе решение уравнения (5 . 1 2 .3 1 ) ,  проведём через 
начало координат прямую, касательную к ротанному минимуму (кри
вая IV на рис . 5 . 1 2 . 1 , 6) .  При этом получаем Vsc � t:J.jp0 � 58 м/с 
значение критической скорости рождения ротонов . Для свободных 
базе-частиц с квадратичным законом дисперсии Е(р) = р2 / (2М) усло
вие dE(p)jdp = E(p)jp выполняется только в начале координат, где 
dE(p)jdp = О  и соответственно Vsc = О. Этот результат означает, что 
сверхтекучесть невозможна в любой системе, в которой частицы имеют 
квадратичный закон дисперсии .  Таким образом, именно наличие энер
гетической щели tJ. в спектре ротанов и отсутствие каких-либо других 
тепловых возбуждений под кривой Е = Е(р) обеспечивают отличие от 
нуля критической скорости движения сверхтекучего Не I I .  

Однако ,  следует иметь ввиду, что полученные значения критической 
скорости на несколько порядков превышают экспериментальные зна
чения. Дело заключается в том, что в Не I I  возможно существование 
возбуждений другого типа - макроскопических вихрей со значительно 
более низким порогом возбуждения .  При рассмотрении  равновесн ых 
термодинамических свойств жидкого гелия I I  статистический вес этих 
возбуждений пренебрежимо мал, но во всех задачах гидродинамики 
они оказываются существенными .  

§ 5. 1 3 . Рипплоны 

На свободной поверхности Не II могут распространяться волны ,  
затухающие в глубине жидкости .  Квантам энергии поверхностных 
волн соответствуют элементарные возбуждения, получившие название 
рипплоны. 

Согласно критерию сверхтекучести Ландау (см . 5 . 1 2 .3 1 )  при проте
кании сверхтекучего гелия I I  по капилляру диссипация энергии воз
можна путём возникновения элементарного возбуждения с энергией Е 
и импульсом р при скорости потока, превышающей величину Е jp. 
В 1 956 г. К .  Г. Купер (С. G .  Kuper) предположил, что соответствующие 
возбуждения - это квантованные поверхностные волны. Энергия Е 
рипплонов связана с частотой ш обычным  выражением Е = hш, а их  
импульс р с волновым вектором k - формулой р = hk. 

Как известно, поверхностные волны возникают при выведении по
верхности жидкости из состояния равновесия . При этом возникают 
восстанавливающие силы поверхностного натяжения и гравитации .  
Фазовая скорость комбинированных поверхностных волн ,  связанных 
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с гравитацией и поверхностным натяжением , так называемых гравита
ционно-капиллярных волн ,  определяется формулой 

(5 . 13 . 1 )  

Здесь ..\ - длина волны ,  k - волновое число, g - ускорение свободного 
падения, о- - коэффициент поверхностного натяжения, р - плотность 
жидкого гелия (см. 5 . 1 2. 1 ) . Из (5. 1 3 . 1 )  следует, что при малых k 
основной вклад в скорость поверхностных волн даёт гравитация ,  а при 
больших значениях k - поверхностное натяжение. 

Температурная зависимость поверхностного натяжения была вычис
лена К. Р. Атки нсом (К. R.  Atkins) : 

т1;з ( Р )2;з 
о- = о-о - --т--;з - Г(7 /3)((7 /3) ,  (5 . 1 3 .2) 47rn ао 

где о-0 - поверхностное натяжение при нуле температуры ,  Г(х) 
и ((х) - Г -фун кция и (-функция Римана, соответственно. 

Зависимость фазовой скорости гравитационно-капиллярных волн 
от k приведена на рис. 5 . 1 3 . 1 ,  а .  При k -+ О, v;, -+ ею .  С ростом k 
скорость проходит через м инимум при значении k = k* и затем опять 

о р 
а б 

Рис. 5. 1 3 . 1 .  а) Зависимость фа.зовой скорости гравитационно-капиллярных 
волн от волнового числа k, происходит переход от гравитационных волн с V р = = (g/k) 1 12 к капиллярным с Vp = (kajp) 1 12 ; б) зависимость энергии Ер рип-

плонов от их импульса р 

стремится к бесконечности .  Значение k* можно найти из условия 
д�,/ дk = О, что даёт k* = � ,  откуда находим критическую ско
рость (минимальное значение скорости, при которой генерируются 
поверхностные волны) 

- ( 4ag) I /4 
V:,c - (5 . 1 3 .3) р 

При ,.\ = 0,3 см величина скорости VP принимает минимальное зна
чение, равное приблизительно 1 0  см/с, которое сравнимо с экспери
ментальной величиной критической скорости в плёнках сверхтекучего 
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гелия ,  равной Vsc ;:;:; 25 см/с. При k < k*  волны являются гравитаци
онными и распространяются со скоростью VP = v'ii/k . При k > k* 
доминируют силы поверхностного натяжения .  Волны,  связанные толь
ко с этими силами  называются капиллярными. Скорость капиллярной 
волны 

VP = ff = [fti . (5 . 1 3 .4 )  

На поверхности гелия I I  могут возбуждаться поверхностные волны 
с волновым вектором kп = 2тrnj L, n = О, 1 ,  2 ,  . . .  , L - размеры по
верхности . Каждому значению kп соответствует определённая длина  
поверхностной волны .  Волну с заданным kп можно рассматривать 
как квантовый осциллятор с энергией En = iн.;n ( n + 1 /2) , где hwп -
энергия рипплона с частотой wn . При малых k, когда доминирующий 
вклад в энергию волны даёт сила тяжести ,  энергия рипп.тюнов может 
быть записана в виде (см. 5 . 1 3 . 1 )  

Ер" = i�wп ;:;:; j"hi yJJ;: , (5 . 1 3 .5) 

где Рп = i!kп - импульс рипплона. 
При больших k ,  когда доминирует сила поверхностного натяжения ,  

Ер" = hwп ;:;:; f"fpp';j2. (5 . 1 3 .6) 

Зависимость энергии рипплонов от их импульса иллюстрируется 
рис . 5 . 1 3. 1 ,  6. 

Таким образом, поверхностные элементарные возбуждения в жид
ком гелии образуют поверхностную нормальную компоненту жидкости, 
движение которой вдоль поверхности сопровождается переносом мас
сы ,  энергии и энтропии .  

Определим поверхностную плотность р�,ов нормальной компонен
ты гелия II как коэффициент пропорциональности между импуль
сом и скоростью движения поверхностных возбуждений  как целого. 
Для оценки величины р�1°8 рассмотрим только капиллярные волны 
(см .  5 . 1 3 .4) ;  которые дают определяющий вклад в нормальную ком
поненту на поверхности гелия I I .  Используя закон дисперсии  (5 . 1 3 . 1 )  
и планковскую равновесную функцию распределения по энергии для 
рипплонов, находим 

пав = 5Т5/3 ( np)4/3 Г (�) (�) . Pn l87Гn2 а 3 ( 3 (5 . 1 3 . 7) 

Из формулы (5 . 1 4. 7) следует, что плотность повеf,хностной нор
мальной компоненты р�08 в гелии II пропорциональна Т 13. В то же вре
мя, плотность объёмной нормальной компоненты пропорциональна Т4. 
Поэтому при пониженин температуры объёмная плотность Рп нор
мальной компоненты убывает значительно быстрее, чем поверхностной. 
При достаточно низких температурах объёмная нормальная плотность 
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становится меньше по сравнению с поверхностной. Жидкий гелий I I  
при этих температурах можно рассматривать как чисто сверхтекучи й  
объём жидкости , н а  поверхности которой имеется плёнка нормальной 
компоненты ,  которой соответствует определённая, зависящая от темпе
ратуры , концентрация рипплонов. 

В заключение отметим, что при строгом решении задачи о поверх
ностных элементарных возбуждениях в сверхтекучем гелии необходи
мо исходить из двухскоростной гидродинамики, учитывающей движе
ние нормальной и сверхтекучей компонент в Не I I .  Наличие поверх
ностных элементарных возбуждений приводит к тому, что обычные 
граничные условия на свободной поверхности , заключающиеся в равен
стве нулю объёмных потоков энергии и энтропии  через поверхность, 
становятся неприменимы .  В сверхтекучей жидкости эти величины пе
реносятся поверхностными возбуждениями из одного места в другое, 
так что обычные граничные условия не выполняются . А. Ф. Андреевым 
найдена полная система уравнений движения поверхности сверхте
кучей жидкости , учитывающая наличие поверхностных возбуждений.  
Из уравнений двухскоростной гидродинамики следует, что поверх
ностное натяжение и поверхностная нормальная плотность, а, следо
вательно, и концентрация рипплонов , зависят от разности скоростей 
движения нормальной V,, и сверхтекучей 1/,; компонент. Например, 
точная формула для поверхностного натяжения при малых скоростях 
движения имеет вид _ nав (Vn - V,)2 а - ао - Pn 2 

(5 . 1 3 .8) 

Здесь а0 - поверхностное натяжение в покоящейся жидкости при за
данной температуре, а р�08 определяется формулой (5. 1 3 .7) .  При увели
чении  разности скоростей vn - Vs величина поверхностного натяжения 
уменьшается и ,  соответственно, изменяются параметры капиллярно
гравитационных волн .  

§ 5. 1 4. Жидкий гелий 3Не 

Как уже указывалось ,  ядерный спин атомов 3Не , в отличие от 
атомов 4Не равен l /2 .  Поэтому атомы 3Не представляют собой систе
му фермионов и подчиняются статистике Ферми-Дирака (см. 1 .3 . 1 0) .  
3Не ожижается при температуре Т = 3,2 К (критическая точка :  Те = 
= 3,3 К ,  критическое давление р = 845 мм рт. ст) . Вплоть до самых 
низких температур при давлениях ниже 30 кг/см он остаётся жидким 
в результате слабости взаимодействия и малости массы атомов : длина 
волны де Бройля, соответствующая движению атомов 3Не при низких 
температурах, превышает межатомные расстояния ,  т. е .  жидкость яв
ляется квантовой. 

В основном состоянии при Т = О все состояния в импульсном 
пространстве с энергией Е < EF заполнены , при Е > EF - свободны .  
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Энергия Ферми идеального газа атомов 3Не с плотностью атомов n, 
соответствующей жидкому 3Не ,  

2 h2 Е = _Е!:_ = (31Г2 )2/3 _ п2/З F 2М3 2Мз 
· (5 . 1 4 . 1 )  

Здесь l'v13 = 5,6 · 1 0-24 г - масса атома 3Не. Плотность жидкого 3Не 
р = 0,08 г/см3, так что n = 0,08/5 ,6 · 1 0-24 = 1 ,4 . 1 022 см-3 ; EF � 
� (3 . 9 ,8)213 • 1 о-54 . 1 4213 · · 1 0 1 4 / (2 . 5 ,6 . 1 о-24) � 6 К .  Поскольку энер
гия вырождения ферми-газа практически совпадает с энергией Ферми ,  
при температурах Т > 6 К газ атомов 3Не невырожден и как обычный 
газ описывается распределением Больцмана .  Однако ,  при температурах 
ниже температуры 3 ,2 К, т. е. в жидком состоянии ,  3Не представ
ляет собой вырожденную ферми-жидкость .  Интересно отметить,  что 
в этом состоянии кинетическая энергия атомов 3Не намного превышает 
энергию их теплового движения ЗkвТ /2. Например, при температуре 
� 0,01 К кинетическая энергия движения атомов 3Не приблизительно 
на три порядка больше энергии равновесного теплового движения ,  
а скорости движения соответственно на несколько порядков больше 
скорости теплового движения частиц базе-жидкости при той же тем
пературе. 

Между атомами жидкого 3Не действуют силы притяжения 
Ван дер Ваальса и диполь-дипольнаго притяжения  между магнитными 
моментами ядер, а также силы отталкивания при сближении атомов , 
имеющие квантово-механическую обменную природу. Энергия ван
дер-ваальсовского взаимодействия существенно превышает энергию 
диполь-дипольнога взаимодействия ,  составляющую при минимально 
возможном расстоянии между атомами I o-7 К. 

Наличие взаимодействия между атомами  приводит к тому, что для 
описания возбуждённого состояния  жидкого 3Не следует использовать 
модель элементарных возбуждений ,  аналогичную модели элементарных 
возбуждения в электронной ферми-жидкости . 

Будем исходить из основного состояния ,  когда между областью, 
заполненной в пространстве импульсов атомами 3Не, и окружающим 
её пространством имеется резкая граница и отсчитывать энергию от 
энергии этой границы (энергии Ферми) . 

В такой системе элементарные возбуждения рождаются парами :  при 
переносе атома 3Не из какого-либо состояния р' под поверхностью 
Ферми в одно из свободных состояний р над поверхностью появляются 
сразу два возбуждения - частица с и мпульсом р и энергией Еч = 
= PF (P - PF ) /mч и античастица с импульсом -р' и энергией Еа = 
= PF (PF - p· ) /ma · Спин частицы 1 /2 ,  спин античастицы - 1 /2 .  Эффек
тивная масса частицы mч > О, а античастицы ma < О. Отрицательное 
значение массы античастицы означает, что её импульс р' и скорость 
дЕа/ др' направлены антипараллельно. 

При тепловом возбуждении (Т '1=- О) энергия элементарных возбуж
дени й  "-JkвT. Время их жизни обратно пропорционально вероятности 
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рассеяния ,  которая определяется произведением числа возбуждений 
в область размытия поверхности Ферми на число свободных состояний  
в этой же области , т .  е .  величине (kвT)Z. Благодаря этому неопреде
лённость энергии частиц и античастиц ,  связанная с рассеянием частиц 
друг на друге , при достаточно низких температурах становится ма
лой по сравнению со средней энергией частиц .  Следовательно, такие 
возбуждения можно рассматривать как квазичастицы с определён ной 
энергией и импульсом и считать, что они образуют идеальный ферми
газ. Частицы отличаются от атомов 3Не лишь величиной их массы rnч,a · 
Взаимодействие между атомами 3Не приводит к тому, что масса rnч,a 
элементарных возбуждений оказывается почти в три раза больше мас
сы изолированного атома 3Не: тч,а = 3 ,08.N!3 , а фермневская скорость 
частиц VF = p/rnч,a = 0, 78 · 1 08/3 · 5,6 · 1 0-24 � 5 · 1 03 см/с меньше ско
рости элементарных возбуждений  в электронной жидкости в металлах 
приблизительно на 4 порядка. 

5. 1 4 . 1 .  Теплоёмкость жидкого 3Не. Энергия возбуждённого со
стояния единицы объёма 3Не определяется произведением числа эле
ментарных возбуждений на их энергию. Число элементарных возбуж
дений по порядку величины равно произведению плотности состояний 
элементарных возбуждений 

J2 (Мз)З/2 E l /2 
v(E) = 2 з JГ il  

(5. 1 4.2) 

на ширину теплового размытия границы Ферми распределения k8T. 
Энергия элементарных возбуждений в области размытия энер

rии Ферми также приблизительно равна J..:8T. Таким образом , внут
ренняя энергия жидкого 3Не при температуре Т пропорциональна 
cvv(EF ) (k8T)2, а его теплоёмкость Cv = (8E/8T)v "' 2v(EF )k�T. Ре
зультаты точного расчёта дают Си � СР = jT, где j = (7Г2/З)v(ЕF ) (Ч) .  

5 . 1 4 .2 .  Сверхтекучесть гелия 3 Не .  При  сверхнизких темпе
ратурах (� мК) жидкий 3Не переходит в сверхтекучее состояние. 
Обнаружены две сверхтекучие фазы, которые принято обозначать 
А и В (рис. 5 . 1 4 . 1 ) . 

Природа сверхтекучести 3Не в некоторой степени аналогична при
роде сверхпроводимости в металлах (см . далее гл . 7 ) .  В основе её лежит 
неустойчивость ферми-жидкости относительно образования куперов
ских пар при наличии сколь угодно малых сил притяжения между 
частицами .  

Однако имеются и существенные различия.  В металлах притяжение 
между электронами возникает только в тонком слое на поверхности 
Ферми в результате поляризации кристаллической решётки .  Так как 
максимально возможное изменение энергии электронов при испуска
нии или поглощении фонанов определяется энергией дебаевских фо
нонов ru»o (wo - частота Дебая) ,  то электроны ,  взаимодействующие 
с решёткой, расположены в слое на поверхности Ферми толщиной 
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Рис .  5 . 14 . 1 .  Фазовая диаграмма 3Не в координатах давление-температура 
(в логарифмическом масштабе) 

rviu»o . Остальные (т. е .  основная масса электронов) во взаимодействии 
с решёткой не участвуют и их состояния при переходе металла в сверх
проводящую фазу не изменяется . В отличие от этого, в жидком 3Не си
лы притяжения обусловлены силами Ван дер Ваальса и магнитного 
диполь-дипольнога притяжения и действуют между всеми атомами 
гелия в жидкости . Причём в состоянии равновесия эти силы компен
сируются обменными силами отталкивания, так что среднее значение 
сил, действующих на атомы жидкости ,  равны нулю.  Может возникнуть 
вопрос, почему же тогда образуются пары? Дело заключается в том, 
что образование в ферми-жидкости связанных двухатомных состояний 
с отрицательной потенциальной энергией связи, энергетически выгод
но, так как приводит к понижению общей энергии системы.  Чтобы 
доминировали силы притяжения, а не обменного отталкивания, рас
стояние между атомами в паре должно превышать равновесное меж
атомное расстояние в жидкости . Этому условию отвечают волновые 
функции пары , амплитуда которой достаточно мала в области малых 
расстояний между атомами ,  т. е. волновые функции с отличным от 
нуля полным моментом количество движения (орбитальным квантовым 
числом l =1- 0) . Действительно, экспериментальные данные указывают 
на  то, что в жидком 3Не, в обоих фазах А и В,  куперавекие пары 
находятся в состояниях р-типа с l = 1 .  Следовательно в ферми -жид
кости 3Не осуществляется триплетное (р-типа) спаривание в отличие 
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от синглетного (s-типа) спаривания в электронной ферми-жидкости 
в металлах. Для пар 3 Не можно составить только три симметричных 
спиновых волновых функции,  отвечающие трём возможным проекциям 
спина на ось z: s = 1 ,  О, - 1 .  Триплетный  характер спаривания объяс
няет наличие двух различных фаз сверхтекучего 3 Не. 

В фазе А проекция спина на ось z Sz = О; в фазе В - Sz = ± 1 .  Вза
юлодействие между магнитными моментами ядер приводит к тому, что 
в сверхтекучем 3 Не возникает связь между направлениями спиновых 
и орбитальных моментов .  В фазе А спиновые и орбитальные моменты 
ориентированы  перпендикулярно, в фазе В угол между направлениями 
оси z и орбитального момента составляет ::::: 1 04°. 

Переход жидкого 3 Не в сверхтекучее состояние происходит в ре
зультате базе-эйнштейновекай конденсации куперовских пар. Это озна
чает, что в основном состоянии (при Т = О К) все пары находится 
в одном и том же квантовом состоянии и имеют одинаковую ориен
тацию спиновых и орбитальных моментов, т. е. образуют когерентную 
систему частиц. 

В такой системе возможен ряд элементарных возбуждений,  связан
ных с различными нарушениями порядка, существующего в основном 
состоянии .  В частности , в сверхтекучем 3Не возможно существование 
спиновых волн и связанных с ними элементарных возбуждений маг
нонного типа. 
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ 

В ЭЛЕКТРОННОЙ ФЕРМИ-ЖИДКОСТИ 

§ 6 . 1 . Основное состояние ферми-жидкости 

6. 1 . 1 .  Невзаимодействующие электроны в потенциальном 

ящике. Как уже указывалось, элементарные возбуждения форми
руются на  фоне основного состояния ансамбля частиц .  Чтобы было 
ясно, что представляет собой основное состояние электронной ферми
жидкости ,  рассмотрим сначала поведение невзаимодействующих 
электронов (идеального электронного газа) в потенциальном ящике 
с размерами Lx ,  Ly . и Lz по трём взаимно перпендикулярным осям .  

Каждый электрон в такой модели представляет собой частицы 
с зарядом -е, спином t�/2, массой m0, импульсом р и кинетической 
энергией Е =  р2 /(2m0) .  Волновая функция свободного электрона -
это плоская волна 

'lj;0 (т) = А ехр (ikr) , (6. 1 . 1 )  

где волновой вектор k связан с импульсом р соотношением k = p(h, 
А - нормировочный множитель .  

Чтобы не рассматривать процессы на границах потенциального 
ящика, введём циклические граничные условия 

'lj;0 (x, у, z) = 'lj;0 (x + Lx , у ,  z) = 'lj;0 (x ,  у + Ly. z) = 'lj;0 (x, у ,  z + Lz) 
(6. 1 .2) 

и будем считать , что функция 'lj;0 (x ,  у, z ) определена теперь во всём 
пространстве. 

Подставляя (6 . 1 . 1 )  в (6. 1 .2 ) ,  получим 

ехр ( ikxLx )  = ехр ( ikyLy) = ехр ( ikzLz) = 1 ,  

откуда следуют условия для компонент волнового вектора 

k = 2кпх k = 2кnу k = 27rnz х Lx ' У Ly ' z Lz ' 

nx , ny , nz = 0, ±1 , ±2, . . .  

(6. 1 . 3) 

(6 . 1 .4) 

Таким образом , следствием ограниченных размеров кристалла яв
ляется то, что волновой вектор k и импульс электрона р = 1ik могут 
принимать только дискретные значения (6. 1 .4) и их спектр становится 
квазинепрерывным.  
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Квазинепрерывность означает, что разность между соседними век
торами р,  порядка обратных размеров кристалла 21ГfL/ Lx , 21ГtL/ Ly . 
21ГtL/ Lz , не только весьма мала по сравнению с величиной самого 
вектора l r l .  но и сравнима с величиной неопределённости значения l r l .  
вытекающей из соотношения неопределённостей Гейзенберга !:::.р!:::.х � 
� t1. Однако квазидискретность волнового вектора ,  являющаяся след
ствием условий цикличности , определяет число электронных состояний 
в кристалле и играет важную роль в формировании структуры основ
ного состояния .  

В пространстве волновых векторов на каждое разрешённое состо
яние приходится объём (21Г)3 /(LxLyLz) = (21Г)3 /V (V - объём кри
сталла) .  В пространстве импульсов этот объём составляет (21ГtL)3 jV. 

Согласно принципу Паули ,  в каждом состоянии могут находиться 
только два электрона с противоположно направленными спинами. Это 
обстоятельство приводит к характерному для ферми-газа распреде
лению частиц по энергетическим состояниям . Разрешённые значения 
энергии электрона легко найти, подставляя в выражение Е =  p2/(2m0) 
полученные значения волнового вектора (6. 1 .4) 

2 _ (21ГtL)2n; (21Гt,)2n� (21ГrL)2n; 
р - 2 + ') + ') 

Lx L:y L; 

Полагая для простоты Lx = Ly = Lz = L, находим 

где V = L3 n2 = n2 + n2 + n2 , х у z · 

(6 . 1 .5) 

(6 . 1 .6) 

В состоянии с энергией En = р;,/(2т0 ) (при Рп » 21ГtL/ L) одновре
менно может находиться только 

N � 2 (
21rnj L)41Гр2 

= 
! 67ГmоЕп V213 

Е,. (21ГrL/ L)3 (21rn)2 
(6 . 1 .7) 

электронов. Здесь (21ГfL/ L )41Гр� - объём шарового слоя радиуса IРп 1 
с толщиной 21ГtL/ L, а (21ГtL/ L )3 - элементарный  объём , соответствую
щий одному разрешённому значению импульса Рп · Множитель 2 учи
тывает то обстоятельство, что в каждом состоянии могут находиться 
два электрона с противоположно направленными спинами. 

6. 1 .2 .  Энергия и импульс Ферми. Если в кристалле находится 
ZN электронов (N - число атомов, Z - их валентность) , то они 
при абсолютном нуле температуры располагаются в пространстве им
пульсов таким образом, чтобы все низшие энергетические состояния 
были заполнены .  Это означает, что электроны при Т =  О К заполняют 
в р-пространстве сферу, радиус PF которой определяется из соотно-
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шения 

(6. 1 . 8) 

и составляет 

(6 . 1 .9) 

где n = ZN jV - плотность электронов . 
Распределение электронов в кристалле по уровням энергии при 

любой температуре подчиняется статистике Ферми-Дирака (см. гл . 1 ) ,  
согласно которой вероятность fE" нахождения электрона в состоянии 
с энергией Еп описывается функцией ( 1 .3 . 1  О) . 

При Т = О К вероятность заполнения всех состояний с энергией 
En < Er равна единице, а состояний с En > Er - нулю (см. рис. 1 .3 . 1  ) .  
Таким образом, параметр fL в ( 1 .3 . 1 0 ) ,  который получил название 
энергии Ферми Er , определяет в металлах граничную энергию, до 
которой все энергетические состояния при Т =0 К заполнены,  а выше 
которой - пусты.  

При конечной температуре Т #- О К граница заполнения размы
вается на величину порядка kвТ, так что  fE" = 1 /2 при En = Er 
(см . рис. 1 .3 . 1 ) .  

Энергия Ферми Er(O) , соответствующая границе заполнения при 
Т =  О К,  может быть найдена с помощью формулы (6 . 1 .9) 

Er = р� = ( t,2 ) ( З1r2ZN )2/З = (�) (З7Г2n)2/З . 
2rno 2rno V 2rno 

(6 . 1 . 1 0) 

Энергия Ферми растёт при увеличении концентрации электронов 
как n213. Концентрацию n можно выразить через энергию Ферми _ [2m0Er' (0)]312 

n -
2 з З1r п (6 . 1 . 1 1 )  

В модели идеального газа не учитывается взаимодействие электро
нов между собой .  Однако коллективизированные электроны в металле 
представляют систему частиц ,  энергия кулонавекого взаимодействия 
которых "" е2 /r при среднем расстоянии между частицами rrv 1 jn3 од
ного порядка величины с их кинетической энергией ""P�/(2m0 ) .  Поэто
му важно выяснить, к чему в действительности приводит сильное взаи
модействие частиц и какие ограничения оно накладывает на поведение 
электронов в металле. Способность металлов проводить электрический 
ток, связанная с возможностью электронов свободно перемешаться по 
кристаллу, указывает на то, что при обычных условиях в металле не 
происходит кристаллизации (затвердения) электронного газа. Поэтому 
естественно предположить, что система взаимодействующих электро
нов в металле представляет собой электронную жидкость, состоящую 
из ферми-частиц .  
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Сильное взаимодействие между частицами в ферми-жидкости при
водит к тому, что добавление или изъятие нескольких частиц меняет 
не только общую энергию всей системы, но и состояние всех осталь
ных частиц системы .  Жидкостная система полностью энергетически 
перестраивается при изменении числа частиц .  Поэтому электроны,  
образующие ферми-жидкость, вообще говоря , нельзя рассматривать 
как частицы, имеющие определённые значения э нергии и импульса. 
Основное состояние ферми-жидкости бесструктурно. 

В теории  ферми-жидкости, развитой Л .  Д .  Ландау, испоJJьзуются 
два основных постулата. 

1) Предполагается, что при вкJJючении взаимодействия между элек
тронами классификация электронных состояний не изменяется, хотя 
основное состояние становится бесструктурным  и образующие его 
электроны нельзя рассматривать как квазичастицы. Отсюда следует, 
что при переходе к ферми-жидкости радиус PF сферы, ограничивающей 
при Т = О заполненные электронные состояния ,  сохраняется и опреде
ляется так же, как и в газовой модели ,  формулой (6. 1 .9) . 

2) Возбуждённые состояния ферми-системы на низких уровнях 
возбуждения можно описать почти идеальным газом элементарных 
возбуждений .  

6. 1 .3 .  Два способа введения элементарных возбуждений . Су
ществует два способа введения элементарных возбуждений в элек
тронной ферми-жидкости .  Основным  отличием этих способов является 
выбор начала отсчёта энергии .  В первом случае энергия отсчитывается 
от энергии Ферми EF (состояние с р = PF) .  При отсчёте энергии 
от нуля ,  (состояния с нулевым импульсом р = 0), во втором случае, 
энергия отсчитывается от нуля ,  при возбуждении основного состояния 
со ступенчатым распределением Ферми (см .  рис. 1 .3 . 1 )  путём переноса 
электронов с заполненных состояни й  на свободные, вблизи поверх
ности Ферми формируется тонкий слой заполненных и свободных 
состояний ,  соответствующий области равновесного размытия границы 
распределения Ферми ( 1 .3 . 1  О) . Слово <<равновесные>> означает, что ес
ли возбуждаются электроны из состояний ,  расположенных достаточно 
далеко от поверхности Ферми, то эти состояния тут же заполняются 
электронами с более высоких уровней, так чтобы ширина области 
размытия при заданном уровне возбуждения оставалась неизменной. 
В этом случае все возбуждённые электроны и меют энергию Е = = р2 / (2m0) (при квадратичном законе дисперсии) . Электроны в об
ласти размытия поверхности Ферми принято называть фермиевскu
ми электронами. Перемещение электронов из состояний с энергией 
меньшей EF на свободные состоян ия с большей энергией приводит 
к уменьшению суммарной энергии электронов с энергией Е < EF и 
увеличению суммарной энергии электронов с Е > Ef .  

Выберем за  точку отсчёта энергии е ё  значение в центре сферы 
при р = О. В этой системе отсчёта обозначим  энергию электронов 
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в; = р2 / (2mo) .  в основном состоянии при т =  о все состояния в про
странстве импульсов, расположенные внутри сферы , заполнены элек
тронами , вне - свободны .  Перенесём электроны из состояния PF - Ь..р 
в состояние PF + Ь..р. При этом энергия системы увеличится на 

(6. 1 . 1 2) 

Энергия W0 всей системы электронов при Т = О является суммой 
кинетических энергий частиц 

Wa = 2:. в;лв;) = 2:. Е1: , 
Р P<PF 

(6. 1 . 1 3) 

так как функция распределения Ферми-Дирака !(Е; ) в этом случае 
равна 1 при \р\ < \PF 1 и О при \р\ > \PF \ . 

Посмотрим как и зменяется значение W0 при отличной от нуля тем
пературе, когда система возбуждена и граница распределения Ферми 
размыта . Представим эту энергию Wт как сумму двух членов 

(6. 1 . 1 4) 

Первый член суммы (6. 1 . 1 4) меньше энергии W0 на  величину 

2::: в; - 2::: в;t = 2::: в; ( l - !) , (6 . 1 . 1 5) 
p<pF p<pF р<рр 

равную э нергии свободных состояний под поверхностью Ферми .  
Второй член суммы (6. 1 . 1 4) описывает увеличение энергии системы 

при переходе электронов в энергетические состояния ,  расположенные 
выше поверхности Ферми .  

Поскольку число свободных состояний с импульсом jpj < )PF ) рав
но числу заполненных состояний с и мпульсом IPI > \PF \ ,  а энергия 
последних превышает энергию первых, размытие поверхности Ферми 
приводит к увеличению энергии системы электронов, так что энергия 
размытого распределения всегда больше W0 на величину 

(6 . 1 . 1 6) 
р P<PF p>pr p<pF 

Таким образом, в рассмотренном случае переход электронов из 
заполненных состояний  с импульсами \р\ < \PF \ в свободные состояния 
с импульсами IP I  > \PF I приводит к уменьшению суммарной энергии 
электронов, расположенных под поверхностью Ферми, а увеличение 
энерги и  происходит за счёт заполнения электронами состояний с им
nульсами IPI > IPF 1 · Энергия электронов в этом случае всегда положи
тельна. 
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Рассмотрим теперь как изменится ситуация, если отсчитывать энер
гию от энергии Ферми 

2 2 
Е = _Е_ - __Ei_ Р 2mo 2mo · 

В этом случае Ер < О при р < PF и ЕР > О при р > PF . 

(6. 1 . 1 7) 

Перенос начала отсчёта энергии в точку Е = EF приводит к двум 
следствиям .  Во-первых, закон дисперсии электронов при малых от
клонениях энергии от EF становится квазилинейным .  Во-вторых, при 
переходах электронов из состояний с Е < EF на состояния с Е > EF 
суммарная энергия электронов с р < PF увеличивается, так как теперь 
энергия электронов с Е < EF отрицательна. 

Энергия всей системы электронов при Т = О 

L Ер = - L IEp l  = -1%. 
p<pF p<J>F 

При Т 1= О энергия системы равна 

(6. 1 . 1 8) 

(6. 1 . 1 9) 

Первое слагаемое по модулю меньше I "YV0 1 .  Следовательно оно опи
сывает увеличение энергии системы электронов (относительно -"YV0) 
на величину 

(6 . 1 .20) 

за счёт образования незаполненных состояний ниже уровня Ферми .  
Таким образом, при отсчёте энергии от уровня Ферми образование 

свободных состояний при IP I < IPF 1 увеличивает энергию основного со
стояния .  

Второе слагаемое в (6. 1 . 1 8) описывает увеличение энергии  в ре
зультате заполнения электронами состояний над поверхностью Ферми .  

Общее увеличение энергии системы электронов в результате раз
мытин границы распределения Ферми равно 

(6. 1 .2 1 )  
p<pr p>]JF 

т. е. описывается двумя процессами :  образованием вакансий под по
верхностью Ферми (р < PF) и появлением электронов в свободных 
состояниях с р > PF· 

При низких уровнях возбуждения (малых отклонениях импульсов 
электронов от фермиевекого импульса) размытие функции распреде
ления JP является практически симметричным относительно уровня 
Ферми .  Поэтому вакантные состояния и заполненные выше уровня 
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Ферми состояния вносят оди наковые положительные вклады в энергию 
возбуждения системы электронов : 

(6. 1 .22) 

Обратим внимание, что вклад в энергию вакансии (р < IPF \ )  опре
деляется модулем 

что эквивалентно записи 
2 р2 

Ер = 2
PF - -2- . то то 

(6. 1 .23) 

(6. 1 .24) 

Из приведённого рассмотрения  следует, что возбуждённое состоя
ние идеального ферми-газа электронов можно описать ,  вводя два типа 
возбуждений,  соответствующих заполненным  выше энергии Ферми 
и свободны м  (ниже энергии Ферми) состояниям .  Первые с импульсом 
р > PF и энергией 2 2 

Еч = L - l.!!_ 
2то 2mo 

nринято называть << частицами•> ,  вторые, с импульсом р < IPF I и энер-
г и ей 2 2 

Е - _l!f____ - _Е_____ а - 2mo 2mo 

- << aнmuч.acmuu,aмu•> .  Энергии <<Частиц>> и <<античастиц>> всегда больше 
нуля. При равновесии числа <<Ч астиц >> и <<анти-
частИЦ>> равны и общая энергия возбуждения Pz 
равняется (суммируются частицы) 

2: Еч + 2: Еа =2 L Еч = 2 L Еа . (6. 1 .25) 

Рассмотрим nроцесс рождения <<Частиц•> и 
<<античастИЦ>> более подробно. Элементарный 
акт возбуждения можно nредставить себе сле
дующим образом (рис. 6 . 1 . 1 ) : электрон внут
ри ферми-сферы приобретает дополнительный 
импульс �р и переходит и з  состояния с им
пульсом р в одно из свободных состояний  вне 
сферы с имnульсом р'. 

Появившийся над поверхностью Ферми 
электрон можно рассматривать как свободную 
<щастии,у>> с зарядом -е, массой m0 , спином 
fl/2 и энергией 

( ')2 2 
Еч(Р') = _Е_ - _l!f____ . 2mo 2то 

Рис. 6. 1 . 1 .  Схема воз
н икновения <<Частиц•> 
(скорость Vч параллель
на импульсу) и <<анти
частиц•> (скорость Va 
антипараллельна им-

пульсу) 

(6. 1 .26) 
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При Р1 - PF «:: PF 
1 

Е ( 1) � 1 Р - PF ( 1 ) ч Р � Р --- = Vч Р - PF , 
то 

(6 . 1 .27) 

где Vч - скорость <<частицы>> ,  направленная параллельна её импуль
су р' . 

В основном состоянии импульс электронного газа равен нулю:  для 
каждого электрона с импульсом р в пределах сферы Ферми имеется 
электрон с импульсом -р. В основном (невозбуждённом) состоянии 
равновесное распределение электронов состоит из взаимно скомпенси
рованных по импульсу электронных пар. Поэтому исчезновение элек
трона с импульсом р и зарядом -е эквивалентно тому, что вся система 
электронов приобретает импульс -р, заряд +е. 

Таким образом , рождение квазичастицы над поверхностью Ферми 
сопровождается изменением энергетического состояния всей системы 
электронов : газ электронов, заполняющий ферми -сферу, приобретает 
импульс -р, заряд +е и спин -n/2. 

Возникновение возбуждённого состояния системы (n - 1) электро
нов можно рассматривать как рождение второй квазичастицы с заря
дом +е, импульсом -р и спином -it/2 ( <<античастицьt>> ) . Описанный 
механизм рождения квазичастиц при возбуждении идеального ферми
газа показывает, что <<ЧастицЫ•> и <<античастицы>> всегда рождаются 
парами. При этом суммарный импульс <<Частицы>> и <<античастицы>> 
всегда равен импульсу, сообщённому системе электронов извне. 

Квазичастицы типа <<античастиц•> имеют импульсы р меньше PF , 
в результате чего их энергия Еа отсчитывается в обратном направлении  

При PF - р «:: PF получим 

2 2 
Еа (Р

) = 2
PF - 2

Р 
. то то 

PF - Р Еа(Р) ';::::; Р-- = Va (PF - р) , то 

(6. 1 .28) 

(6. 1 .29) 

где v3 - величина скорости <<античастицы>> ,  направленной антипарал
лельно её импульсу р. 

Такой отсчёт энергии <<античастицЫ>> объясняется тем, что затрата 
энергии на создание <<античастицЫ>> растёт по мере удаления в глубину 
от поверхности сферы Ферми .  Энергия возбуждённой системы ,  отсчи 
тываемая от  энергии Ef , является суммой энергий всех квазичастиц 
( <<Частиц>> и <<античастиц>>) . В отличие от скорости <<Частицы >> скорость 
<<античастицы>> направлена антипараллельно её импульсу. Это связано 
с тем, что в выбранной системе отсчёта энергия <<античастицы>> отсчи
тывается от энергии Ферми и возрастает при уменьшении модуля её 
импульса . В результате производная дЕа/др отрицательна. 

6. 1 .4. Модель ферми-жидкости. В модели ферми-жидкости 
Ландау элементарные возбуждения  вводятся аналогичным образом 
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на основе предположения о сохранени и  систематики  состояний 
при наличии сильного взаимодействия электронов. Учет последнего 
приводит только к перенормировке - изменению эффективной массы 
элементарных возбуждений - фермневских электронов при отсчете 
энергии от нуля и значений скорости частиц и античастиц va и Vч при 
расчете энергии от Er . Во втором случае Va и v4 в выражениях (6. 1 . 27) 
и (6 . 1 .29) рассматри ваются как некоторые неизвестные величины, 
имеющие размерность скорости .  Формально их можно записать в виде 
va = pr/ma ,  Vч = pr/mч и тем самым  ввести новые параметры та 
и m4 - эффективные массы <•Частицы>> и <<античастицы>> ,  которые 
отличаются от массы т0 свободного электрона в модели ферми-газа. 
Однако из экспериментальных дан-
ных следует, что отличие та и 
тч от rno в результате ферми
жидкостной перенормировки неве
лика и не превышает 5-20 %. 

Закон дисперсии фермневских 
электронов квадратичен ,  а элемен
тарных возбуждений типа <<части
ца>> и <<античастица>> - линеен и 
приведен на рис. 6 . 1 . 2 . 

Сделаем важное замечание . Все pr: р 
квазичастицы типа <•частицы>> и Рис. 6. 1 .2 .  Закон дисперсии <•Ча-
<< античастицьr>> ,  независимо от их стиц>> (ч) и << античастиц>> (а) 
энергии и сорта , имеют одну и ту 
же групповую скорость, близкую по величине к скорости Ферми ,  что 
соответствует одинаковому углу наклона прямых на рис. 6 . 1 .2 , описы
вающих закон дисперсии <•ч астиц>> и <<античастиц>> .  Это обстоятельство 
является следствием того, что в выражениях для энергии <<ЧастиЦ>> 
И <<аНТJ1ЧаСТИЦ>> 

2 2 1 Еч (Р) = 2
Рч - 2

PF = -2 - (Рч - PF ) (Рч + PF ) , (6. 1 .30) 
то то то 

2 2 1 Еа (р) = _.Е!:.... - � = - (PF - Рч) (Рr + Рч ) , (6. 1 .3 1 )  
2.rno 2то 2то 

вторые скобки полага·лись равными одной и той же величине 2р' (так 
как р' � pr) ,  несмотря на то, что всегда IPa l  < !Рч l · Однако, поскольку 
различие модулей импульсов «Частиц�  и «античастиц� мало по срав
нению с их абсолютной величиной (составляет �10-3) , пренебрежение 
различием IPa 1 и IРч 1 не вносит заметной ошибки в величины энерги и  
квазичастиц .  

Возможность рассмотрения фермневских электронов (электронов 
С энергией rvEr И импульсом "'PF) И <<ЧаСТИЦ>> И <<аНТИЧаСТИЦ>> как 
почти идеального газа элементарных возбуждений  основывается на 
том , что изменение энергии электронов 6.е в металлах при различных 
физических воздействиях обычно очень мало по сравнению с энергией 
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Ферми, составляющей несколько эВ .  Например, приращение энергии 
электрона в электрическом поле Е на длине свободного пробега l 
равно !e (El ,  что обычно не превышает 1 0-4- ! О-6 эВ .  При движении 
электрона в магнитном поле В энергия в классическом приближении 
вообще не изменяется .  Изменение энергии в магнитном поле, связанное 
с квантовыми эффектами ,  равно tLwc = f!eB/rn0 и в полях rv l 02 Тл не 
превышет I0-3 энергии Ферми .  При взаимодействии с колебаниями 
решётки энергия электронов изменяется на величину rvkвT, что со
ставляет 0,03 эВ при комнатной температуре. Следовательно, даже при 
1000 К отношение kвТ / EF не превышает 0,02.  

Приведённые оценки показывают, что условие �Е « EF обычно 
выполняется, так что во взаимодействии с внешними полями при
нимает участие лишь небольшая часть электронов, расположенных 
в узком энергетическом слое около поверхности Ферми .  Поскольку 
число возбуждённых электронов мало, их можно рассматривать как 
квазиидеальный газ .  Возбуждённые состояния в этом случае удобно 
называть фермневскими <<электронами>> .  

Первый способ введения элементарных возбуждений удобен при 
рассмотрении кинетических эффектов в металлах и полупроводниках, 
так как здесь рассматриваются элементарные возбуждения как ре
альные электроны с зарядом -е, спином l /2, импульсом р, энергией 
Е = р2 /(2m* ) и массой т* "' т > О. Поскольку ч исло фермневских 
электронов мало , их можно рассматривать как квазиидеальный элек
тронный газ .  

Второй способ введения элементарных возбуждений можно назвать 
термодинамиrtеским. Он удобен при описании термодинамических 
параметров системы и всех процессов, связанных с переносом энергии .  
В этом приближении  возбуждения основного состояния ферми-жидко
сти рассматриваются как коллективные возбуждения всей электронной 
системы как целого . Здесь все частицы и античастицы имеют одну и ту 
же скорость не зависимо от величины их импульсов . Очевидно, что та
кое приближение является недостаточным для описания электрических 
и гальваномагнитнгых свойств системы, при которых определяющими 
являются именно малые добавки к фермиевекой скорости , которые 
в модели частиц и античастиц не учитываются . 

§ 6.2 . Квазичастицы на дырочной поверхности Ферми 

Рассмотрим теперь дырочную поверхность Ферми .  Как указыва
лось выше, дырочная поверхность Ферми ограничивает незаполненную 
электронную область в пространстве импульсов, окружающую точку 
в пространстве импульсов, в которой энергия имеет максимум.  В ос
новном состоянии ,  т. е. при Т = О, функция вероятности заполнения 
электронных состояний меняется скачками от О внутри поверхности 
до 1 вне неё (рис . 6 . 2 . 3 ) .  
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Если на поверхности электронного типа <•частица>> имеет заряд - е, 
rn4 > О, <• античастица•> +е, тпа < О, то на поверхности дырочного типа 
параметры <<ч астицы•> будут -е, m4 < О ,  
<<античастицы•> - +е, тпа > О. Pz 

Как и ранее, будем строить возбуж-
дённое состояние, перемещан электроны, 
расположенные вблизи поверхности , из за
нятых состояний на свободные внутри по
лости .  Напомним, что в отличие от по
верхности Ферми электронного типа, эф
фективная масса фермневских электронов Рис. 6 . 2 . 1 .  Дырочная по-
на замкнутой дырочной поверхности отри- верхиость Ферми 
цательна. Перенесём электрон с импуль-
сом р 1  из точки 1 в точку 2.  В точке 2 появляется квазичастица 
с импульсом pz , зарядом -е, энергией Еч (Р) = PF (Pz - PF )/mч > О. Так 
как дырочная поверхность Ферми окружает точку в зоне Брюллюэна, 
в которой энергия имеет максимум, энергия электрона при его переносе 
из точки 1 в 2 увеличивается. Увеличение энергии при уменьшении  
модуля импульса означает, что эффективная масса частицы отрица
тельна. В приведённой формуле pz - PF < О, PF > О, Е(р) > О  и mч < О, 
так же как эффективная масса фермневских электронов . Скорость ква
зичастицы v = дЕjдр4 = PF /mч = -PF/ \mч \ направлена по внутренней 
нормали к поверхности Ферми .  

Одновременно вся  область заполненных состояни й  приобретает за
ряд +е, импульс -р, ,  энергию Еа (Р) = PF (PF - Pt )/ma . Здесь \Pt \  "" rv IPF \ .  PF - Pl > о и ma > О .  Таким образом, для поверхностей ды
рочного типа элементарные возбуждения типа <<частица•> имеют также 
заряд -е, но отрицательную эффективную массу. У <<античастиц•> 
эффективная масса ma > О и заряд +е. 

§ 6.3. Время жизни квазичастиц 

Состояние ферми-жидкости в возбуждённом состоянии при нали
чии квазичастиц не является стационарны м  состоянием системы .  По
этому оно должно затухать со временем благодаря переходу частиц 
в другие состояния .  Волновая функция квазичастицы 

ехр [i(wt - kr)] ехр ( -�) = ехр [i { E�)t - Р; }] ехр ( -�) (6 .3 . 1 )  

содержит диссипативный м ножитель ехр ( -t/т) , где т - время релак
сации (время жизни) квазичастицы . 

О квазичастице имеет смысл говорить лишь в том случае, когда 
связанная с временем жизни квазичастицы неопределённость энергии 
!t/т «:: Е(р) . При выполнении  этого условия затуханием волновой 
функции можно пренебречь .  Тогда волновая функция квазичастицы 
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становится плоской бегущей волной, т. е. квазичастицы можно рассмат
ривать как слабо неидеальный газ. 

Оценим величину т. Очевидно, что время жизни квазичастицы т 
обратно пропорционально вероятности VV перехода квазичастицы из 
одного состояния в другое. 

Для оценки VV достаточно рассмотреть такие процессы ,  при ко
торых во взаимодействии участвуют только две частицы (процессы 
первого порядка по взаимодействию).  Электрон , возбуждённый в со
стояние с импульсом р1 вне сферы Ферми ,  может взаимодействовать 
с электроном в состоянии с импульсом р2 внутри сферы Ферми,  в ре
зультате чего, согласно принципу Паули ,  обе частицы должны перейти 
в состояния р� и р� вне сферы Ферми .  Закон сохранения импульса при 
этом имеет вид р1 + р1 = р� + р� . Из квантовой механики известно, 
что эта вероятность пропорциональна квадрату константы 'У взаимодей
ствия между частицами и произведению числа квазичастиц на число 
свободных состояний ,  в которые квазичаспщы могут переходить после 
рассеяния .  Обе эти величины пропорциональны ширине области раз
мытости распределения Ферми,  т. е .  Pl - PF ' так что vv rv "(2 (р , - PF? .  
Время жизни т частиц (время релаксации) обратно пропорционально 
вероятности рассеяния 

2 
Vf 

Отсюда следует, что неопределённость энергии квазичастиц 

(6 .3 .2) 

/J.E4 ;:::::: !:. rv il')'2:�(p) (6.3 .3) Т F 
меньше Еч (р) только при достаточно малой разности импульсов 
fp - PF I · По мере удаления от поверхности Ферми затухание квазича
стиц возрастает, и при больших значениях fp - PF I понятие квазича
стиц теряет смысл . В слабо неидеальном газе с очень малой константой 
взаимодействия 'У величина r�;т может быть много меньше Е(р) и при 
р - PF ;:;:: PF· Это означает, что описание идеального ферми-газа в тер
минах квазичастиц идентично описанию в терми нах составляющих его 
частиц при любых уровнях возбуждения  системы .  

Таким образом, квазичастицы как элементарные возбуждения фер
ми-жидкости, для которых справедливо ус.повие Е(р) » r�jт, суще
ствуют только при fp - PF 1 « PF . Времена жизни квазичастиц быстро 
уменьшаются при увел ичении их импульса. Эта особенность квази
частиц в ферми-жидкости связана с большой величиной константы 'У 
взаимодействия составляющих жидкость частиц . Именно это не позво
ляет в жидкостной модели реализовать высокие уровни возбуждения,  
сохраняя представление о квазичастицах . Если в идеальном газе ква
зичастица при 'У --+ О, по существу, идентична электрону и имеет закон 
дисперси и  Е(р) = р2 /(2m0) - EF (O) при л юбых значениях импульса (он · 
сводится к выражению Е(р) = vч (Р - PF) только при \р - Pr l  « Pr) , то 
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квазичастица в модели ферми-жидкости не имеет ничего общего с ча
стицами жидкости. Она может быть описана при помощи закона дис
персии Е(р) � Vч (р - PF )  только при весьма малых значениях IP - PF I ·  
В газовой модели (при исчезающе малой константе взаимодействия 1) 
при высоких уровнях возбуждения число квазичастиц сравнивается 
с общим числом частиц в системе и квазичастица становится идентич
ной обычному электрону в возбуждённом состоянии .  В модели ферми
жидкости при высоких уровнях возбуждения представление о газе 
квазичастиц теряет смысл, и мы приходим к исходной системе сильно 
взаимодействующих частиц, которую нужно рассматривать строго без 
каких-либо упрощений .  

При низких уровнях возбуждения ферми-жидкости (пока ч исло 
квазичастиц мало) квазичастицы слабо взаимодействуют друг с другом 
и образуют слабо неидеальный газ элементарных возбуждений .  Таким 
образом ,  элементарные возбуждения можно рассматривать как раз
реженный <<Пар•> над поверхностью ферми-жидкости, взаимодействие 
между частицами которого достаточно мало. Энергия возбуждения 
системы при этом складывается из энергий отдельных квазичастиц. 

В равновесной ферми-жидкости , при конечной температуре ,  к ва
зичастицы имеют энергию порядка kвТ. Неопределённость энергии 
iL/т при этом имеет порядок r2 (kвT)2/ EF и достаточно мала при 
выполнении неравенства kвТ « EF· Отсюда следует, что концепция 
квазичастиц ,  в действительности, применима к металлам при любых 
температурах вплоть до температуры плавления, ибо EF / kв по порядку 
величины составляет ( 1  04- 1 05) К .  

Заметим, что несмотря н а  то, что <<Частицы•> и <<античастицы•> рож
даются парами ,  когда элементарных возбуждений достаточно много, 
слабо неидеальные газы <<частиц•> и <<античастиц•> можно рассматривать 
независимо. 

§ 6.4. Электрон в поле периодического потенциала 
кристаллической решётки 

Важно подчеркнуть , что квадратичный закон дисперсии квазича
стиц является следствием изотропнести ферми-жидкости, т. е .  сфери
' !еской формы поверхности Ферми .  Полученная модель  позволяет ис
ходить при построении энергетического спектра металлов из одноэлек
тронного приближения,  т. е .  рассматривать движение одной свободной 
• 1 астицы в периодическом поле кристаллической решётки .  

Взаимодействие квазичастицы с решёточным потенциалом изменяет 
нерваначальный квадратичный закон дисперсии :  в результате этого 
взаимодействия формируется сложный многозонный  энергетический 
спектр . При этом оказывается возможным проследить ,  как исходны й  
I<Вадратичный закон дисперсии квазичастицы преобразуется в спектр 
частицы в кристаллической решётке. Поскольку квазичастицы не вза-
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имодействуют между собой, построенный таким образом спектр явля
ется спектром для всех квазичастиц с энергией Е ;:::::: Ef . 

6.4. 1 .  Адиабатическое приближение. Прежде всего, обратим 
внимание на то, что в результате большой величины энергии Ферми 
скорость электронов , расположенных на поверхности Ферми, весьма 
велика и составляет около 1 06 м/с. Эта скорость значительно превы
шает скорость движения ионов в решётке, которую можно оценить 
по формуле Vзв = vЛ. Минимальная длина волны составляет прибли
зительно удвоенное расстояние между атомами Л =  2а ,..., 1 0-9 м ,  при 
предельной частоте колебаний v ::::о 1 0 1 2 Гц Vзв ;:::::: 1 03 м/с. 

Бо.nьшое различие в скоростях движения электронов и ионов позво
ляет использовать, при рассмотрении взаимодействия электронов с ре
шёткой, так называемое адиабатическое приближение. Смысл адиаба
тического приближения заключается в предположении ,  что движение 
электронов определяется мгновенным расположением ионов , тогда как 
на движение последних влияет лишь пространственное распределе
ние электронного заряда , усреднённое за период времени ,  превосходя
щий характерные для электронов временные интервалы (характерным 
для электронов временным интервалом может считаться время 
1 0- 16 с, за которое фермиевекий электрон, имеющий скорость VF ;:::::: 
;:::::: 1 06 м/с, проходит расстояние :::::о 1 О- 10 м ,  т. е. порядка размера 
элементарной ячейки кристалла) . 

Распределение электронного заряда перестраивается в соответствии 
с медленным движением ионов , адиабатически следуя за ним .  Поэтому 
в первом приближении можно рассматривать ионы как неподвижные. 
При этом взаимодействие электронов с решёткой складывается из рас
сеяния электронов на периодическом потенциале неподвижных ионов 
V(r) , поляризации решётки движущимиен электронами и рассеянии 
электронов на фононах . 

6.4.2.  Теорема Блоха. Периодический характер решёточного по
тенциала V(r) приводит к условию трансляционной инвариантности 
для волновой функции электрона 

I 1/J(r) l 2 = 11/J(r + a) i2 , (6 .4 . 1 )  

где вектор а = n1 ax + n2ay + n3az строится и з  векторов основных 
трансляций в решётке ах , ау , az ;  n 1 , n2 , nз - целые числа. 

Условие (6 .4 . 1 )  соответствует тому, что плотность вероятности на
хождения  электрона представляет собой периодическую функцию с пе
риодом решётки .  Иными словами ,  условие (6.4 . 1 )  означает, что точки  
r ,  r + а в решётке физически эквивалентны .  

Как и прежде, влияние границ кристалла можно учесть введением 
' 

циклических граничных условий, которые эквивалентны периодическо- · 
му повторению кристалла во всех направлениях. 
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Волновые функции 'lj; (r) и 'lj; (r + а) удовлетворяют уравнению Шрё
дингера [- 2n� \72 + V(r)] 'lj; (r) = E'lj;(r) , (6 .4 .2) 

где самосогласованный периодический решёточный  потенциал V(r) = 
= Vie (r) + Vee (r) ; Vie(r) - потенциал взаимодействия электрона с иона
ми; Vee (r) - эффективный потенциал, описывающий усреднённое дей
ствие всех остальных электронов на данный .  Соотношению (6.4 . 1 )  
удовлетворяет волновая функция 

I 'Ф (r + a) i = С( а) 1'1/J(r) l .  (6.4.3) 

При условии (6.4. 1 )  
IC(a) i 2 = 1 .  (6.4 .4) 

Переход из точки r в точку r + а  можно совершить либо непосред
ственно, либо путём двух последовательных трансляций на векторы а' , 
а", удовлетворяющие условию а = а' + а" . Волновую функцию 'lj;(r + 
+ а) в этих случаях можно представить либо как 

'lj;(r + а) = C(a) 'lj; (r ) ,  (6 .4 .5) 

либо как 
'lj; (r + а) = C(a')C(a")'lj; (r) . (6 .4 .6) 

Отсюда следует, что 
С(а) = С(а')С(а") .  (6.4. 7 )  

Условию (6.4 .7)  при  учёте (6 .4 .4) удовлетворяет функция вида 

С( а) = ехр (ika) , (6.4 .8) 

где k - некоторый действительный вектор. 
Итак ,  при сдвиге аргумента на вектор а волновая функция преоб

разуется следующим образом:  

'1/Jk (r + а) = ехр (ika) 'Фk (r) . (6.4. 9) 

Индекс у волновой функции указывает вектор k, которому она соот
ветствует. 

Условию (6.4 .9) удовлетворяет также функция более общего вида 

'Фk (r) = uk (r) ехр (ikr) .  (6.4 . 1 О) 

Сдвигая аргумент этой функции на а и сравнивая полученное выра
жение с исходным с учётом (6.4 .9) ,  легко убедиться, что функция uk 
(r) также является периодической с периодом основн ых трансляций 
решётки 

(6.4. 1 1 ) 

Тот факт, что волновую функцию электрона в кристалле можно 
:�аписать в виде (6.4 . 1 0) ,  является общим следствием трансляционной 
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симметрии решётки и составляет содержание теоремы Блоха . Таким 
образом, волновая функция электрона в кристалле имеет вид плоской 
волны ,  промодулированной с периодом решётки (см . (6.4 . 1 0) ) . 

§ 6.5. Квазиимпульс фермиевекого электрона 

Во-первых, как указывалось в п. 6 . 1 . 1 ,  импульс фермиевекого 
электрона в кристалле, в отличие от импульса свободного электрона, 
может принимать только дискретные значения,  кратные 2пn/ L, где 
L - размер кристалла в данном направлении .  Так как L всегда много 
больше периода кристаллической решётки,  то разрешённые значения 
импульса образуют квазинепрерывный спектр . 

Во-вторых, импульс определяется неоднозначно. Это свойство им
пульса является следствием трансляционной инвариантности решётки .  
Рассмотрим одно из направлений  основных трансляций в решётке, 
например направление, задаваемое вектором Ь. Период решётки в этом 
направлении равен fbf = Ь. Введём вектор k', отличающийся от волно
вого вектора k на величину вектора обратной решётки g = n1 2пbjb2 
(см. 1 .3 . 14 ) , где n1 - любое целое число 

k1 = k + g = k + 21Г�! ь .  
ь 

Заменим в (6.4.9) вектор k на k' - g и а на п 1 Ь. Тогда, 

(6 .5 . 1 )  

1/!k' (r + n1b) = ехр [i ( k' - 2пп1 �) n 1b] 1/Jk' (r) = 

= exp (ik'n1 b) exp (-i2пnт�:) 1/!k' (r) . (6.5 .2) 

Поскольку квадрат целого числа является также целым  ч ислом , то 

ехр ( -i2ппт �) = ехр ( -i2ппт ) = 1 (6 .5 .3) 

и 
(6 .5 .4) : 

Соотношение (6.5.4) означает, что и зменение волнового вектора фермн
евского электрона на вектор g и ,  соответственно, его импульса р = itk 
на 2пnbn 1 jb2 (при р 11 Ь, на 2пп 1Ь) не  меняет соотношения (6 .4.9) . Та
ким образом ,  волновые векторы k и k ± n1 2пbjb2, а также импульсы р 
и р ± n 1 2пnbjb2 физически эквивалентны ,  т. е .  соответствуют одному 
и тому же физическому состоянию,  и ,  следовательно, одной и той же 
энергии электрона в кристалле. Чтобы подчеркнуть отличие импульса · 
электрона в решётке от импульса свободного электрона принято им
пульс фермиевекого электрона в кристалле называть квазиимпульсом.  
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§ 6 .6. Зоны Бриллюэна 

Физически различные значения проекций квазиимпульса на на
правление одной из основных трансляций (например, ах ) в решётке 
заключены  в интервале шириной 21Гh/ах . Сдвиг  в этом направлении  
на  21ГrLJax не  меняет физической ситуации. Поэтому, энергия фермиев
екого электрона в решётке вдоль направлений  основных трансляций ai 
(i = х, у, z) становится периодической функцией квазиимпульса с пе
риодом 21ГfL/ai . 

Поскольку квазиимпульсы р и -р физически эквивалентны ,  то 
интервал, содержащий физически неэквивалентные значения проек
ций квазиимпульсов, должен располагаться симметрично относитель
но начала координат в пространстве квазиимпульсов , наnример для 
направления ai от -1Гrljai до 1rhjai . В случае одномерной решётки 
с периодом ,  равным а, интервал квазиимпульсов от -1ГrLjai до 1rnjai 
называется первой зоной Бриллюэна . Вторая зона Бриллюэна распо
ложена симметрично по отношению к первой зоне и по отношению 
к началу координат и включает в себя два интервала от -21rhja 
до -1rhja и от 1rnja до 21rnja (рис. 6.6. 1 ) ; третья зона Бриллюэна 
включает в себя интервалы от -З1rhja до -21Гnja и от 21rnja до З1rhja 

r Зона 2 , ,--- Зона 1 -----, r Зона 2 , 

о а а а а 
Рис. 6.6. 1 .  Первая и вторая зоны Бриллюэна одномерной решётки с периодом а 
и т. д. Суммарный интервал , соответствующий зоне Бриллюэна любого 
номера, всегда равен 21Гh/а . 

Для двумерной плоской решётки с размерами кристалла Lx и Ly 
и с двумя основными векторами трансляций ах и ау компоненты 
квазиимпульса вдоль осей х и у могут принимать только дискретные 
значения из наборов Рх = 21Гhnx/ Lx и Ру = 21Гhn11/ L11 (nx , n11 - целые 
числа) .  

Зоны Бриллюэна можно строить как в пространстве квазиимпуль
сов р, так и в пространстве волновых векторов k = pjh. Физически 
различные значения компонент квазиволнового вектора kx расположе
ны в интервале от -1Г J ах до 1Г J ах , а компонент ky - в и нтервале 
от -1rjay до -1Г/ау . Эти условия определяют набор векторов, про
ведённых из начала координат в вершины ячеек размерами 21Г J Lx 
и 21Г J Ly по осям kx и ky , построенных внутри прямоугольника с раз
мерами 1Г J ах и 1Г J ау . Внутри прямоугольника площадью ( 1Г /ах ) ( 1Г J ау) 
(рис. 6.6 .2 ,  а) расположены все физически различные квазиволновые 
векторы электрона для плоской прямоугольной решётки. Этот прямо
угольник называется первой зоной Бриллюэна для такой решётки. 

Аналогичное построен ие показывает, что первая зона Бриллюэна  
для nростой nрямоугольной трёхмерной решётки с периодами основных 
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а 
Рис. 6.6 .2 .  а) Первая зона Бриллюэна двумерной прямоугольной решётки с 
периодами основных трансляций ах и ау; 6) первая зона Бриллюэна решётки 
с примитивной элементарной ячейкой с векторами основных трансляций ах , 

ау , az ( [ах [ # [ау [ # [az [ ;  углы между векторами равны 90°) 

трансляций ах , ау и az является параллелепипедом ,  ограниченным 
плоскостями kx = ±п/ах , ky = ±п/ау , kz = ±п/аz (рис. 6 .6 .2 ,  6) . 

В пространстве квазиимпульсов состояния  электронов распределе
ны с постоянной плотностью Vj(2пft)3, где V - объём кристалла. Эле
ментарный объём в пространстве квазиимпульсов , соответствующий 
двум электронам с противоположно направленными спинами , состав
ляет (2пft)3 jV. 

Чтобы не быть связанным с конкретным кристаллом определённого 
объёма ,  все соотношения обычно записываются для кристалла единич
ного объёма (V = 1 ) .  В этом случае на одно состояние в пространстве 
квазиимпульсов приходится объём, равный  (2пft)3. 

Таким образом,  если в пространстве квазиимпульсов электроны 
занимают объём 6,  то их концентрация n в обычном пространстве 
равна 

26. n = ---
(2пtt)3 · 

(6.6. 1 )  

В формуле (6.6. 1 )  учтено двукратное вырождение по спину каждого 
электронного состояния.  

Посмотрим теперь, чему соответствуют значения  волновых векторов 
электрона, определяющие положение границ зоны Бриллюэна. Пусть 
электрон с волновым вектором k движется в решётке в направлени и  
вектора трансляции ai . Период решётки в этом направлении  равен а; . 
Предположим ,  что взаимодействие электрона с каждым отдельным 
ионом очень мало. Это означает, что nри распространении электронной 
волны в периодической системе амnлитуда отражённой от каждого 
иона волны  много меньше амплитуды падающей . Однако, вследствие 
того , что ионов в решётке очень много и отражения многочисленны, 
существенную роль играют фазовые соотношения между отражёнными 
волнами.  
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между ионами ,  то разности фаз между волнами,  отражёнными от 
соседних ионов, малы .  В этом случае взаимодействие электронной 
волны с решёткой в целом остаётся малым (порядка взаимодействия 
с отдельным ионом) и электрон ведёт себя как квазисвободный .  

Однако, при условии пiЛв = 2ai , где ni  - целое число, разность фаз 
отражённых волн будет составлять ч исло, кратное 27r.  При этом отра
жённые от различных ионов волны находятся в фазе друг с другом,  
а их амплитуды складываются . Вследствие этого даже при достаточно 
малой амплитуде волны,  отражённой от одного иона, произойдёт пол
ное отражение электрона от решётки .  Иными словами ,  при условии 
пiЛв = 2ai электронная волна не может распространяться в решётке. 

Условие полного отражения совпадает с известны м  соотношением 
Вульфа-Брэгга для дифракции электромагнитных волн в кристалле . 
Если записать его для волнового вектора электрона \k \ = 27r/Лв , то 
мы  получи м  не что иное, как уравнение, определяющее границу зоны 
Бриллюэна в k-пространстве 

(6 .6 .2) 

Таким образом, границы зон Бриллюэна соответствуют таким зна
чениям волновых векторов (или импульсов) электрона, при которых 
электронная волна не может распространяться в решётке. По мере 
приближения к границе зоны Бриллюэна (при увеличении  \k l )  бегущая 
электронная волна всё более тормозится решёткой и для граничных 
значений  k становится стоячей, а компонента групповой скорости вол
ны \vgln = (дЕ/др)п. нормальная к границе зоны Бриллюэна , обра
щается в нуль .  Эта особенность взаимодействия электрона с решёткой 
лежит в основе принципиального различия между динамикой электро
на в металле и динамикой свободного электрона .  

6.6. 1 .  Зоны Бриллюэна двумерных решёток. Границы зон 
Бриллюэна для двумерного или трёхмерного кристалла являются соот
ветственно теми прямыми или плоскостями в р-пространстве, на кото
рых обращается в нуль нормальная составляющая групповой скорости 
электрона (vg)п = (дЕ/др)п· Поэтому, чтобы построить 1 -ю ,  2-ю, 3-ю 
и следующие зоны ,  необходимо прежде всего найти в импульсном 
пространстве все возможные семейства плоскостей ,  на которых ( v g )п 
обращается в нуль .  При построении  таких плоскостей удобно посту
п ить следующим образом :  рассматривать последовательно семейства 
эквидистантных плоскостей ,  образованных атомами кристалла, начи
ная с семейств, соседние плоскости которых наиболее удалены друг 
от друга, и переходя к семействам со всё более коротким периодом ai 
(расстоянием между соседними плоскостями  семейства) .  

Для каждого семейства в реальной решётке (в г-пространстве) 
рассматривается плоская волна, распространяющаяся по направлению 
перпендикуляра ai/ \ai \  к плоскостям семейства.  Значения волновых 

7 Н.Б. Б андт, В.А.  К льбачинский 
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векторов kп в этом направлении ,  которые определяют в р-пространстве 
положение плоскостей разрыва энергии (отражающих плоскостей) ,  на
ходятся из условия Вульфа-Брэгга 

откуда 

пЛ" = 2а; , где n =  1 , 2 , 3 ,  . . .  

_ ± 1rhn Рп - -- . а; 

(6.6.3) 

(6.6.4) 

Таким образом , каждому семейству эквидистантных атомных плос
костей в кристалле соответствует семейство параллельных ему отра
жающих плоскостей в р-пространстве, которые задаются значениями 
импульсов Рп = ±JГГmja; в направлении единичного вектора a;/ l a; l .  

Для демонстрации  метода построения плоскостей разрыва энергии ,  
изложенного выше, и конструирования из них  границ зон, рассмотрим 
двумерный кристалл с плоской квадратной решёткой, имеющей период 
а (рис. 6 .6 .3 ,  а) . 

у t 
ky �'l'' f y  ' ' ' ' ', ' 

k" 
1--х 
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___g.___ 

' ' ' ' iiз ' ' . / ' ' ' ' ' ' ' ' r� 
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� 
', ' _;, . / ' ' ' \,/' х �·< ',, / - >... ·  /' ' . --- / ' ' ' ' ' / / ' ' ' ' ' ' ' 

27Г 7Г 

а б в 

Рис. 6.6.3 . а) Плоская квадратная решётка с периодом а; б) эквидистантные 
семейства линий на расстоянии а1 = а, а2 = а/2 1 12, аз = а/5112 ; в) линии раз
рыва энергии в k-пространстве от параллельных цепочек атомов, расположен-

ных на расстоянии а; 

Рассмотрим вначале семейства эквидистантных линий ,  расположен
ных на максимальном расстоянии  друг от друга. Таких семейств два: 
одно состоит из линий, перпендикулярных оси х (расстояние между 
ними а1 = а); другое образовано л иниями ,  перпендикулярными оси у 
(рис. 6 .6 .3 ,  6) . Легко убедиться , что других семейств с периодом а не 
существует. Затем следуют два семейства линий ,  расположенных на 
расстояниях а2 = а/2112 друг от друга (диагональные штриховые линии 
на рис.  6 .6 .3 ,  6) . Далее идут четыре эквивалентных семейства прямых.  
Одно из этих семейств изображено на рис .  6 .6 .3 ,  б штрихпунктирными 
линиями .  Образующие его прямые проходят на расстояниях а3 = а/51/2 
друг от друга . 

Рассмотрим одно из построенных семейств , в котором эквидистант
ные линии проходят на расстояниях ai друг от друга . Пусть электрон 
с волновым  вектором k; движется перпендикулярно линиям этого се-
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мейства. При значениях вектора ki  = ±7rn/ai нормальная компонента 
скорости (v g )п обращается в нуль .  Эти значения волнового вектора 
определяют в данном направлении положения границ зон Бриллюэна. 

Выберем в k-пространстве начало координат и проведём через него 
линию, параллельную вектору ki . Отметим точки ±1rnjai на этой 
линии и проведём через них перпендикулярные прямые (рис. 6.6 .3 , в) .  
Эти прям ые и будут границами зон Бриллюэна. У всех векторов , 
проведённых из начала координат в k-пространстве в любую точку 
на этих линиях, их проекция на выбранное направление ki равняется 
±1rnjai . Чем больше расстояние ai между эквидистантными линиями,  
тем ближе к началу координат в k-пространстве расположены границы 
зон. Так как первой зоной Бриллюэна называется площадь (в трёхмер
ном случае - объём) в k-пространстве, ограниченная совокупностью 
прямых ( плоскостей) ,  на которых (v g)n = О , наиболее близко располо
женных к началу координат, то для её построения  нужно прежде всего 
рассматривать семейства эквидистантных прямых в исходной решётке, 
расположенных друг от друга на наибольшем расстоянии .  

Таким образом, построение первой зоны Бриллюэна для решётки ,  
показаиной на рис .  6 .6 .3 ,  а,  необходимо начать, используя два взаимно 
перпендикулярных семейства линий с максимальны м  расстоянием меж
ду ними ,  равным  периоду решётки а. Рассмотрим волновые векторы 
электрона, ортогональные каждому из таких семейств (на рис. 6 .6 .3 ,  а 
это векторы kx и k11) .  

Через начало координат в k-пространстве проводим прямые, парал
лельные векторам kx и k11 • Перпендикулярно этим прямым проводим 
линии через точки ,  соответствующие значениям волнового вектора 
ki = ±1rnja, где n = 1 ,  2, 3, . . .  Отметим ,  что эти линии  параллельны 
выбранным семействам эквидистантных линий в решётке кристалла, 
но расстояние между ними обратно пропорционально а (рис. 6.6.4, а) . 
Проведённое построение эквивалентно построению ячейки Вигнера
Зейтца обратной решётки (см. гл . 3 ,  рис. 3 .6 .5 ,  а), т. е. первая зона 
Бриллюэна является ячейкой Вигнера-Зейтца обратной решётки .  

Следующие два семейства эквидистантных линий с периодом, рав
ным а/2112 (диагональные семейства на рис. 6.6.3, б и 6 .6 .4 ,  6) , дадут 
линии в k-пространстве, расположенные под углом 45° к построенным 
выше и проходящие на расстояниях ±v'2 1r /а от начала координат 
(рис. 6 .6.4, в). 

Аналогично строится совокупность линий ,  соответствующих четы
рём семействам эквидистантных линий ,  имеющих период aj/5 и т. д. 

Продолжая построение далее, можно нанести в k-пространстве все 
возможные линии ,  всё более и более удалённые от начала координат по 
мере уменьшения периода порождающих их семейств эквидистантных 
линий. Однако, как станет ясно из дальнейшего, построение большого 
числа различных семейств таких линий разрыва энергии не имеет 
практического смысла. 

7* 
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Рис. 6.6 .4 .  а) Первая зона Бриллюэна плоской квадратной решётки,  изобра
жённой на рис. 6.6.3 , а; б) два семейства эквидистантных линий,  проходящих 
через узлы решётки на расстоянии а (максимальное расстояние) и на расстоя
нии a(z i l2 ;  в) линии в k-пространстве, проходящие на минимальном удалении 
±1rja от начала координат (образуют первую зону Бриллюэна) и на расстоя-

нии ±7Г2112 /а (ограничивают вторую зону Бриллюэна) 

Приступим теперь к конструированию зон Бриллюэна. Как было 
указано, первая зона Бриллюэна представляет собой площадь , ограни
ченную совокупностью линий ,  на которых (v g )п = О, наиболее близко 
расположенных к началу координат. Вторая зона Бриллюэна есть со
вокупность площадей, прилегающих к границам первой зоны и равных 
по площади первой зоне . Аналогично третья зона состоит из площадей,  

Рис .  6 .6 .5 .  Первые шесть зон Брил-
люэна плоской квадратной решётки. 

Кружки - узлы обратной решётки 

прилегающих к границам второй 
зоны, равных по площади второй 
зоне, и т. д. 

Первые шесть зон Бриллюэна 
для двумерной квадратной решёт
ки показаны на рис . 6 .6 .5 .  Это 
так называемая схема расширен
ных зон Бриллюэна. Горизонталь
ной штриховкой обозначена пер
вая зона, не заштрихована - вто
рая зона , вертикальной штрихов
кой показана третья зона, штри
ховкой под углом 45° - четвёртая 
зона, пятая зона закрашена в чёр
ный  цвет, шестая зона оставле
на незаштрихованной. Зоны ста
новятся многосвязными начиная 
со второй . Каждая последующая 

зона Бриллюэна прилегает к границам предыдущей и равна ей по 
площади . 

6.6.2.  Первая зона Бриллюэна ГЦК-решётки. Принцип по
строения зон Бриллюэна в трёхмерном случае аналогичен описанно-
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му и сводится к нахождению совокупности плоскостей ,  на которых 
(v g)n = О в k-пространстве и к классификации (по зонам )  областей , 
ограниченных этими плоскостями .  

Построим первую зону Бриллюэна для гранецентрированной куби
ческой (ГЦК) решётки .  Подробную решётку имеют, например, золото , 
серебро, медь. В этом случае семейства эквидистантных плоскостей , 
проходящих на максимальном удалении друг от друга, образуются 
плоскостями ,  расположенными на расстояниях а/ j3 (две такие плос
кости выделены штриховкой на рис. 6 .6 .6 ,  а) . Каждая из таких плос-

а б се 
Рис. 6 .6 .6 .  а) Одно из четырёх эквивалентных семейств параллельных плоско
стей плоскостей на максимальном расстоянии а/3112 друг от друга в решёт
ке ГЦК. Точками обозначены атомы в узлах решётки . 6) Построение первой 
зоны Бриллюэна (кубооктаэдра, состоящего из 6 квадратов и 8 шестигранни
ков) решётки ГЦК. Светлые кружки - узлы обратной решётки . в) Вторая зо-

на Бриллюэна 

костей содержит в себе диагонали трёх граней куба,  имеющих одну 
общую вершину. Семейств с периодом аj)З четыре .  В пространстве 
волновых векторов они дадут восемь плоскостей разрыва энергии ,  
отстоящих на j3 тr /а  от  начала координат. Вторая группа семейств 
эквидистантных плоскостей имеет период а /2 (а /2 < а/ j3 ) и состоит 
из граней куба и параллельных им плоскостей ,  проходящих через цен
тральные атомы граней . Эти семейства в k-пространстве дадут шесть 
плоскостей , перпендикулярных осям kx , ky. kz и отстоящих от начала 
координат на расстоян ие 2тr /а. 

Восемь плоскостей первого типа (с периодом 2тг)З /а) и шесть 
плоскостей второго (с периодом 4тr /а) , пересекаясь между собой, 
ограничивают объём первой зоны Бриллюэна для кубической гра
нецентрированной решётки ,  которая представляет собой кубаоктаэдр 
(рис. 6 .6 .6 ,  б) . Выбирая семейства эквидистантных  плоскостей с перио
дом, меньшим а/2, и строя соответствующие им поверхности в k-про
странстве,  можно сконструировать примыкающую к первой вторую 
зону, которая показана на рис. 6.6 .6, в и т. д. Как и в двумерном слу
чае, все зоны, начиная со второй, становятся мноrосвязными .  Однако, 
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сумма всех объёмов, относящихся к каждой зоне , постоянна и равна 
объёму первой зоны .  

Проведённое построение эквивалентно построению ячейки Вигне
ра-Зейтца обратной решётки (см. гл. 3 ,  рис. 3 .6 .5 ,  6) , т. е .  первая зона 
Бриллюэна решётки ГЦК является ячейкой Вигнера-Зейтца обратной 
решётки ОЦК (на рис. 6.6 .6, б узлы обратной решётки обозначены 
светлыми кружками) . 

6.6.3. Первая зона Бриллюэна ОЦК-решётки. Проведём по
строение 1 -й зоны Бриллюэна для объёмно-центрированной кубиче
ской (ОЦК) решётки (такую решётку имеют щелочные металлы при 

комнатной температуре) . С этой це-z лью найдём вначале семейства экви
дистантных плоскостей, расположен
ных на наибольшем удалении друг 
от друга . Такие семейства образуют
ся диагональными плоскостями ,  три из 
которых показаны рис. 6 .6 .  7. Расстоя
ния между этими  плоскостями равны 
aj vf2 .  Эквивалентных семейств такого 

у типа шесть (вдвое меньше, чем чис
ло рёбер у куба ) .  Поверхности одного 
из шести таких семейств параллельны 
плоскости , проходящей через рёбра 5 
и 7 куба (см. рис. 6.6.6) . Плоскости 
второго семейства параллельны плос
кости , проходящей через рёбра б и 8, 
третьего - плоскости, проходящей че
рез рёбра 1 0  и 1 2 ,  и т. д .  

Рис. 6 .6 .  7 .  Объёмно-центриро
ванная кубическая решётка. 
Заштрихованная диагональная 
плоскость и две параллель-
ные ей принадлежат к одно
му из трёх эквивалентных се-
мейств парал.пельных плоско- Проведём через начало координат в 

k-пространстве прямые в направлении 
волновых векторов, перпендикулярных 
каждому из шести семейств эквиди-

стей , расположенных на наи
большем расстоянии друг от 

друга а/31 /2 
стантных плоскостей .  На расстоянии 

vf2 7Т /а от начала координат построим плоскости ,  перпендикулярные 
указанным прямым ( каждая пара этих плоскостей параллельна одно
му из семейств эквидистантных плоскостей , иными словами ,  каждое 
семейство эквидистантных плоскостей с периодом aj vf2 порождает в 
k-пространстве две параллельные им грани зоны Бриллюэна, располо
женные на расстоянии 2vf2 7Т ja друг от друга ) .  

Пересечение двенадцати таких плоскостей ограничивает объём пер
вой зоны Бриллюэна, которая представляет собой ромбический доде
каэдр (рис . 6 .6 .8) .  Два семейства диагональных плоскостей , перпенди
кулярных горизонтальной плоскости (на рис. 6.6. 7 - это семейства, 
проходящие через рёбра 1 -3 и 2-4) , порождают четыре вертикальных 
грани (рис . 6 .6 .8, 6) . Четыре остальных семейства плоскостей, распо-
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а б в 

Рис. 6.6 .8 .  Построение первой зоны Бриллюэна решётки ОЦК: а) две элемен
тарных ячейки обратной ГЦК решётки, точками обозначены узлы обратной 
решётки; 6) центральный параллелепипед, выделенный жирными линиями на 
а) с восемью узлами обратной решётки (обведены кружками) и первой зоной 
Бриллюэна. Грани первой зоны Бриллюэна образуются плоскостями,  проходя
щими через середины прямых, соединяющих центр с соседними узлами (обве-

дены кружками) ;  в) вторая зона Бриллюэна 

ложеиных под углом 45° к плоскости ху, порождают восемь граней, 
сходящихся на верхней и нижней вершинах ромбического додекаэдра 
(см . рис. 6 .6 .8 ,  6) . Каждому семейству соответствуют две плоскости, . 
на которых (v g)n = О, расположенные симметрично относительно на
чала координат. Центры всех граней ромбического додекаэдра первой 
зоны расположены на одинаковом расстоянии  от начала координат, 
равном J2 7Г /а. 

Построение первой зоны Бриллюэна ОЦК-решётки можно прове
сти , построив ячейку Вигнера-Зейтца обратной решётки (ГЦК), как 
это показано на рис .  6 .6 .8 .  Вторая зона Бриллюэна состоит из призм, 
примыкающих к 1 2  граням первой зоны Бриллюэна - рис. 6 .6.8 ,  в .  

6.6.4. Первая зона Бриллюэна ГПУ -решётки. Проведём по
строение первой зоны Бриллюэна для гексагональной плотноупако
ванной (ГПУ) решётки (см . рис. 3 .6 .4) . Напомним ,  что ГПУ-решётка 
характеризуется отношением с/ а, равным  J8l3 � 1 ,633. 

Многие двухвалентные металлы (бериллий ,  магний ,  цинк, кадмий) ,  
а также некоторые трёхвалентные ( иттрий,  таллий)  обладают гексаго
нальной кристаллической структурой. Решётки этих металлов имеют 
отношение cja, близкое к значению для ГПУ-решётки. Так, например, 
у таллия при температуре жидкого гелия с/ а = 1 ,593. Таким образом, 
идеальная ГПУ-решётка является достаточно хорошей моделью кри
сталлической структуры указанных металлов. 

Рассмотрим геометрию ГПУ-решётки .  Ось симметрии наиболее вы
сокого порядка, совпадающая с продольной осью любой из гексаго-
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нальных призм в ГПУ-реwётке, обозначается обычно с3 . Плоскости ,  
перпендикулярные этой оси,  носят название базисных. Базисные экви
дистантные плоскости расположены на  расстояниях с друг от друга. 
Посередине между двумя соседними базисными плоскостями распола
гается ещё одна атомная плоскость (см. рис.  3 .6 .4) .  Эти плоскости по
рождают в k-пространстве плоскости зоны Бриллюэна , ортогональные 
волновому вектору kc , направленному вдоль оси сз . Семейство таких 
плоскостей имеет период 47r j с. Две плоскости семейства, ближайшие 
к началу координат в k-пространстве, ограничивают 1 -ю зону Бриллю
эна в направлении вектора kc . 

Для построения границ 1 -й зоны Бриллюэна в направлениях, па
раллельных kc , рассмотрим одну из эквидистантных атомных плоско
стей ,  параллельных базисной плоскости (рис. 6 .6 .9,  а ) .  Здесь чёрными 
кружками показаны атомы ,  расположенные непосредственно на данной 

а б 

Рис. 6.6.9. а) Базисная плоскость в гексагональной плотноупакованной решёт
ке (ГПУ) .  Чёрные кружки - атомы в этой плоскости, пустые кружки - про
екции на эту плоскость атомов в соседних атомных плоскостях на расстоянии 

±с/2 вдоль оси с3 ;  6) первая зона Бриллюэна ГПУ решётки 

плоскости ,  а светлыми - проекции на эту плоскость атомов, располо
женных в соседних плоскостях, смещённых на расстояния ±с/2 вдоль 
оси с3 . 

Рассмотрим различные семейства эквидистантных плоскостей, па
раллельных оси с3 . Среди них имеется три семейства с максимальным 
периодом а/2 . Эти семейства переходят друг в друга при повороте 
вокруг оси с3 на угол ±7r /3 . Период каждого семейства равен а/2 . 
На рис. 6 .6 .9, а wтрих-пунктиром показаны линии пересечения с ба
зисной плоскостью двух из указанных семейств, расположенных под 
углом 60° друг к другу. 

В пространстве волновых векторов каждое семейство с периодом 
а/2 порождает две плоскости разрыва энергии ,  расположенные на рас
стояниях 47r /а. Шесть таких плоскостей, симметричных относительно 
оси kc и ближайших к началу координат в k-пространстве , совместно 
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с двумя ближайшими плоскостями , перпендикулярными kc , образуют 
гексагональную призму (рис. 6.6.9 , 6) . Рёбра правильного шестиуголь
ника в основании призмы равны 47r/v'зa, высота призмьr -47r/c. 

Рассматривая все возможные семейства эквидистантных плоско
стей, расположенных под различными углами к оси с3 (не равными 
0°  или 90° ) ,  нетрудно убедиться , что не существует каких-либо плос
костей в k-пространстве, пересекающих построенную гексагональную 
призму. Таким образом, её поверхность состоит из плоскостей , ближай
ших к началу координат, а сама гексагональная призма представляет 
собой 1 -ю зону Бриллюэна для ГПУ-решётки .  Отношение высоты 
призмы 47r /с к стороне основания  4·л"/ v'з а составляет v'з а/ с :::::: 1 ,06. 

Заметим ,  что гексагональная призма первой зоны Бриллюэна по
вёрнута на угол ±30° вокруг оси kc по отношению к исходной гекса
гональной призме в кристаллической решётке. 

6.6.5.  Зоны Бриллюэна для простой кубической решётки. 

В заключение этого раздела рассмотрим первые четыре зоны Бриллю
эна простой кубической решётки .  Первая зона Бриллюэна - также куб 
со стороной 21r /а. Её грани возни кают из трёх семейств эквидистант
ных плоскостей в прямом пространстве, находящихся на максимально 
возможном расстоянии ,  равном периоду решётки а (см .  рис. 6.6.3) . Вто
рая зона Бриллюэна примыкает к первой, равна ей по объёму и образо
вана следующими семействами параллельных плоскостей, по аналогии 
с двумерным случаем, рассмотренным  в п .  6.6. 1 .  На  рис. 6.6. 1 О приве
дены  первые четыре зоны Бриллюэна простой кубической решётки .  

а 

Рис. 6.6 . 1 0. Первые четыре зоны Бриллюэна простой кубической рещётки 
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6.6.6. Первая зона Бриллюэна - ячейка Вигнера-Зейтца об

ратной решётки. Проведённые геометрические построения показыва
ют, что векторы основных трансляций обратной решётки (см. 3.6.3) 
определяют положения центров первых зон Бриллюэна в k-простран
стве и, следовательно, периодичность зависимости энергии Е от вол
нового вектора в этих направлениях. Если вектор обратной решётки g 
(см . 3 .6.4) , то очевидно 

E(k) = E(k + g) . (6.6.5) 

При простейшем квадратичном законе дисперсии из (6 .6 .5) полу-
чаем 

(6.6 .6) 

откуда скалярное произведение 

(6.6.7) 

Условие (6.6.7) определяет положение поверхностей ,  на кото
рых нормальная компонента групповой скорости электронов в k
nространстве равна нулю:  (vg)n = О и nри выборе в качестве векторов 
обратной решётки основных векторов трансляций даст границы первой 
зоны Бриллюэна. 

Отсюда получается следующая схема построения зон Бриллюэна. 
Для заданной решётки строится обратная .  Любой выбранный узел со
единяется nрямыми с соседними узлами.  Через середины полученных 
отрезков проводятся перпендикулярные им  плоскости .  Объём, ограни
ченный этими nлоскостями в обратном пространстве будет ячейкой 
Вигнера-Зейтца . Необходимо в р-nространстве увеличить масштаб 
в Т1 раз чтобы получить nервую зону Бриллюэна .  Построение этим 
методом зон Бриллюэна проиллюстрировано на рис. 6.6.6 и 6.6.8 для 
ГЦК- и ОЦК-решёток. 

В заключение этого nараграфа перечислим  основные свойства зон 
Бриллюэна : 

1 )  центры зон Бриллюэна являются узлами обратной решётки ;  
2) для одноатомного кристалла число состояний в зоне Бриллюэна 

равно числу атомов в кристалле; 
3) объёмы 1 ,  2 и т. д. зон Бриллюэна одинаковы ;  
4 ) в каждой зоне Бриллюэна есть точки максимума и минимума 

энергии; 
5) на границе зоны Бриллюэна нормальная составляющая скорости 

электрона (vg)п = О равна нулю; 
6) Величина разрыва энергии  на границах зон Бриллюэна опреде

ляется эффективным потенциалом (см . § 6 .7 ) . 
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§ 6 .  7 .  Поверхность Ферми 

Закон дисперсии определяет зависимость энергии квазичастицы от 
её импульса. В общем случае эта зависимость достаточна сложна и не 
всегда может быть выражена в аналитической форме . Кроме того, она 
может качественно меняться при изменени и  величины квазиимпульса. 
Однако, поскольку изменение энергии электронов �Е в металлах при 
различных физических воздействиях обычно намного меньше энергии 
Ферми EF (см. § 6 . 1  ) , в большинстве случаев достаточно определить 
связь между энергией и импульсом только при значении  энергии Е = 
= EF , т. е .  для фермневских электронов. 

Уравнение Е(р) = EF в пространстве импульсов определяет по
верхность постоянной энергии ,  которая носит название поверхности 
Ферми. Поверхности Ферми у металлов могут иметь очень сложный 
вид. При малых энергиях возбуждения поверхность Ферми может 
рассматриваться как жёсткий <<Каркас•> .  Форма поверхности Ферми 
и характер её изменения при небольших вариациях энергии Ферми 
полностью определяют свойства фермневских электронов. 

6.  7 . 1 .  Модель почти свободных электронов. Существуют два 
метода построения энергетического спектра электронов в металлах: 
модели сильной и слабой связи . В первом методе, в качестве исходных, 
рассматриваются атомные волновые функции валентных электронов 
и соответствующие им энергетические уровни ,  которые размываются 
в зоны в результате межатомного взаимодействия .  Но более нагляд
ным является второй метод, в котором предполагается, что величина 
эффективного рассеивающего потенциала V,Ф ионов решётки мала, что 
позволяет, в качестве исходной , рассматривать волновую функцию сво
бодного фермиевекого электрона, рассеивающегося слабым периодиче
ским потенциалом решётки. Заметим, что предположение о малости 
эффективного рассеивающего потенциала решётки является хорошим 
приближением для большинства металлов , их сплавов , вырожденных 
полупроводников и может быть достаточно строго обосновано теоре
тически .  Под эффективным рассеивающим потенциалом ионов под
разумевается не истинный экранированный  кулонавекий потенциал, 
а потенциал, определяющий рассеян ие фермневских электронов, т. е. 
электронов, расположенных на поверхности Ферми и движущихся в ре
шётке с скоростями порядка 1 06 м/с. 

В дальнейшем изложении будем исходить именно из этого предпо
ложения .  Малость эффективного рассеивающего потенциала в решётке 
чрезвычайно упрощает решение задачи о движении электрона в перио
дическом поле кристаллической решётки .  Формально это означает, что 
задача о движении  электрона в поле истинного решёточного потенци
ала V(r) эквивалентна задаче о движении почти свободного электрона 
в периодическом поле некоторого малого потенциала, которую можно 
решать методами  теории возмущений, используя в качестве мало-
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го параметра величину отношения энергии эффективного потенциала 
к энергии Ферми V.ФI Ер.  

Харюпер изменения зависимости энергии электрона от его импуль
са при наложении слабого периодического потенциала проще всего 
проиллюстрировать на примере одномерной модели ,  когда энергия Е 
зависит только от одной компоненты импульса р.  

6. 7 .2 .  Электронная волна в цепочке атомов. Рассмотрим рас
пространение электронной волны вдоль цепочки атомов с периодом а, 
расположенной в направлении оси х. Будем исходить из простейшего 
квадратичного закона дисперсии электрона Е = р2 /(2m*) ,  где т* -
эффективная масса фермиевекого электрона. 

Достаточно слабый периодический потенциал Vэф (х) не может су
щественно изменить закон дисперсии вдали от границ зон Бриллюэна .  

Е 

-р' о р' 

а а 
р 

Рис. 6. 7. 1 .  Зависимость энергии от 
импульса в первой зоне Бриллюэна 

Таким образом , при малых импуль-
сах электрон в решётJ<е движется 
в первом приближении ,  как сво
бодная частица с групповой скоро
стью Vg = дЕ/др = pjrn*. Однако 
при значениях импульса Рх •  при
ближающихся к граничным зна
чениям ±(пrt/a)n в зоне Брил
люэна, для которых выполняется 
условие Вульфа-Брэгга пЛв = 2а, 
электронная волна начинает тормо
зиться решёткой и групповая ско
рость волны уменьшается по срав
нению с величиной pjm*. Это озна
чает, что зависимость Е от р в пер-
вой зоне отклоняется вниз ( в  сто

рону меньших значений Е) от параболической зависимости Е = 
= p2/ (2rn*) (рис. 6 .7. 1 ) ,  во второй зоне, вблизи границ Рх = ±пrt/a, 
вверх и т. д. При некоторых значениях импульса р = р' в первой 
зоне Бриллюэна кривая Е = Е(р) имеет точки перегиба, в которых 
обращается в нуль вторая производная 82 Е/ др2 . 

Наиболее сильное возмущение параболическая зависимость Е = 
= р2 / (2m* ) претерпевает в окрестности границ зон . Поскольку при 
р = ±пГш/а групповая скорость vg = дЕ/др обращается в нуль ,  кривая 
Е = Е(р) должна подходить к rраницам зон с нулевым наклоном 
касательной (см .  рис. 6 .7. 1 ) .  

Рассмотренный характер изменения зависимости Е от р вблизи 
границ зон Бриллюэна приводит к тому, что при значениях импульса 
р = ±пnп/а энергия испытывает разрыв и в спектре возникают энер
гетические щели  - области запрещённых значений энергии .  Какой 
физической картине такая ситуация соответствует? 
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Волновая функция свободного электрона -ф� ( х) = А ехр ( ikxx) - бе
гущая волна, несущая импульс Рх = nkx .  Бегущей волне соответствует 
постоянное значение плотности вероятности I'Ф� (х) 1 = А 2 обнаружить 
электрон в любой точке х в цепочке атомов, что означает, что элек
троны равномерно распределены в цепочке и, следовательно, плотность 
заряда свободных электронов - постоян ная величина (напомним ,  что 
принятые циклические граничные условия позволяют не учитывать 
границы цепочки при рассмотрении бегущих волн) .  

При kx _, ±7Г /а рассеянные на периодическом потенциале VзФ вол
ны начинают совпадать по фазе, в результате чего даже малый рассеи
вающий потенциал начинает вносить сильное возмущение в движение 
электронов . Когда kx становится равным ±7rnja, интенсивности пер
вичных (с вектором kx) и рассеянных (с вектором -kx) волн сравни
ваются и образуются стоячие волны .  Из бегущих волн А ехр (in1rxja) 
и А ехр ( -in7rx/a) можно сформировать только две стоячие волны 

А [ехр (in7Г�) + ехр ( -in7Г�) ] и А (ехр (in7Г�) - ехр ( -in7r�) ] , 

которы м  соответствуют волновые функции 

(6.7. 1 )  

Волновым функциям 'Ф1 (х) и -ф2 (х) отвечает периодическое вдоль 
цепочки распределение электронной плотности 

(6 .7. 2) 
Поскольку начало отсчёта х совпадает с п оложением одного из 

ионов цепочки, в стоячей волне 'Ф1 (х) максимумы плотности электрон
ных состояний с амплитудой 4 А2 совпадают с положениями центров 
ионов (где потенциальная энергия электронов имеет наименьшее зна
чение) . В волне 'Фz(х) максимумы электрон ной плотности расположе
ны в середине между соседними ионами (где потенциальная энергия 
электронов максимальна ) .  Вследствие этого средняя потенциальная 
энергия в состоянии ф1 (х) всегда меньше, чем уровень энергии ,  соот
ветствующий бегущей волне с тем же самым квазиимпульсом 7rrm/a, 
а в состоянии 'Фz(х) - больше. Отличие значений энергии в состоя
ниях ф1 (х)  и ф2 (х) определяет величину разрыва энергии на границах 
зон Бриллюэна. 

Как уже отмечалось, значения импульсов в 1 -й ,  2 -й и т. д. зонах 
Бриллюэна являются физически эквивалентными .  Но физически экви
валентным значениям импульса должны соответствовать одни и те же 
значения энергии .  Чтобы удовлетворить этому требованию, произведём 
трансляцию (сдвиг) с периодом 27Гn/а эквивалентных  половинок зон 
(интервалов (0, -1rn,ja), (1rnja, 27rn/a) и т. п . )  и соответствующих им 
участков зависимости Е(р ) . 
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В результате такой трансляции картина, изображённая на 
рис. 6. 7 .2 ,  а, перейдёт в картину, показанную на рис.  6 .  7.2, б. При этом 

а 

а 

о 
а 

о 

б 

энергия становится периодиче-
Е екай (с периодом 2пrL/a) и мно-

а 

2пh 
а 

р 

гозначной функцией импульса . 
В энергетическом спектре об
разуются полосы разрешённых 
значений энергии - так называ
емые энергетические зоны ( 1 -я ,  
2-я , 3-я и т .  д . ) ,  разделённые ин 
тервалами запрещённых значе
ний энергии .  Однозначность за
висимости энергии от импуль
са сохраняется лишь в пределах 
каждой энергетической зоны .  

Проделанные выше операции 
следует рассматривать как ме
тод перехода от непрерывного 

2 зона энергетического спектра свобод-

1 зона 
4пh Р 

а 
Рис. 6 .7.2 .  а) Появление разрывов энер
гии на границах зон Бриллюэна в за
висимости энергии Е от импульса р; 
6) зависимость энергии от импульса 
в схеме повторяющихся зон Бриллюэна 

нога электрона к состоящему из 
полос энергетическому спектру 
электрона в слабом периодиче
ском поле эффективного по
тенциала .  При этом важно об
ратить внимание на следующее. 
Если рассматривать зоны Брил
люэна с точки зрения возмож
ных значений импульса, то мож
но ограничиться 1 -й зоной , так 
как в этом смысле все зоны эк

вивалентны и 1 - я  зона содержит в себе все физически различные 
значения импульсов .  Однако, для того чтобы построить энергетические 
зоны (см .  рис. 6. 7.2 ,  а), необходимо было рассмотреть несколько зон 
Бриллюэна. Зависимость Е(р) в 1 -й зоне Бриллюэна привела путём 
трансляции к построению первой энергетической зоны. Та же зависи
мость во 2-й зоне Бриллюэна позволила построить вторую энергетиче
скую зону и т. д. 

Полученная картина зонного спектра существенно усложняется 
в случае двух или трёх измерений.  Это связано с тем, что расстояния 
до границ  зон Бриллюэна становятся зависящими от направления 
импульса, а следовательно, и связь между энергией и импульсом ста
новится различной для разных направлений в решётке. Тем не менее 
общая идея рассмотренного выше метода построения энергетического 
спектра для одномерной цепочки может быть использована при постро
ении энергетического спектра трёхмерных кристаллов . 
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6. 7 .3 . Заполнение зоны Бриллюэна электронами на приме

ре плоской квадратной решётки. Многозоннасть энергетического 
спектра приводит к тому, что у металлов может существовать (и ,  
как правило, существует) несколько изоэнергетических поверхностей 
Ei(P) = EFi в разных зонах, совокупность которых образует общую 
поверхность Ферми. Чтобы построить поверхность Ферми надо найти 
в пространстве импульсов границы областей ,  заполненных электро
нами .  

Для выяснения механизма, приводящего к образованию сложных 
изоэнергетических поверхностей в зонах, рассмотрим ,  как заполняется 
электронами зона Бриллюэна для плоской квадратной решётки с пери
одом а. Напомним ,  что два электрона занимают в плоском р-простран 
стве площадь, равную (21ТГt)2 / S, rде S - площадь кристалла .  Поэтому 
при увеличении числа электронов растёт величина фермиевекого им 
пульса, определяющего границу заполненной области. 

Как было показано ранее, первая зона Бриллюэна для плоской квад
ратной решётки представляет собой квадрат со стороной 2?Т{l/ а ,  рас
положенный симметрично по отношению к началу координат в р-про
странстве.  В центре первой зоны Бриллюэна находится минимум энер
гии,  поскольку при р = О энергия Е также равна нулю .  

Выберем два направления из центра зоны (рис. 6 .7.3 ,  а) :  1 - к  бли
жайшей точке на границе (это направление совпадает с направлени
ями осей Рх и Ру) и 2 - к наиболее удалённой точке границы по 

Е 

Рх Е' 

р' р� р�' 

а б 
а 

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

а 
Рис. 6.7.3. а) Последовательное заполнение первой зоны Бриллюэна плоской 
квадратной решётки электронами; 6) зависимости энергии Е от импульса р 

в первой зоне Бриллюэна по двум направлениям 1 и 2 

направлению диагоналей квадрата. Расстояния от начала координат 
до границ первой зоны по этим направлениям соответственно равны 
1rnj а и 2 1 /21rh/ а .  Зависимости Е от р вдоль каждого из направлений 
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показаны на рис. 6. 7.3 , б (кривые 1 и 2) .  Для малых импульсов вблизи 
центра первой зоны закон дисперсии близок к квадратичному: Е = 
= р2 /2m* и изоэнергетические кривые Е(р) = const близки к окруж
ностям с радиусом р = v'2m* Е .  По мере приближения к границе зоны 
зависимость Е от р начинает отклоняться от параболической .  

В направлении 1 граница зоны расположена в v'2 ;::;; 1 ,4 1  раза 
ближе, чем в направлении  2. Благодаря этому отклонение функции 
Е (р) от параболы в первом случае происходит при меньших значениях 
импульса. В области малых импульсов (р меньше некоторого значения 
р1 , которому соответствует энергия электрона Е') кривые 1 и 2 на 
рис. 6. 7.3 , б практически совпадают друг с другом и с параболой Е = 
= р2 /(2m*) .  При р > р' кривая 1 идёт ниже кривой 2 так ,  что одной 
и той же энергии (например, Е = Е") вдоль направления 1 соответ
ствуют большие импульсы (р�' ) ,  чем вдоль направления 2 (р�) . 

Это означает, что изоэнергетические кривые Е(р) = const , бывшие 
при Е <  Е' концентрическими окружностями с радиусом р = v'2m* Е , 
начинают как бы притягиваться к серединам границ зоны Бриллюэна ,  
расположенным наиболее близко к центру зоны.  Степень искажения 
изоэнергетических кривых определяется близостью их к границе зоны 
и величиной эффективного рассеивания потенциала V,Ф (см. рис. 6 .7.2) . 
Очевидно, что при I V.Ф I  = О никакого искажения не  будет происходить 
вообще, а сами границы зон Бриллюэна исчезнут. 

При увеличении концентрации электронов <<выступы>> искажённой 
окружности Ферми приближаются к границам в четырёх эквивалент
ных направлениях 1 .  Поскольку касание поверхности Ферми с гра
ницей зоны Бриллюэна невозможно (нормальная составляющая груп
повой скорости электронов на границе (vg)n = О) , то при некотором 
малом расстоянии между <<выступами •> и границей в точках её пере
сечений с осями Рх и Ру должна произойти качественная перестройка 
изоэнергетической кривой , в результате которой нормаль к кривой 
вблизи границы зоны становится параллельной границе, а сама кривая , 
бывшая замкнутой, разрывается и пересекает границу под прямым 
углом .  Происходит качественное изменение топологии изоэнергетиче
ской кривой , при котором замкнутая односвязная кривая переходит 
в многосвязную. Аналогичное изменение происходит и в трёхмерном 
случае . Замкнутая односвязная поверхность Ферми в р-пространстве 
переходит к многосвязную. 

Характер дальнейшего изменения кривой Ферми при увеличении 
концентрации электронов зависит от величины разрыва энергии дЕ ;::;; 
;::;; 2 IVэФ I на границе зоны .  Задача перест�ёт быть однозначной . Появля
ются две различные возможности .  

1 .  Разрыв энергии дЕ настолько велик, что минимум энергии 
во второй энергетической зоне Е!:,iп лежит выше максимума энергии 
в первой энергетической зоне Е!пах· Заметим ,  что максимумы энергии 
в первой зоне Бриллюэна расположены в её углах, а минимумы энер-
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гии во второй зоне Бриллюэна - в четырёх эквивалентных точках, 
соответствующих значениям импульса 

�п �п Рх = ±- , Ру = О; Ру = ± -, Рх = О. (6 .7. 3) а а 
В этом случае при увеличении концентрации n электронов энер

гетически выгодно заполнение всех разрешённых состояний в первой 
зоне . Полное число разрешённых состояний в зоне равно удвоенному 
числу атомов 2N. Поэтому в рассматриваемом случае двухвалент
ные вещества являются диэлектриками или полупроводниками в за
висимости от того, насколько велик интеrвал запрещённых 
между зонами, равный разности Е�;11 - Emax · Расположение 
Е1�;п > Е�ах схематически показано на рис. 6 .7.4 , а . 

Е Е 

а б 

энергий 
зон при 

Рис.  6.7.4 .  а) Расположение зон при E�in > Е!пах· 6) Расположение зон 
при Е�;п < Е!пах 

2. Разрыв энергии Ь..Е невелик ,  минимум энергии во второй зоне 
лежит ниже максимума энергии в первой (Е�iн < Е�1ах •  рис. 6 . 7.4 , Ь) . 

В этом случае заполнение первой зоны происходит только до уров
ня энергии Е, равного Е�;п · При больших значениях энергетиче
ски выгодны м  становится заполнение свободных состояний  во второй 
зоне (естестве!-!но , одновременно с заполнением свободных состояний 
в первой зоне) в направлении 1 ( см .  рис .  6 .7.3, а) ,  соответствующих 
минимальным значениям энергии .  При количестве электронов, равном 
2N, углы первой зоны останутся ещё незаполненными .  Вторая зона 
заполнится лишь частично, причём число электронов в ней будет равно 
числу оставшихся незаполненным11 свободных мест в первой зоне .  

При такой ситуации двухвалентные вещества являются металлами .  
В трёхмерном случае подобные условия реализуются для всех элемен
тов второй группы периодической системы Менделеева.  

§ 6.8.  Построение изоэнергетических поверхностей 

6.8. 1 .  Поверхности Ферми щелочных металлов.  Проведённый 
анализ изменения формы изоэнергетической поверхн ости при  заполне
нии электронами первой зоны Бриллюэна достаточен ,  чтобы предска
зать наиболее вероятный вид поверхности Ферми у элементов первой 
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групп ы  периодической системы  Менделеева. К ним относятся щелоч
ные металлы (Li ,  Na, К,  Rb) , имеющие при комнатной температуре 
ОЦК-решётку, а также металлы Cu, Ag, Au , имеющие ГЦК-решётку. 

Начнём со щелочных металлов. Первая зона Бриллюэна для 
ОЦК-решётки была построена в п .  6.6.2 настоящей главы и представ
ляет собой ромбический додекаэдр (см. рис. 6.6 .8) .  Все грани· доде
каэдра одинаковы и расположены на одном и том же расстоянии от 
центра зоны, равном J'i тгh/ а, где а - период решётки. У щелоч
ных металлов N валентных электронов заполняют половину объёма 
первой зоны .  Сделаем предположение, что часть пространства первой 
зоны Бриллюэна, заполненная электронами, ограничена поверхностью 
Ферми,  достаточно близкой к сферической, и вычислим её средний  
радиус PF· Величина PF определится из равенства 

4 3 1/р з 1ГРF = т · (6.8 . 1 )  

Объём зоны Бриллюэна "i· (объём ромбического додекаэдра) в про
странстве импульсов составляет 2(2JГtt/a)3, откуда имеем 

( б ) 1 13 1Гп 1rn 
PF = - - :::::: 1 ,242- .  1r а а (6 .8 .2) 

Минимальное расстояние между идеальной сферой Ферми с таким 
радиусом и границей первой зоны равно 

� JГtt 1rn 
V L - - pF :::::: Q, 1 72- .  а а (6 .8 .3) 

Иными словами ,  радиус сферы Ферми PF составляет приблизитель
но 83 % от минимального расстояния от начала координат до граней 

Рис. 6.8 . 1 .  Поверхность 
Ферми щелочных метал-

лов 

первой зоны Бриллюэна. Поскольку величи
на  эффективного потенциала, вообще гово
ря, невелика, то можно ожидать, что при 
таком относительно большом расстоянии от 
сферы Ферми до граней зоны Бриллюэна их . 
искажающее влияние на  форму поверхности 1 
Ферми будет также невелико. Однако радиус j 
сферы Ферми не настолько мал , чтобы ис
кажение реальной изоэнергетической поверх
ности у щелочных металлов из-за близости 
её к границе зоны было совершенно незамет
ным .  Ожидаемые небольшие отклонения по
верхности Ферми от сферы, очевидно, долж- · 
ны  иметь характер двенадцати выпуклостей, 

расположенных в направлениях кратчайших расстояний от центра зоны 
до её граней (рис. 6.8. 1 ) .  
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Небольшое отклонение поверхности Ферми от сферы количественно 
можно охарактеризовать величиной анизотропии  поверхности 

6.S = 2 Вшах - Srnin 
S Smax + Smin ' 

(6 .8 .4) 

где Вшах и Sшiп - максимальная и минимальная величины площадей 
сечения поверхности Ферми плоскостями ,  проходящими через центр 
зоны Бриллюэна. Для сферы,  очевидно, Ь.S/ S = О. 

Экспериментально определённые значения анизотропии поверхно
сти Ферми щелочных металлов приведены в табл. 6 .8 . 1 .  

Т а б л и ц а  6 .8 . 1 
Анизотропия поверхности Ферми щелочных металлов 

Металл Na к Rb Cs 

6.S/S, % 0,2 0,6 0,7 1 ,4 

Видно, что анизотропия поверхности Ферми не превосходит 1 ,5 %. 
Поэтому замена реальной поверхности Ферми сферой приводит лишь 
к незначительной ошибке. Увеличение анизотропии  !lS / S вместе с ро
стом атомного номера в ряду щелочных металлов указывает на уве
личение эффективного рассеивающего потен циала I VэФ I в результате 
усложнения строения атомного остова. Этот результат очень интересен 
также потому, что он у казывает на малость эффективного рассеиваю
щего потенциала ионов в решётках щелочных металлов. 

6.8.2. Поверхности Ферми благородных металлов. Рассмот
рим теперь металлы первой группы,  имеющие ГЦК-решётку (Cu, Ag, 
Au) .  Первая зона Бриллюэна в этом случае является кубаоктаэдром 
(см. рис. 6.6.6) , который менее симметричен, чем ромбический додека
эдр . Наиболее близкие к центру восемь шестиугольных граней зоны 
Бриллюэна отстоят от него в р-пространстве на расстоянии )3 1rhj а. 
Шесть квадратных граней расположены на расстоянии 21ГrLja от цен
тра. Объём кубаоктаэдра VP = 4 (21Гh/а)3 . Он также наполовину запол
нен электронами.  Радиус PF идеальной сферы Ферми в этом случае ( 3 )l/З 2пh 1 56пh 
составляет 2п а ;::; -'-а- и только на 9,8 % отличается от 
минимального расстояния от центра до границы зон ы ,  приблизительно 
равного 1 ,  731Гh/ а.  Кроме того, вследствие более сложного строения  
ионных остовов эффективный рассеивающий потенциал IУэФ I у меди, 
серебра и золота значительно превосходит IУэФ I у щелочных металлов. 

Большая степень близости сферы Ферми к границам зоны позво
ляет ожидать существенного искажения поверхности Ферми вблизи 
центров шестиугольных граней. Экспериментально . установлено, что 
поверхность Ферми вблизи этих точек раскрывается и как бы при
сасывается к границам  зоны. Это приводит к качественному измене
нию топологии поверхности Ферми ,  которая из закрытой односвяз-
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ной поверхности превращается в открытую. На рис. 6 .8 .2 изображены 
поверхность Ферми в первой зоне Бриллюэна у Cu, Ag, Au и её 
сечение вертикальной плоскостью симметрии ,  проходящей через ось Pz 
(направление [00 1 ] )  и биссектрису [ 1 10]  угла между осями Рх и Ру · 

[00 1 ] 
[ 1 1 1 ] 

-h''-/-h"-hLh"-?'�f--- [ 1 1  о] 

а б 

Рис. 6.8.2 . Поверхность Ферми в первой зоне Бриллюэна у Cu, Ag, Au и её 
сечение вертикальной плоскостью симметрии, проходящей через ось Pz ( [00 1 ] ) 

и биссектрису [ 1 10] угла между осями Рх и ру 
Поскольку энергия является периодической функцией импульса, 

полученную поверхность Ферми в первой зоне Бриллюэна можно 
транслировать на периоды основных трансляций в р-пространстве. Эта 
операция приводит к поверхности, которая имеет четыре направления 
открытости и проходит через всё р-пространство .  Вид такой поверх
ности и вид её сечения плоскостью симметрии (такой же, как и на · 
рис. 6 .8 .2) показаны на рис . 6 .8 .3  и 6 .8 .4 соответственно. 

а б 
Рис. 6. 8 .3 .  Вид поверхности Ферми с разных направлений (а и б) у Cu, Ag, А 

в схеме расширенных зон Бриллюэна 

Таким образом, поверхность Ферми у меди, серебра и золота о 
разует систему сфер, соединённых между собой узкими перемычкам 
(<<шейкамИ>> )  в направлении пространствеиных диагоналей [ 1 1 1 ] .  Так � 
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строение поверхности Ферми экспериментально впервые обнаружено 
Пиппардом.  Сферическая часть поверхности в специальной литературе 
получила название <<пузо>> .  В одном из вертикальных сечений образует
ся замкнутое сечение, получившее название <<собачья кость>> .  Диаметр 
<<Шеек>> между сферами  сильно зави
сит от величины рассеивающего по
тенциала. С ростом атомного номера 
в ряду Cu , Ag, Au усложняется стро
ение ионного остова металла. Это 
приводит к увеличению IVэФ I и диа
метра <<Шейки>> поверхности Ферми .  

Выше указывалось, что ОЦК-ре
шётка щелочных металлов являет
ся термадинамически неустойчивой 
и при пониженин температуры пере
ходит в ГЦК-решётку. Можно ожи
дать, что при таком переходе близкие 
к сферическим  поверхности Ферми ,  
характерные для ОЦК-фазы,  должны 

Рис .  6.8 .4 .  Сечение поверхности 
Ферми у Си, Ag, Au вертикальной 
плоскостью, проходящей через на
правления [00 1 ] и [ 1 1 1 ] .  В этой 

испытывать сильные искажения в на- плоскости получается замкнутое 

правлениях к центрам шестиуголь- сечение, показанное пунктиром 

ных граней зоны Бриллюэна для 
ГЦК-фазы , т. е .  в направлениях пространственных диагоналей куба. 
Если бы величина IVзФ I  у щелочных металлов была такая же, как 
у золота, серебра и меди, то в результате этого искажения поверх
ность Ферми настолько сильно приблизилась бы к центрам граней , что 
произошёл бы разрыв сфераподобных поверхностей с образованием от
крытой поверхности, изображённой на рис. 6 .8 .2 ,  б. Однако поскольку 
эффективный потенциал у щелочных металлов меньше, чем у благо
родных и меди , то можно ожидать или достаточно сильного искаже
ния поверхности Ферми без перехода в открытую, или возникновения 
открытых поверхностей со значительно более тонкими перемычками 
(<<Шейками>>) . Образование открытой поверхности наиболее вероятно у 
Cs, имеющего наибольшую среди щелочных металлов величину IVэФ I ·  
Заметим ,  что экспериментальные данные п о  этому вопросу отсут
ствуют. 

6.8.3. Метод Харрисона построения поверхностей Ферми. Ме
тод Харрисона основан на том, что слабый эффективный потенциал 
V,Ф(r) вносит достаточно малое возмущение в движение свободного 
электрона во всём фазовом пространстве, за исключением областей ,  
близких к границам зон Бриллюэна . Поверхность Ферми электронов 
является сферой, если она достаточно удалена от границ зон . Искаже
ние сферы Ферми связано только с конечными разрывами !':1Е энергии 
на границах, которые определяются величиной 2 IVзФ I · Поэтому, если 
значение IVзФ I  очень мало, поверхность Ферми сохраняет сферическую 
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форму даже в непосредственной близости к плоскостям разрыва энер
гии. Так, если разрывы энергии /J.E на границе зоны станут меньше 
величины неопределённости энергии электрона, найденной из соотно
шения Гейзенберга дЕт > Т! (т - время жизни частицы) ,  то границы 
зон Бриллюэна перестанут сказываться на движении электрона. В этом 
случае интервал запрещённых энергий /J.E фактически исчезнет. То же 
самое произойдёт, если  при уменьшении IVэФ I величина /J.E станет 
много меньше энергии тепловых колебаний kвТ. Следовательно, при 
сколь угодно малом 1 Vэф 1 поверхность Ферми может пересечь границы 
нескольких зон Бриллюэна, не <<замечаЯ >> каркаса, образованного плос
костями ,  на которых энергия испытывает разрыв. 

Сделаем теперь значение IVэФ I отличным от нуля .  Это приведёт 
к тому, что на границах зон появятся разрывы энергии и поверхность 
сферы исказится таким образом ,  чтобы пересечь границы под прямы
ми углами.  Одновременно с этим энергия становится периодической 
функцией в р-пространстве, что позволяет смещать (транслировать) 
части изоэнергетической поверхности на векторы основных трансля
ций. Таким способом можно построить изоэнергетические поверхности 
в различных зонах. 

Метод Харрисона даёт хорошие результаты при построении поверх
ностей Ферми для всех одновалентных и поливалентных непереход
ных металлов, т. е. для металлов, внутренние электронные оболочки 
ионных остовов которых заполнены. Для этих металлов даже простое 
прибл ижение модели почти свободных электронов позволяет получить 
достаточно хорошее качественное представление о форме изоэнергети
ческих поверхностей в зонах. По существу, это приближение основано 
на возможности разделения электронов на атомные (т. е. электроны 
внутренних оболочек, которые не принимают участия в металлической 
проводимости) и коллективизированные (электроны ,  которые заполня
ют внешние оболочки в изолирован ном атоме металла, а в кристалле 
металла являются носителями тока) . Поэтому метод Харрисона при
меним прежде всего к непереходным металлам, у которых металличе
ские свойства связаны с перекрытнем волновых функций валентных 
s- и р-электронов. Применимасть этого метода к переходным  металлам 
определяется степенью гибридизации s- и р-состояний  с электронами  
незаполненных внутренних d - и f -оболочек. В тех случаях, когда 
гибридизация мала (волновые функции s- и р-электронов не пере
крываются с волновыми функциями d- и !-электронов) ,  валентные 
электроны можно рассматривать как квазисвободные и использовать 
для построения поверхности Ферми, в первом приближении, метод 
Харрисона. К таким металлам относятся одновалентные металлы Cu, 
Ag, Au и двухва.пентные Zn,  Cd и Hg. При сильной гибридизации 
почти свободных электронов и связанных с ионами электронов внут
ренних незаполненных оболочек приближение слабой связи становится 
некорректным.  
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Объём .6. в р-пространстве, занятый электронами для металла 
валентности Z, равен .6. _ VpZN _ ZV;, 

- 2N - -2- , (6 .8 .5) 

где VP - объём зоны Бриллюэна, а Vгf(2N) - объём ,  приходящийся 
на одно электронное состояние в зоне . Объём сферы Харрисона 41Гр�j3 
совпадает с .6. и, следовательно, определяется только типом и парамет
рами кристаллической решётки (через величину Vp) и валентностью Z 
металла. Радиус сферы Харрисона равен 

_ ( ЗZVp ) I /З PF - � · (6 .8 .6) 

В двумерном случае сфера Харрисона вырождается в окружность 
Харрисона, радиус которой равен 

PF = ( �;) I/Z ,  
(6 .8 .7)  

где Sp - площадь двумерной зоны Бриллюэна в р-пространстве. 

6.8.4. Построение поверхности Ферми в схеме расширенных 

зон Бриллюэна. Для простоты и наглядности рассмотрим вначале 
построение контура Ферми для гипотетического трёхвалентного ме
талла (Z = 3), имеющего плоскую квадратную решётку с периодом а. 
Площадь SP зоны Бриллюэна для такой решётки равна (21Гf1/а)2. Со
гласно (6 .8 .7)  

PF = 
Гз 21rn :::::: 1 ,382 1rn . 

V 'h  а а (6.8 .8) 

Из центра первой зоны Бриллюэна (см. рис. 6.6.4,  а) проводим 
окружность Харрисона. Поскольку радиус PF :::::: 1 , 3821Гf1/ а меньше, чем 
расстояния до углов первой зоны ,  равные 
/2 1rf1ja, часть площади первой зоны в окрест
ности её углов окажется за пределами окруж
ности Харрисона (рис. 6.8 .5) . С другой сто
роны ,  внутрь окружности Харрисона попадает 
некоторая площадь во второй зоне Бриллюэна .  
Отсюда следует, что у рассматриваемого <<Ме
талла•> первая зона не целиком заполнена элек
тронами;  кроме того, имеются небольшие за
полненные области во второй зоне . Напомним 
ещё раз ,  что, проводя таким образом окруж
ность Харрисона, мы предполагаем JV,Ф 1 = О. 
Будем считать теперь JVэФ I отличным от ну
ля. При этом ,  как и в одномерном случае 
(см. рис. 6.7.2) ,  происходит следующее: 

1 )  появляются разрывы энергии на грани
цах зон (строго говоря , при JVэФ I  = 0) ,  т. е .  по-

а 
Рис. 6 .8 .5 .  Контур Фер
ми  для гипотетиче
ского трёхвалентного 
<<металла•> с квадрат
ной двумерной решёт
кой в схеме расши
ренных зон Бриллюэна 

при \ VэФ I = О 
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верхностей брэггавекого отражения, вообще не было, и они появляются 
лишь при \VэФ \ 1- О; 

2) энергия становится периодической функцией в р-пространстве 
с периодом основных трансляций 2J(f!Ja по осям Рх и Ру ·  

В результате появления разрывов энергии на границах зон  окруж
ность Харрисона разрывается на границах и образует отдельные <<кус
КИ>> изоэнергетических кривых в зонах, как показано на рис. 6 .8 .6, а .  

РУ ",... -
1\ S" \ 

� 
о Рх 

ll S" 1 
а 

а б в 

Рис. 6.8 .6 .  а) Появление разрывов на окружности Харрисона (в данном случае 
контура Ферми) на границе первой и второй зон Бриллюэна при IVэФ I  =/=- О в 
схеме расширенных зон Бриллюэна. б) Контур Ферми, возникающий в первой 
зоне Бриллюэна после трансляций соответствующих участков; площадь внутри 
контура S1. в) Контуры Ферми, возникающие во второй зоне Бриллюэна после 
трансляций соответствующих участков в схеме расширенных зон Бриллюэна, 

площадь внутри контура S" 
Проведём трансляцию этих <<кусков>> на периоды 2пf!Ja вдоль 

осей Рх и Ру · Из <<Кусков>> изоэнергетических кривых в первой зоне 
после трансляции можно построить замкнутые изоэнергетические кри
вые, расположенные в углах зоны (рис. 6 .8 .6 ,  6) . Аналогично из <<кус
КОВ>> кривых во второй зоне образуются замкнутые изоэнергетические 
кривые на сторонах квадрата (рис. 6.8 .6, в) . Совокупность всех изо
энергетических кривых в первой и во второй зонах образует двумерную 
кривую Ферми.  Заметим ,  что из кусков изоэнергетической кривой , рас
положенных в первой зоне, можно построить только одну замкнутую 
кривую, окружающую площадь, незаполненную электронами, изобра
жённую на рис. 6.8 .6, б (естественно, что вследствие трансляционной 
симметрии эта кривая повторяется в р-пространстве с периодом 2пГLJа 
в направлении осей Рх и ру) ·  Если площадь S' , ограниченную этой 
кривой, разделить на площадь (2пft/a)2 J(2N) (здесь (2пft/a)2 - пло
щадь зоны Бриллюэна, 2N - число электронных состояний в ней ) ,  
приходящуюся на одно электронное состояние,  то  мы получим полное 
число вакантных мест п; (незаполненных состояний)  в первой энерге
тической зоне 

п' _ 2S' (Е)а2 N 
l - (21Гni , 

(6.8.9) 
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где N - число атомов в решётке. Так как а2 N даёт полную площадь 
двумерной решётки ,  количество вакантных мест на единицу площади 
решётки равно п; 2S' (E) n , = 

а2 N 
= 

(2n"Гt )2 • (6.8 . 1 О) 

Из кусков изоэнергетической кривой, расположенных во второй 
зоне , можно построить две замкнутые кривые, которые заштрихованы  
на рис. 6 .8 .2 ,  в.  Площадь S"(E),  ограниченная каждой из этих кривых, 
составляет только половину площади, занятой электронами во второй 
зоне . Число электронных состояний n� во второй зоне будет равно 

п" 
= 2S"(E)2N = 4S"(E)a2N 2 

(27гh/ а )2 (2-тrn )2 ' 
(6 .8 . 1 1 ) 

откуда концентрация n2 электронов во второй энергетической зоне 

4S" (E) n2 = 
(2-тrn )2 

. (6.8 . 1 2) 

Выясним ,  как изменится форма изоэнергетических кривых в зонах, 
если валентность z рассматриваемого «металла» увеличить с трёх до 
четырёх. Радиус окружности Харрисона в этом случае равен 

PF = л2 2-тrn � 1 ,6-тrn
. 1Г а а 

(6.8 . 1 3) 

Окружность Харрисона с таким радиусом содержит внутри себя 
первую зону Бриллюэна целиком внутри себя и проходит через вторую,  
третью и четвёртую зону (рис. 6 .8 .7 ,  а) . Переход от 1/,Ф = О  к конечному 
эффективному потенциалу вызывает разрывы окружности Харрисона 

а б 

Рис. 6.8.7. а) Окружность Харрисона в схеме расширенных зон Бриллюэна (с 1 
по 4) для плоской квадратной решётки .  Валентность Z = 4 при IVэФ I = О . 6) 
Контур Ферми в схеме расширенных зон Бриллюэна (с 1 по 4) для плоской 

квадратной решётки при валентности z = 4 при 1 VэФ 1 =1- О 
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на границах зон : изоэнергетические кривые могут пересекать границы 
зон Бриллюэна только под прямыми углами (рис .  6 .8 .7 ,  6) . 

Для построения замкнутых изоэнергетических кривых в различных 
зонах проведём трансляцию кусков окружности Харрисона на периоды 
2кnja по осям Рх и Ру ·  Поскольку первая зона заполнена целиком, 
изоэнергетические кривые в ней отсутствуют (рис. 6.8.8, а) . Кривые 
постоянной энергии во второй , третьей и четвёртой зоне показаны на 

• • о о  
а б в г 

Рис. 6 .8 .8 .  Изоэнергетические контуры во 2, 3 и 4 зонах Бриллюэна гипотети
ческого 4-х валентного металла с плоской квадратной решёткой (первая зона 

целиком заполнена) 

рис. 6 .8 .8 ,  6. в и г соответственно. Легко убедиться, что каждой зоне 
соответствует только одна замкнутая кривая . 

Допустим, что радиус PF окружности Харрисона слегка увеличился 
(в результате увеличения числа электронов) . При этом увеличиваются 
заполненные электронами площади в 3-й и 4-й зоне, а ограниченная 
замкнутой кривой пустая площадь во 2-й зоне - уменьшается. Умень
шение последней связано с тем ,  что электронов во 2-й зоне становится 
больше, и это приводит к уменьшению числа вакантных мест. 

Различие в характере изменения площадей, ограниченных кривыми 
Е(р) = const в различных зонах, при изменении числа электронов поз
воляет провести разделение изоэнергетических кривых на две группы :  
электронные и дырочные. К первой относятся изоэнергетические кон
туры (или поверхности в трёхмерном случае) , которые ограничивают 
площади (объёмы) ,  заполненные электронами. Ко второй - изоэнер
гетические контуры (поверхности) ,  ограничивающие пустое простран
ство . Таким образом, в четырёхвалентном металле с плоской квадрат
ной решёткой энергетическая кривая во 2-й зоне является дырочной, 
а кривые в 3-й и 4-й зонах - электронными .  В целиком заполненной 
1 -й зоне электроны не принимают участия в физических процессах, 
и эта зона может вообще не рассматриваться. 

Описанное выше построение изоэнергетических кривых на примере 
двумерного металла можно обобщить на случай трёх измерений. Одна
ко, определение изоэнергетических поверхностей у реальных трёхмер
ных металлов представляет значительную трудность , так как требует 
предварительного построения нескольких зон Бриллюэна и нахожде
ния кусков сферы Харрисона в этих зонах. Существует способ, при по
мощи которого можно упростить конструирование изоэнергетических 
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поверхностей в различных зонах. Рассмотрим ещё раз последователь
ность основных этапов проведённого выше построения .  

Прежде всего обратим внимание на то, что при  построении изо
энергетических поверхностей мы исходили из непериодической в р
пространстве картины так называемых расширенных зон Бриллюэна, 
т. е .  из последовательности зон всевозрастающего номера, пристроен
ных одна к другой вокруг первой зоны Бриллюэна . Далее из центра 
первой зоны строилась одна окружность (сфера) Харрисона и находи
лись куски кривой Е(р) = EF в различных зонах. Переход к перио
дической в р-пространстве картине осуществлялся лишь  на последнем 
этапе, когда при помощи трансляций отдельных кусков строились 
замкнутые кривые (поверхности) в зонах. Этот последний  этап имеет 
принципиальное значение, так как только в результате et·o энергия 
становится многозначной и периодической функцией и мпульса. Однако 
переход к периодической картине можно провести предварительно. Та
кая операция, как будет видно далее, позволяет упростить построение 
поверхностей Ферми .  

6.8.5.  Построение поверхности Ферми в схеме повторяющихся 

зон Бриллюэна. Вместо того, чтобы рассматривать исходную непери
одическую картину расширеных зон, можно заранее протранслировать 
в 1 -ю зону Брилюэна границы разрыва энергии во 2-й ,  3-й и т. д. 
зонах. Для плоской квадратной решётки с периодом а результат такой 
процедуры для первых трёх зон Бриллюэна иллюстрируется рис. 6 .8 .9 .  

После такой процедуры первая зона 
Бриллюэна содержит не только набор 
физически различных значений квази
импульса, но и все возможные прямые 
(плоскости) ,  на которых энергия испы
тывает разрывы. Тем самым мы  зара
нее переходим к периодической картине 
в р-пространстве: пристроенные друг к 
другу первые зоны Бриллюэна с содер
жащимися внутри неё плоскостями  раз
рыва энергии образуют периодическую 
структуру в р-пространстве. 

Представим себе в р-пространстве 
мозаику, сложенную из приставленных 
друг к другу первых зон Бриллюэна. Та
кая структура получила название карти
ны повторяющихся зон. Все соседние 
зоны эквивалентны между собой . Если 

а 
Рис. 6.8 .9 . Трансляция границ 
зон Бриллюэна с 1 по 3 в 
первую зону для построения 
поверхности Ферми в схеме 
повторяющихся зон Бриллю-

эна 

ранее мы проводили одну окружность (сферу) Харрисона из центра 
1 -й зоны и рассматривали её границы во 2-й,  3-й и т. д. зонах, то 
теперь центр каждой зоны можно рассматривать как начало координат 
и проводить из него окружности (сферы) Харрисона . Результат такой 
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операции для четырёхвалентного металла с плоской квадратной решёт
кой представлен на рис. 6 . 8 . 10 .  Окружности Харрисона, проведённые 

Рис . 6.8 . 1 0. Построение поверхности 

из центров соседних зон , пере
секаются между собой и образу
ют замкнутые изоэнергетические 
кривые, так как центры повторя
ющихся зон отстоят друг от дру
га на векторы основных трансля
ций .  В результате автоматически 
получается та же самая картина,  
которая была построена выше для 
этого случая путём трансляции 
<<кусков>> окружности Харрисона 
из соседних зон. 

Анализируя полученную кар
тину, можно установить следую-

Ферми для четырёхвалентного метал- щие закономерности : 
ла с плоской квадратной решёткой 1 )  области, ограниченные 
в схеме повторяющихся зон Бриллю- кусками линий отрицательной 

эна кривизны (линиями,  вогнутыми 
внутрь) ,  лежащие одновременно 

внутри k окружностей , представляют собой области , ограниченные 
дырочными изоэнергетическими кривыми в (k + 1 ) -й  энергетической 
зоне; 

2)  области, ограниченные кусками линий положительной кривизны 
(выпуклыми кривыми) и лежащие одновременно внутри k и более 
окружностей ,  представляют собой области , ограниченные электронны
ми изоэнергетическими кривыми в k-й энергетической зоне. 

Рассмотрим рис. 6 .8 . 1 О. Область 2 ,  ограниченная замкнутой изо
энергетической кривой во 2-й зоне, принадлежит только к одной 
окружности , проведённой из центра 1 - й  зоны .  Она ограничена изоэнер
гетической кривой отрицательной кривизны по отношению к внутрен
ней области и представляет собой изоэнергетический контур дырочного 
типа во второй э нергетической зоне. Области, заштрихованные косой 
и двойной штриховкой (на рис. 6.8. 1 0) ,  так называемые <<розетКИ>> ,  при
надлежат одновременно трём и четырём окружностям .  Они ограничены 
линиями положительной кривизны .  Их граница, следовательно, явля
ется электронной изоэнергетической кривой в 3-й зоне. Llентральная 
часть <<розетки>> ,  которая заштрихована двойной штриховкой, принад
лежит одновременно четырём окружностям .  Её граница состоит из 
<<кусков>> кривых положительной кривизны и ,  следовательно, является 
электронной изоэнергетической кривой в 4-й зоне . 

Для того, чтобы обобщить приведённые правила классификации i 
изоэнергетических линий на случай трёх измерений ,  достаточно только 
заменить слова <<ЛИНИИ>> и <<площади>> на слова <<Плоскости >> и <<объёмы>> 
соответственно. Однако, в трёхмерном случае классификация изоэнер-
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гетических поверхностей усложняется тем, что некоторые поверхности 
могут иметь одновременно области как положительной , так и отри
цательной кривизны по отношению к ограничиваемому ими объ�му. 
Такие поверхности не могут быть однозначно отнесены к электронному 
или дырочному типу, и провед�нная ранее классификация для них 
я вляется в значительной мере условной. 

§ 6.9. Общая схема построения поверхностей Ферми. 
Классификация топологии поверхностей Ферми 

Выше было рассмотрено построение изоэнергетических поверхно
стей в фазовом пространстве. Теперь можно сформулировать удобную 
схему построения поверхности Ферми для данного металла. Эта схема 
состоит из пяти последовательных операций.  

1 .  Для заданной реш�тки металла строится обратная реш�тка . 
2 .  Около каждого узла обратной решётки строится элементарная 

ячейка Вигнера-Зейтца , которая при изменении масштаба в р- или k
пространствах соответствует первой зоне Бриллюэна. 

3 .  Исходя и з  параметров зоны Бриллюэна и валентности металла 
определяется радиус PF сферы Харрисона .  Вокруг центров периодиче
ски повторяющихся зон Бриллюэна проводятся сферы радиуса PF · 

4. Изоэнергетические поверхности , образовавшиеся в результате пе
ресечения сфер Харрисона,  классифицируются по правилам, сформули
рованным в § 6 .8 .  При этом определяются тип поверхности (электрон
ная или дырочная) ,  е� форма и размеры, а также номер энергетической 
зоны, к которой она относится. 

5. Учитывается отличие эффективного потенциала УэФФ от нуля .  
При этом снимается вырождение состояний на линиях пересечения 
изоэнергетических поверхностей. Заметим ,  что различные изоэнерге
тические поверхности не могут пересекаться по линиям ,  а могут иметь 
лишь общие точки .  

6.9. 1 .  Поверхность Ферми для простой кубической решётки. 

Проиллюстрируем схему построения поверхности Ферми на примере 
одновалентного металла с простой кубической реш�ткой . Векторы ос
новных трансляций обратной решётки перпендикулярны трём семей
ствам эквивалентных эквидистантных атомных плоскостей с перио
дом а. Элементарная ячейка обратной решётки представляет собой куб 
со стороной 1 1 а. Примем один из узлов обратной решётки за начало 
координат и соединим его прямыми с ближайшими узлами.  Таких 
прямых длиной 11 а, очевидно, шесть. Разделим эти прямые пополам 
и через их середины проведём перпендикулярные им плоскости. В ре
зультате образуется куб со стороной 1 1  а. Изменим масштаб простран
ства обратной решётки в 27Гn раз . Построенный  куб становится первой 
зоной Бриллюэна (см . рис. 6 .6 . 1 0) .  Она симметрично расположена око-
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ло выбранного начала координат. Объём зоны в р-пространстве равен 
(2кhlaj3. Радиус сферы Харрисона (см. формулу 6 .8.6) 

PF = (1_)1/3 2кh � 0,986 кh . 8к а а (6.9 . 1 )  

Поскольку кратчайшее расстояние от начала координат до границ 
зоны Бриллюэна равно к h 1 а, сфера Харрисона почти касается гр а
ниц зоны .  Проведём сферы радиусом PF вокруг центров периодически 
повторяющихся первых зон Бриллюэна и рассмотрим получающуюся 
картину в сечении плоскостью (рх , Ру )  (рис. 6 .9 . 1 ,  а) . Светлые точки 
здесь обозначают узлы обратной решётки. Выделена одна из ячеек 

а б 
Рис. 6.9. 1 .  а) Сечение поверхности Ферми плоскостью Рх , Ру одновалентного 
металла с простой кубической решёткой в схеме повторяющихся зон Бриллю
эна; б) поверхность Ферми в трёхмерном пространстве импульсов одновалент-

ного металла с простой кубической решёткой 

обратной решётки с центром в точке А, принятой за начало координат 
в обратном пространстве. 

Если учесть, что эффективный потенциал � ��Ф I не равен нулю, то 
сферы Харрисона должны <<nрисосаться >> к центрам граней зоны Брил
люэна. Картины в плоскостях (рх , Ру ) , (рх , Pz) и (ру , Pz ) ,  очевидно, 
аналогичны  друг другу. Образовавшаяся в первой зоне изоэнергетиче
ская поверхность проходит через всё р-пространство. Она состоит из 
сфер, сросшихся в направлениях осей Рх , Ру и Pz · Поверхность такого 
типа получила название <<монстр>> (чудовище) (рис. 6.9. 1 ,  6) . Вторая 
и следующие энергетические зоны в рассмотренном случае не содержат 
электронов. 

Для двухвалентного металла с такой же кристаллической решёткой 
радиус PF сферы Харрисона становится в 2 1 13 � 1 ,26 раза больше. 
Он приблизительно равен 1 ,24к h 1 а и превосходит кратчайшее рассто
яние до границы зоны Бриллюэна (см. рис. 6.9. 1 ) .  Обратим внимание 



§ 6. 9. Общая схема построения поверхностей Ферми 223 

на то, что в этом случае возможны два способа классификации обра
зовавшихся изоэнергетических поверхностей . 

С одной стороны ,  можно выделить области , лежащие внутри одно
временно одной и двух сфер. Эти области , обозначенные на рис. 6 .9 .2 ,  а 
соответственно цифрами 1 и 2, образуют изоэнергетическую поверх-

Рх 

а б 

Рис. 6.9 .2 .  а) Сечение поверхности Ферми плоскостью (рх , ру ) двухвалентно
го металла с простой кубической решёткой в схеме повторяющихся зон Брил
люэна; 6) сечение поверхности Ферми типа <<монстр•> двухвалентного металла 

с простой кубической решёткой плоскостью (Рх , ру) 

ность в первой зоне. Внутренний объём этой поверхности заполнен 
электронами, и поэтому номер зоны ,  к которой она относится ,  опреде
ляется по правилам для электронных изоэнергетических поверхностей 
(см. § 6 .8) .  Изоэнергетическая поверхность, ограничивающая объёмы 
1 и 2 ,  представляет собой тот же  <<монстр•> ,  но со  значительно более 
толстыми перемычками ( <<шейками•> )  между отдельными сферами .  Се
чение этой поверхности плоскостью (рх , Ру) показано на рис. 6 .9 .2 ,  б 
сплошными линиями.  

С другой стороны, видно, что ситуация при переходе от одновалент
ного к двухвалентному металлу качественно изменилась .  Если в пер
вом случае поверхность <<Монстра•> (см. рис. 6.9 . 1 , 6) ,  ограничивающая 
в р-пространстве область, заполненную электронами ,  имела участки 
как положительной , так и отрицательной кривизны ,  то во втором 
случае поверхность <<монстра•> ограничивает только не заполненные 
электронами области (их сечения обозначены  буквой Ь на рис. 6 .9 .2 ,  6) , 
представляющие собой <<кубики•> с вогнутыми внутрь гранями .  Эти 
области не принадлежат ни одной сфере, ограничены поверхностя
ми отрицательной кривизны и по принятой классификации должны 
быть отнесены к первой дырочной зоне.  Поэтому фактически 1 -я зона 
у двухвалентного металла с простой кубической решёткой - дырочная. 
Таким образом, *монстр� при увеличении  концентрации электронов 
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Рис. 6.9 .3 .  Сечение плос
костью (Рх , ру ) электрон
ной части поверхности 
Ферми во второй зоне 
двухвалентного металла 
с простой кубической ре-

шёткой 

вырождается в дырочную изоэнергетиче
скую поверхность в первой зоне . Однако 
очевидно, что фактически форма изоэнерге
тической поверхности в обоих случаях одна 
и та же. 

Области, лежащие одновременно внутри 
двух сфер (их сечения  обозначены цифрой 
2 на рис. 6 .9 .2 ,  а) , образуют электронную 
поверхность во 2-й зоне . Она состоит из 
трёх изолированных замкнутых поверхно
стей, напоминающих чечевицы или линзы . 
Каждая линза образуется из двух полови
нок на противоположных гранях зоны .  Се
чение плоскостью (рх , Ру) поверхности во 
2-й зоне показано на рис . 6 .9 .3 .  

6.9.2.  Поверхность Ферми одновалентного металла с тетраrо

нальной решёткой. В заключение рассмотрим одновалентный металл 
с тетрагональной решёткой, элементарная ячейка которой имеет фор
му прямоугольного параллелепипеда (рис. 6.9.4, а ) .  Величины векторов 
обратной решётки равны (см. (3 .6 .3)) 

la* l = 27r ; lb* l = 27r ; 1 * 1 _ 211' . 
а а с - Ь '  

(6 .9.2) 

Pz 

у 

а 

Рис. 6.9.5. Первая зона Рис. 6.9 .4 .  а) Элементарная ячейка тетраго
нальной решётки и 6) элементарная ячейка 

её обратной решётки 
Бриллюэна тетрагональной 

решётки 

Элементарная ячейка обратной решётки изображена на рис. 6 .9 .4 ,  б. 
Первая зона Бриллюэна в пространстве импульсов, построенная по · 

методу Вигнера-Зейтца, представляет собой параллелепипед со старо- , 
нами 21гГLjа, 21r1i)b, 2JГГLja, объём которого равен VP = (21rn)3 j (a2b) i 
(рис. 6.9 .5) . 1 

Радиус сферы Харрисона ( при z = 1 )  равен 
( 3 ) 113 21rn 1rn PF = -8 2"lj3 � 0,9842"173. 

1!' (а Ь) (а Ь) 
(6.9 .3) j 
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При а/Ь < J3ТiГ � 0,98 выполняется неравенство 

1Г1i 1rn 
-;;: > PF > ь · (6.9.4) 

В этом случае сфера Харрисона пересекает верхнюю и нижнюю грани  
зоны Бриллюэна ,  но не достигает боковых. 

а б 

Рис. 6.9.6. а) Сечение поверхности Ферми в схеме повторяющихся зон Брил
люэна для одновалентного металла с решёткой, изображённой на рис. 6.9 .4, а;  
б) сечения плоскостью (рх . ру) поверхности Ферми в первой зоне Бриллюэна 

(выделено жирной линией) 

Проведём сферы Харрисона из центров всех периодически продол-
жающихся первых зон Бриллюэна. 
показано на рис. 6 .9 .6, а . 
На рис. 6.9 .6, б и 6.9 .7 ,  а приве
дены сечения плоскостью (Рх , Ру) 
изоэнергетических поверхностей 
в первой и второй зоне. В данном 
случае поверхность типа <<монстр•> 
в 1 -й зоне перешла в поверхность 
типа << Гофрированный цилиндр•> 
(рис. 6 .9 .7 ,  б) . 

Рассмотренные примеры раз
личных поверхностей Ферми по
казывают, что по своей тополо
гии они делятся на два основных 
класса - на закрытые и откры
тые. Поверхность называется за
крытой, если линии пересечения 
её с любыми плоскостями являют
ся замкнутыми .  Примерам могут 

Сечение сфер плоскостью (Рх . Ру) 
,..- , / '\ 1 \ 1 \ ' / 1 1 \ ' / 1 1 \ 1 ' / , _ _  / 

а 

,.-, / '\ 1 \ 1 1 / '\ \ 1 
1 / '\ \ 1 \ 1 ' / ........ __ .". 

б 
Рис. 6.9.7. Сечения плоскостью 
(Рх , Ру) поверхности Ферми во вто
рой зоне Бриллюэна (заштриховано) ; 
б) поверхность Ферми типа <<гофри
рованный цили ндр•> (имеются как 
открытые так и закрытые сечения) 

служить изоэнергетические поверхности во второй зоне на рис. 6 .9 .3 
и 6 .9 .7 ,  а .  Поверхность называется открытой , если существует хотя бы 
одно плоское сечение, которое даёт незамкнутую кривую. Примерами  
таких поверхностей служат <<монстр•> (см. рис. 6.9. 1 )  и << Гофрированный 
цилиндр•> ( см .  рис. 6.9.6, б ,  6 .9 . 7 ,  б) . 

8 Н . Б. Брандт, В . А .  Кульбачинский 
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6.9.3. Поверхность Ферми алюминия. Рассмотрим трёхвалент
ный металл ,  имеющий ГЦК-решётку с периодом а. Примерам тако
го металла может служить алюминий .  Первая зона Бриллюэна для 
ГЦК-решётки является кубаоктаэдром (см. рис. 6 .6.6, 6) .  Кубаоктаэдр 
представляет собой тело, ограниченное восемью шестиугольными и ше
стью квадратными гранями.  Шестиугольные грани зоны Бриллюэна в 
р-пространстве отстоят на /3 1riL/ а от начала координат. Квадратные 
грани  зоны Бриллюэна в р-пространстве отстоят на 21ffL/a от начала 
координат и перпендикулярны осям Рх . Ру и Pz ·  

Для наглядности изобразим сечения кубаоктаэдра двумя верти
кальными плоскостями :  координатной плоскостью, например (Рх , Pz ) 
(рис. 6.9.8 , а) , и плоскостью, проходящей через ось Pz и биссектрису 

Pz N 

о 
Рх 

F Е Q р 
а б 

Рис. 6. 9.8. а) Сечение кубаоктаэдра плоскостью (рх , Pz ) ,  б) сечение кубаокта
эдра плоскостью, проходящей через ось Pz и биссектрису р' координатного уг

ла в плоскости (Рх , ру) 

координатного угла в плоскости (рх . Ру )  (диагональной плоскостью) 
(рис. 6 .9 .8 ,  6) . 

В силу симметрии кубаоктаэдра сечения любой из координатных 
плоскостей совпадают между собой , как совпадают между собой и все 
сечения любой диагональной плоскостью, проходящей через оси Рх · Ру 
или Pz · На рис. 6 .9 .8 ,  а прямые АВ, CD, EF и GH представляют собой 
диагонали четырёх квадратных граней: двух горизонтальных и двух 
боковых (вертикальных) , а прямые ВС, DE, FG и НА - стороны 
четырёх шестиугольников . Поскольку сторона квадрата равна по длине 
стороне шестигранника, то, обозначая её через d, можно записать 

АВ = CD = EF = GH = /2d, 

ВС = DE = FG = НА =  d. 

(6 .9.5) 

(6.9.6) 

На рис. 6.9.8, б прямые MN и QP представляют собой линии 
пересечения квадратных граней с плоскостью, проходящей через их 
центры и параллельной сторонам квадрата М N = QP = d. Прямые 
RM, NO, ОР и QR являются линиями пересечения шестиугольников 
с плоскостью, проходящей через их центры и перпендикулярной их 
горизонтальным сторонам (рис. 6 .9 .9,  а) . Очевидно, RM = NO = ОР = 
= Q R = /3 d. Точки R и О суть не что иное, как следы сторон , 
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Pz 

м 

R 
а 

Рис. 6.9.9 . а) Линия MR пересечения шестиугольника кубаоктаэдра с плоско
стью, б) первая зона Бриллюэна решётки ГЦК с общепринятыми обозначени

ями характерных точек 

общих для двух соседних шестиугольных граней . Расположение на 
кубаоктаэдре характерных точек сечений показано на рис. 6 .9 .9 ,  б. 

Зная расстоян ие ГL в р-прос;:ранстве находим длину стороны d = 
= /2 пn,j а, и расстояние RL = уЗ d/2. Расстояние от начала координат 
до любой вершины кубооктаэдра , равное, например , АГ составляет 
';::j2 ,24пt�/a, а расстоян ие ГR от начала координат до стороны ,  общей 
для двух шестиугольных граней (см. рис. 6.9 .9, 6) , ';::j2 , 1 2пh/a. Объём 
кубаоктаэдра Vp = 8/2 d3, или 

vp = 4 с:п)з · (6 .9 .7) 

Для вычисления радиуса PF сферы Харрисона воспользуемся фор
мулой (6 .8 .6) .  Для валентности z = 3 получим  

PF = ( z: у;з с:п) ';::j 2,2�пп . (6 .9.8) 

Полученное значение радиуса PF превосходит расстояния до вершин 
1 -й зоны Бриллюэна. Это означает, что 1 -я энергетическая зона трёх
валентного металла с ГЦК-решёткой целиком заполнена электронами .  

Для построения изоэнергетической поверхности во 2-й и 3-й зоне 
воспользуемся сечениями системы повторяющихся зон координатной 
и диагональной плоскостями  (рис. 6 .9 . 1 О, а и 6) . Поскольку радиус PF 
сферы Харрисона ненамного превосходит расстоян ия от начала коорди
нат до граничных точек зоны ,  сферы,  проведённые из центров соседних 
зон , проходят внутри центральной зоны ,  отрезая от  неё  линзаобразные 
(в виде плоско-выпуклых линз) объёмы,  прилегающие к её граням.  
Оставшееся внутри центральной зоны пустое пространство напоминает 
кубооктаэдр, но с вогнутыми  внутрь гранями и рёбрами .  Это простран
ство находится внутри одной центральной сферы Харрисона. Огра-

8* 
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а б 
Рис. 6.9. 10 . Сечение системы повторяющихся первых зон Бриллюэна решётки 

ГЦК а) координатной плоскостью, б) диагональной плоскостью 

ничиващая ero закрытая односвязная изоэнергетическая поверхность 
является дырочной и принадлежит 2-й энергетической зоне. Общий 
вид этой поверхности изображён на рис. 6 .9. 1 1 ,  а. 

На рис . 6.9. 1 0, б закрашены сечения тех объёмов , которые нахо
дятся сразу внутри трёх сфер .  Они имеют вид треугольных <<трубок>> 
перемениого сечения ,  расположенных вдоль всех рёбер кубооктаэд
ра . К концам рёбер <<трубки>> сужаются. Поверхность этих <<трубоК>> 

а б 

Рис. 6.9. 1 1 . Дырочная часть во второй зоне (а) и электронная часть в третьей 
зоне (б) поверхности Ферми трёхвалентноrо металла с решёткой ГЦК 

представляет собой электронную поверхность в третьей энергетической 
зоне, схематически изображённую на рис. 6.9. 1 1 ,  б. Кроме этого вокруг 
вершин кубаоктаэдра расположены маленькие замкнутые области ,  на
ходящиеся одновременно в четырёх сферах. Им соответствуют элек
тронные изоэнергетические поверхности в четвёртой энергетической 
зоне. 

В нулевом приближении  ( IVзФ I  = О) <<трубки>> на рёбрах, выходящих 
из каждой вершины кубооктаэдра, соединены друг с другом . Сеть 
<<трубоК>> образует поэтому в р-пространстве сложную разветвлённую 
систему. Поскольку объём каждой <<трубки >> сравнительно невелик ,  
необходимо рассмотреть вопрос о том, какие изменения претерпевают 
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отдельные части поверхности Ферми,  построенной в нулевом прибли
жении ,  при переходе к конечному значению эффективного потенциала, 
а также при его последующем увеличении .  Очевидно, эти изменения 
наиболее существенны для тех частей поверхности Ферми,  которые 
ограничивают малые объёмы . 

· 
При \VэФ I # О форма поверхности Ферми меняется таким обра

зом , что отдельные куски сферы Харрисона ,  пересекавшие в нулевом 
приближени и  плоскости разрыва энергии под произвольными углами ,  
начинают пересекать эти плоскости под прямым углом . Такое преобра
зование становится понятным из сравнения рис. 6 .8 .5  и 6 .8 .6, а также 
рис. 6 .8 .7 ,  а и 6. 

При увеличении I V.Ф I электронные и дырочная изоэнергетические 
поверхности в зонах уменьшаются . Электронная поверхность в 4-й зоне 
даже может исчезнуть . Причина такого изменения изоэнергетических 
поверхностей заключается в том, что электронные поверхности все
гда расположены в зонах с большими  номерами,  чем дырочные. Это 
особенно наглядно видно в модели расширенных зон (см . ,  например, 
рис. 6 .8 .7 ) .  В приведённом примере электронные поверхности строятся 
из кусков первоначальной сферы Харрисона, расположенных в 3-й 
и 4-й зонах, а дырочные - из кусков, расположенных во 2-й зоне . 
Поэтому электронные зоны отделены от дырочных дополнительными 
плоскостями ,  на которых энергия испытывает разрыв .  При увеличении 
I VэФ I величина разрывов энергии растёт, в результате чего быстрее 
заполняются электронами энергетические зоны с меньшими номерами 
и объём незаполненных углов в этих зонах уменьшается. Такой же ре
зультат ещё более наглядно можно получить, рассматривая рис. 6.7.3, а .  

Поскольку общий объём в р-пространстве, заполненный электро
нами,  измениться не может, то при увеличении IV.Ф I  происходит лишь 
перераспределение электронов между зонами :  электроны из зон с боль
шим номером (электронные) перетекают в зоны (или зону) с мень
шими номерами (дырочные) . В результате этого объём , ограниченный 
изоэнергетическими поверхностями  в электронных зонах , уменьшает
ся, и одновременно уменьшается объём не заполненного электронами 
пространства в дырочной зоне, т. е .  объём, ограниченный изоэнерге
тической дырочной поверхностью. При достаточно большом значении 
\VэФ I  малые электронные поверхности в зонах могут разорваться на 
отдельные меньшие куски или совсем исчезнуть. Например, узкие 
перемычки у электронной изоэнергетической поверхности алюминия 
(см. рис. 6 .9 . 1 1 ,  6) могут разорваться при определённом значении IV.ФI 
вблизи вершин кубооктаэдра. При этом замкнутая сеть <<трубок>> пе
рейдёт в отдельные, изолированные друг от друга, вытянутые вдоль 
каждого ребра <<Карманы>> .  

6.9.4. Поверхность Ферми свинца. Посмотрим  теперь ,  что бу
дет происходить, если при неизменном значени и  \ Vэф \ изменять число 
электронов. При увеличении  числа электронов (с ростом PF ), попереч-
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ное сечение электронных <<трубок>> в 3-й зоне должно увеличиваться, 
а размер дырочной поверхности во 2-й зоне должен уменьшаться . Это 
можно наглядно проследить при переходе от трёхвалентного металла 
с ГЦК-решёткой (алюминий) к четырёхвалентному, примерам которого 
служит свинец. Электронная поверхность свинца в 3-й зоне является 
открытой и состоит из толстых трубок вокруг рёбер кубооктаэдров , 
пронизывающих всё р-пространство. Часть такой поверхности изобра
жена на рис. 6 .9 . 1 2 , а.  Заметно меньшая по сравнению с соответству-

а б 
Рис. 6.9 . 1 2 . а) Электронная часть поверхности Ферми свинца в третьей зоне и 

6) дырочная во второй зоне 

ющей поверхностью у алюминия дырочная поверхность свинца во 2-й 
зоне показана на  рис. 6 .9 . 1 2 , б. 

Электронная часть поверхности Ферми у трёхвалентного метала 
с ГЦК-решёткой не исчерпывается поверхностью в 3-й зоне . Постро
ение показывает, что вокруг вершин квадратных граней кубаоктаэдра 
(вокруг точек А, В, С и т. п. на рис. 6 .9 .9) расположены небольшие 

Рис. 6.9. 1 3 .  Часть 
электронной поверх
ности Ферми четы-
рёхвалентного ме-
талла в четвёртой 

зоне 

области, которые принадлежат одновременно че
тырём сферам Харрисона . Эти области, напо
минающие по своей форме тетраэдры, ограниче
ны электронной поверхностью в четвёртой энер
гетической зоне. Их объём мал по сравнению 
с объёмом 1 -й зоны Бриллюэна. При переходе 
к конечному значению эффективного потенциала 
электронные поверхности в 4-й зоне уменьша
ются и у трёхвалентного металла, в принципе, 
могут совершенно исчезнуть .  В случае четырёх
валентного металла эти поверхности становятся 
значительно большими .  Они сохраняются при 
значении 1 VэФ 1 ,  соответствующем реальному ме
таллу. 

На рис. 6 .9 . 1 3  показаны  электронные поверх-
ности в четвёртой зоне для четырёхвалентного 

металла с ГЦК-решёткой при IVэФI = О. Для того, чтобы не загромож
дать рисунок, эти поверхности показан ы  только в шести вершинах од-
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ной rексаrональной rрани  1 -й зоны Бриллюэна в одном из направлений 
типа ГL (см . рис. 6.9.9, 6) . 

Таким образом , можно сделать следующие выводы . 
1 .  Энергетический спектр электронов в металле состоит из несколь

ких энерrетических зон. Это означает, что одному значению квази
импульса электрона могут соответствовать различные энергетические 
состояния .  

2 .  Свойства электронов в каждой зоне определяются видом изо
энергетической поверхности в этой зоне. 

3 .  В металле могут быть как открытые, так и закрытые изоэнерге
тические поверхности. 

4 .  Концентрации носителей тока в зонах могут резко отличаться 
друr от друга. Концентрация n; носителей тока в n-й зоне определяется 
формулой 

26; n· = ---' (211'n)3 ' (6 .9 .9) 

где D..; - суммарный  объём р-пространства, ограниченный  всеми 
изоэнергетическими поверхностями  в i-й зоне. Если же поверхность 
Ферми открытая,  то под D..; подразумевается объём ,  ограниченный  
этой поверхностью в пределах одной зоны Бриллюэна (частью границ 
объёма являются граничные плоскости зоны Бриллюэна) . 

5 .  Объёмы ,  ограниченные поверхностями  Ферми в разных зонах, 
могут перекрываться между собой, однако и ндивидуальность каждой 
зоны полностью сохраняется . 

6 .  На основании теоремы о непересекаемости термов изоэнергетиче
ские поверхности не могут пересекаться, но могут иметь только общие 
точки .  

7 .  Во всех физических процессах участвуют ферм иевекие электро
ны ,  расположенные на всей совокупности изоэнергетических поверхно
стей. 

§ 6. 10. Динамика квазичастиц 
в кристаллической решётке 

Движение квазичастиц в решётке определяется формой поверхно
сти Ферми ,  а для каждой частицы с заданным импульсом ,  т. е. для 
заданной точки на соответствующей изоэнергетической поверхности 
Е; (р) = Е;р - законом дисперсии для данного направления в про
странстве импульсов . При этом практически всегда движение квазича
стиц можно рассматривать в рамках квазиклассического описания, так 
как длина волны де Бройля Лв "" 21rnjpp у квазичастиц с фермневски
ми импульсами ,  величина которых порядка размеров зоны Бриллюэна 
1rhja, близка к величине межатомных расстояний а, а длина траекто
рии свободноrо движения квазичастиц в кристаллах обычно намного 
превышает а. 
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Групповая скорость квазичастицы v = дЕjдр = gradP E всегда на
правлена по нормали к изоэнергетическим поверхностям и ,  в общем 
случае, не коллинеарна её импульсу. 

Рассмотрим сначала, как будет двигаться квазичастица в идеальном 
кристалле при Т = О (при отсутствии рассеяния) при наличии посто
янного электрического поля Е. Для простоты рассмотрим кристалл 
с простой кубической решёткой . Пусть электрическое поле направлено 
вдоль отрицательного направления одной из главных кристаллографи
ческих осей, например [00 1 ] .  Проведём мысленный опыт, в котором 
рассматривается только одна квазичастица в решётке кристалла. Пред
положим, что до включения электрического поля Е её кинетическая 
энергия и квазиимпульс были равны нулю.  Таким образом, в простран
стве квазиимпульсов электрону соответствовала точка, расположенная 
в центре зоны Бриллюэна. Пусть в некоторый момент времени t = О 
включается электрическое поле Е. Поскольку в постоянном электриче
ском поле на электрон действует внешняя сила - l e iE, то квазиимпульс 
электрона будет линейно возрастающей функцией времени :  IP I = l e iEt .  

Если бы электрон был сво-
бодной частицей ,  то в поста- Е 
янном электрическом поле его 
импульс возрастал бы линейно 
во времени ,  как показано на 
рис. 6 . 1 0. 1 ,  а прямой штриховой 
линией, начинающейся в начале 
координат. 

о 
а а 

а 

2nft 3n1i p[OO l ]  
а а 

_ пr1 -р' о р' пп 21rrL 
а а а 

l l lшl l  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
--t-t-t-- : --�-�-1 1 1 1 1 1 

р 

р 

р 

Рис. 6 . 10. 1 .  а) Зависимость импульса р электрона, находящегося в кристалле 
от времени t в постоянном электрическом поле Е; б) зависимости энергии Е, 

скорости v 9  и эффективной массы т* электрона от квазиимпульса р 

В кристалле ситуация качественно меняется. Как уже отмечалось,  
наличие периодического потенциала решётки приводит к тому, что ква
зиимпульс электрона, который также изменяется линейно во времени 
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под действием внешней силы ,  определяется с точностью до величины 
21rrmj а. Это означает, что отрезки 

(- 7rah , О) и ( 7rah , 2:h) , 
(о, 1r:) 

и 
с:п ,  3:r1 ) , 

(6. 1 0 . 1 )  

содержат физически эквивалентные значения квазиимпульса электро
на. Поэтому движение электрона в интервале (1rnja, 21rnja) эквива
лентно его движению в интервале ( -1rnja, 0) ,  а движение в интервале 
(21Гnja, З1rr1ja) - движению в интервале (0, 1rnja) и т. д. 

Таким образом, транслируя отрезки (1rnja, З1rr1ja) на величину 
21rnja и (З1rnja, S1rnja) последовательно на величину 21rnja и ещё раз 
на 21rr1ja влево, получаем набор кривых в первой зоне, описывающих 
изменение квазиимпульса в первой зоне во времени .  Видно, что вектор 
квазиимпульса электрона периодически изменяется во времени от зна
чения -1rr1ja до значения 1rr1ja. Каждый раз ,  когда электрон достигает 
границы р = ±1rnja зоны Бриллюэна, его квазиимпульс скачком меня
ется на обратный:  электрон зеркально отражается от границы зоны .  

Совершенно иначе меняется скорость электрона .  Величина v = 

= дЕ j др, как и энергия электрона, является периодической функцией 
квазиимпульса с периодом 21rnj а. Формально зависимость скорости 
от р может быть получена дифференцированием графика зависимости 
энергии от р (рис. 6 . 1 0 . 1 ,  6) . 

В рассматриваемой задаче, где электрическое поле Е ориентировано 
по главной оси кристалла, скорость v электрона всегда коллинеарна 
квазиимпульсу р, хотя величина скорости lvl отнюдь не пропорцио
нальна величине IP I : по мере приближения IPI к граничному значению 
1rr1ja скорость электрона стремится к нулю (см. рис. 6 . 1 0 . 1 , 6) .  

Положительным значениям квазиимпульса и положительным зна
чениям скорости соответствует движение электрона в направлении 
действующей силы (вправо) , а отрицательным значениям - влево. 
Таким образом , периодическому движению в р-пространстве точки ,  
изображающей конец вектора квазиимпульса (см. рис .  6 . 1 0 . 1 ,  а) , соот
ветствует периодическое движение электрона в реальном пространстве: 
при изменении квазиимпульса от О до 1rnj а электрон движется вправо, 
затем квазиимпульс скачком меняется на обратный и при дальнейшем 
изменении квазиимпульса от -1rr1j а до О электрон движется влево 
и т. д. 

Причину такого сложного характера движения электрона в кристал
ле можно объяснить следующим образом . Если вначале квазиимпульс 
электрона мал (электрон находится вблизи центра первой зоны Брил
люэна), то он ведёт себя практически как свободный :  в электрическом 
поле происходит обычное ускорение электрона, при котором его ско
рость v увеличивается в направлении внешней силы. Однако вместе 
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с этим непрерывно возрастает его импульс IP I  и уменьшается длина 
волны де Бройля Лв . Электрон не только ускоряется кинетически ,  но 
и приближается к границе зоны Бриллюэна в импульсном (фазовом) 
пространстве . 

Приближение к границе приводит к тому, что реакция решётки на 
электронную волну увеличивается : амплитуда отражённой от решёт
ки волны возрастает. При этом скорость электрона нарастает не так 
быстро ,  как нарастала бы скорость свободного электрона, поскольку 
часть ускоряющей внешней силы идёт на преодоление реакции ре
шётки. При дальнейшем увеличении квазиимпульса рост групповой 
скорости электрона всё более замедляется и при некотором значении  
р прекращается совсем (см. рис . 6 . 1 0. 1 ,  6) . Скорость электрона в этой 
точке зоны Бриллюэна достигает максимальной величины .  

Дальнейшее увеличение квазиимпульса приводит при р > р' к то
му, что реакция решётки становится больше внешней силы. На этом 
этапе движения электрона во внешнем поле наиболее эффективно 
возрастает отражённая от решётки компонента электронной волны .  
Под действием реакции решётки кинематическая скорость электрона 
начинает уменьшаться .  В этой области электрон продолжает двигаться 
по инерции в прежнем направлении  и тормозится реакцией решётки. 
На границе зоны Бриллюэна (точка А на рис. 6 . 1 0. 1 ,  6) импульс до
стигает величины  р = пiL/a, а кинематическая скорость обращается 
в нуль :  v = дЕ/др = О. 

При р = пnja квазиимпульс электрона скачком меняет знак: изоб
ражающая его точка в фазовом пространстве переходит из точки 
А в точку А' (см. рис. 6 . 1 0 . 1 , 6) .  Обе эти точки соответствуют останов
ке электрона в реальном пространстве . Одновременно с переходом из 
точки А в А' меняется направление движения электрона в кристалле -
теперь электрон движется влево против ускоряющей внешней силы. 
В результате этого квазиимпульс электрона уменьшается по абсолют
ной величине. На отрезке от -1Гtl/a до -р' электрон ускоряется в об
ратном направлении под действием сил реакции решётки :  сумма внут
ренних сил на этом участке превышает силу [ е [ [Е [ ,  а их направление 
противоположно вектору внешней силы. По мере удаления электро
на от границы зоны Бриллюэна сила реакции решётки уменьшается, 
и при р = -р' она сравнивается с силой, действующей со стороны 
электрического поля Е .  В точке р = -р' абсолютная величина скорости 
электрона достигает максимума . При [р[ < [р' [ электрон .  замедляется 
под действием силы [ e l lE / , так что его скорость обращается в нуль 
в центре зоны Бриллюэна при р = О. Это вторая точка остановки 
электрона в реальном пространстве. В точке р = О скорость электрона 
меняет знак, и он начинает опять ускоряться вправо обычным образом 
под действием электрического поля Е .  

Движение электрона в постоянном электрическом поле напоминает 
движение шарика ,  падающего на упругую плиту в поле силы тяжести. 
Падая вниз, шарик ускоряется под действием силы тяжести , и его 
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скорость растёт. В момент соприкосновения с поверхностью плиты 
скорость шарика максимальна. Далее плита начинает упруго деформи
роваться . Сила реакции со стороны плиты уменьшает скорость шарика 
до нуля, а затем ускоряет его в противоположном направлении (вверх) .  
Оторвавшись от плиты,  шарик замедляется в поле силы тяжести до 
тех пор, пока не остановится в исходной точке, из которой он начал 
падение. При отсутствии сил трения колебательное движение шарика 
вниз и вверх будет продолжаться до бесконечности с постоян ной ам
плитудой . 

Таким образом, под действием постоянного электрического поля Е 
электрон в кристаллической решётке совершает периодическое движе
н ие так, что точка, изображающая конец вектора его квазиимпульса , 
каждый раз проходит зону Бриллюэна в одном и том же направлении ,  
совпадающем с направлением действующей на электрон силы - [е [Е .  
Обратный проход зоны Бриллюэна совершается скачком при отраже
нии электрона от границы.  

Мы пришли к парадоксальному заключению о том , что движение 
электрона в постоянном электрическом поле финитно (ограничено) 
и циклично: электрон в решётке периодически проходит через одну 
и ту же точку в кристалле. Такое движение качественно отличается 
от движения свободного электрона в постоянном электрическом поле, 
которое является равномерно ускоренным и инфинитным :  свободный  
электрон никогда н е  возвращается в свою начальную точку . 

Определим частоту и амплитуду финитного движения.  Период ко
лебания определяется временем т ,  в течение которого изображающая 
точка на рис. 6 . 1 0 . 1 ,  б пробегает отрезок АА'. Используя соотношение 
dpjdt = еЕ, находим 

тrtt/a 
т = f dp - 2-тr1i 

le i iE I  - ale i iE I . 
(6. 1 0.2) 

-тrttja 
Частота колебаний VE в электрическом поле составляет 

1 aie i iE I  VE = -;. = 'hh . (6. 1 0.3) 

Изменение энергии Ел - Е0 при движении электрона из точки О в 
точку А равно работе, которую совершает постоянная сила [ е [Е на 
пути Х между двумя точками остановки в кристалле 

Ел - Ео = [ е [ЕХ. 
Отсюда амплитуда колебаний 

х Ел - Ео 
- 2 le iE · 

(6 . 1 0.4) 

(6. 1 0.5) 

Разность Ел - Е0 является шириной энергетической зоны и состав
ляет в металлах величину порядка нескольких электрон-волы. При 
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разумных значениях электрического поля Е � 1 о-6 В/ см амплитуда Х 
достигает 1 06 см .  Колебания с такой гигантской амплитудой должны 
были бы совершаться с крайне н изкой частотой. 

Однако, циклическое движение электрона в электрическом поле 
наблюдать практически невозможно, так как при Т -1- О в реальных 
кристаллах электроны непрерывно рассеиваются на фононах и любых 
нарушениях периодичности и величины рассеивающего потенциала 
решётки . В результате, длина пути, на котором электрон движется 
как свободная частица (длина свободного пробега электрона) в са
мых оптимальных случаях не превышает нескольких сантиметров, 
что намного меньше величины Х. Отсюда следует парадоксальный 
вывод: протекание постоянного тока в металлах обязано рассеянию 
электронов . Отсутствие рассеяния привело бы не к бесконечному ро
сту электрического тока, как это было бы в свободном пространстве, 
а к возникновению переменнога тока с частотой, зависящей от ве
личины приложеннаго электрического поля (близкой к промышленной 
частоте 50 Гц) . 

§ 6. 1 1 . Эффективная масса фермиевских электронов 

Общая идея введения эффективной массы квазичастицы заключа
ется в следующем .  Истинная масса m0 классической частицы опреде
ляется как отношение силы F, действующей на частицу, к ускорению 
а,  которое эта сила вызывает: т0 = J F J / Ja J . Задание силы F и массы 
свободной частицы то однозначно определяет её ускорение а =  F /то . 

В кристалле на квазичастицу, кроме внешней силы, действуют ещё 
силы, создаваемые периодическим потенциалом решётки, которые, во
обще говоря, неизвестны . Однако ,  практический интерес представляет 
ускорение, которое приобретает квазичастица в поле внешних, по отно
шению к кристаллу, сил. Характеристика квазичастицы, определяющая 
её реальное ускорение в кристалле под действием только внешней 
силы называется эффективной массой квазичастицы.  Таким образом , 
для её определения надо найти уравнение, связывающее ускорение а 
квазичастицы с внешней силой F.  Иными словами ,  уравнение второго 
закона Ньютона для кинематического ускорения квазичастицы в кри-
сталле 

1Тtо �� = L (F внут + F внеш ) (6. 1 1 . 1 )  

заменяется на уравнение 

* dv F т dt = внеш • (6 . 1 1 .2) 

где т* - эффективная масса квазичастицы. 
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Сравним это уравнение с уравнением движения частицы, записан
ным в самом общем виде для произвольнога закона дисперсии ,  

dv; dv; dpk 
dt - dpk Тt · 

Так как i-я компонента групповой скорости квазичастицы 

dE Vi = -d , р; 

(6. 1 1 .3) 

(6. 1 1 .4) 

выражение (6. 1 1 .3) с учётом того , что dpk/dt = Fk , можно записать 
в виде 

(6. 1 1 .5) 

Производные д2 Е/ дрiдРз , имеющие размерность обратной массы, 
являются компонентами симметричного тензора второго ранга .  Этот 
тензор получил название тензора обратных эффективных .масс. Обо
значая компоненты обратного ему тензора через miз , можно записать 

3 

L т:jai = Fвнеш . 
j= l 

(6. 1 1 .6) 

где а = dv / dt - ускорение квазичастицы . Тензор mi1 называется тен
зоро.м. эффективных .масс. 

Уравнение (6 . 1 1 .6) по форме совпадает с уравнением движения 
частицы в свободном пространстве под действием внешних сил. Однако 
оно имеет ряд отличительных особенностей, на которые необходимо 
обратить внимание. 

Во-первых, диагональные компоненты тензора эффективных масс 
фермневских электронов на изоэнергетических поверхностях электрон
ного типа имеют положительные значения. Например, для сферы Е = 

= p2 j(2m* ) и т* = (д2EjfJp2) - 1  > О, так как fJEjдp > О  на поверхно
стях электронного типа. 

Во-вторых, вектор ускорения а выражается через вектор внешней 
силы Fвнеш при помощи тензора обратных эффективных масс (mij )- 1 = 

= д2 Е/ др;др1 . В общем случае вектор а не совпадает по направлению 
с вектором внешней силы F внеш ·  

Во-третьих, только внешняя сила сообщает электрону ускорение. 
Внутренние силы, или силы взаимодействия электрона с решёткой, 
участвуют в формировании закона дисперсии и ,  таким образом , через 
тензор эффективной массы определяют реакцию электрона на действие 
внешних сил. При помощи уравнения (6. 1 1 .6) неизвестные внутренние 
силы, действующие на электрон со стороны решётки , включены в опре
деление тензора эффективных масс. 

Заметим ,  что различным (не эквивалентным) волновым векторам, 
определяющим положение электрона на поверхности Ферми ,  соответ
ствуют различные тензоры эффективных масс. Это значит, что элек-
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троны, расположенные на различных участках поверхности Ферми ,  по 
разному реагируют на одну и ту же при.поженную внешнюю силу. 
Только в тех областях р-пространства, в которых главные компоненты 
тензора mij практически не зависят от р и являются постоянными 
(или приближённо постоянными) величинами,  поведение электронов 
характеризуется одним и тем же тензором . Такие условия, например, 
выполняются в окрестностях точек р0 , в которых энергия электрона 
Е(р0)  достигает относительного максимума или минимума. 

Обозначим через Е0 значение энергии электрон а  Е(р0) в точке экс
тремума р = р0 . В окрестности этой точки Е(р) можно разложить в ряд 
по степеням (р - Pok Поскольку в экстремальных точках дЕ/др; =  О, 
то члены первой степени по (р - Po)i в разложении будут отсутство
вать . С точностью до квадратичных членов разложение имеет вид 

1 3 Е(р) = Е(ро) + 2 2.:.: а;з (Р; - Роi ) (Рз - Poj ) . (6. 1 1 . 7) 
'·1 

где 
д2Е aij = дрiдрj 

при р = Ро · (6. 1 1 .8) 

В окрестности точки ро , где можно ограничиться квадратичными по 
(р - ро) членами,  ком поненты тензора эффективной массы постоянны 
и равны 

(6. 1 1 .9) 

Переходя к системе координат, связанной с главными осями тензо
ра aij , получим 

1 3 2 Е(р) - Ео = 2 L aii (Pi - Poi ) . 
i= l 

(6. 1 1 . 1 0) 

Величины mi; положительны около точки минимума энергии и от
рицательны около точки максимума. В первом случае электрон в ре
шётке ведёт себя качествен но так же, как свободный :  в электрическом 
поле его кинематическая скорость возрастает в направлении  действую
щей силы - l e iE. Во втором случае электрон ускоряется в направлении,  
обратном по отношению к внешней силе,  т. е .  ведёт себя как частица 
с отрицательным зарядом и отрицательной массой или как частица 
с положительным зарядом и положительной массой . 

Если поместить начало координат р-пространства в точку р0 экс
тремума энергии и отсчитывать энергию Е от Е0 , то с точностью до 
квадратичных членов 

3 '2 
Е' = � J!i:_ L....- 2 * ' 

i= l m;; (6. 1 1 . 1 1 ) 
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где Е' = Е - Ео и р� = р; - POi · Полученное выражение представляет 
собой уравнение трёхосного эллипсоида 

12 ' 2  '2 
____El____, + � + ____12___, = 1 (б. 1 1  . 1 2) 
2mj1 E 2m22E 2m�зЕ 

три полуоси которого соответственно равны 

J2rni 1E' , J2rn2_2E' , J2rn'5,3E' . 
Таким образом , вблизи экстремальных точек поверхности посто

янной энергии Е = const для электронов в кристалле представляют 
собой эллипсоидальные поверхности. В частном случае, когда mi1 = 
= т2_2 = m'33 , эллипсоид вырождается в сферу. Компоненты mi1 •  m2_2 , 
и mЗ3 определяют эффективные массы электрона при его движении 
соответственно вдоль осей р� , р� и р� . 

§ 6. 1 2 . Рассеяние квазичастиц в кристаллах. Общее 
представление о рассеянии электронов 

Квазиимпульс электрона (а ,  следовательно, и его энергия) не из
меняется при движении  в поле идеальной периодической решётки . 
Изменение квазиимпульса может иметь место только под влиянием 
непериодической части потенциального поля. Это означает, что рассе
яние электронов происходит на любых нарушениях идеальной струк
туры решётки. Такими нарушениями являются тепловые колебания 
(газ фононов) , дефекты решётки (дислокации ,  вакансии, примесные 
атомы) , отклонение от периодичности самосогласованного потенциала 
электронов Vee . связанное с взаимодействием электронов друг с другом 
(рассеяние электрона на электронах) . 

Взаимодействия ,  при которых изменяются энергия и абсолютная 
величина импульса электрона, носят название неупругих. Взаимодей
ствия, при которых импульс меняется по направлению и практически 
не меняется по величине, носят название упругих. В этом случае 
импульс электрона при взаимодействии передаётся всей решётке как 
целому. Обозначим скорость электрона до упругого взаимодействия Ve 
и будем считать, что решётка неподвижна . Тогда после взаимодействия 
центр масс решётки приобретёт скорость Vc = т*vе/Л1, где m* и Л1 -
массы электрона и всего кристалла, и энергию rn*2v; /(2Л1) . Отноше
ние этой величины к энергии электрона (rn* /M) (v;;v� ) пренебрежимо 
мало, так что при упругом рассеянии электрона энергия практически 
не изменяется. 

Каждый механизм рассеяния характеризуется частотой v и време
нем релаксации т =  1 /v ,  а также длиной свободного пробега элек
трона l = vrт. Следует различать времена релаксации по импульсу тl' 
и по энергии ТЕ , которые характеризуют скорость изменения импульса 
или энергии  в результате рассеяния. Параметры Тр и ТЕ определяют 
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соответствующие длины свободного пробега lp = VfTp и lE = VfTE . 
Для упругого рассеяния , при котором энергия электронов практически 
не изменяется, величины Тр и ТЕ сильно отличаются друг от друга, 
причём ТЕ » тр . При неупругом рассеянии происходит релаксация как 
импульса, так и энергии .  В этом случае ТЕ и тр могут быть близки 
по порядку величины .  Однако ,  как правило, ТЕ > Тр , поскольку ре
лаксация импульса происходит как за счёт изменения его абсолютной 
величины, так и за счёт изменения направления. 

В различных физических явлениях времена тр и ТЕ могут иметь 
разные значения в зависимости от того, какой смысл вкладывается 
в понятие рассеяния электронов . Дело заключается в том, что еди
ничный акт взаимодействия в большинстве случаев не эквивалентен 
акту рассеяния электрона. Например, при рассмотрении электропро
водности , под рассеянием электрона понимается такой процесс, при 
котором начальный импульс изменяется на величину порядка самого 
импульса. Такой процесс релаксации импульса в результате рассеяния 
на фононах при низких температурах (когда импульс фонона намного 
меньше импульса электрона) может быть следствием только большого 
числа последовательных элементарных актов взаимодействия электро
на с фононами,  каждый из которых приводит к весьма малому отно
сительному изменению импульса. Таким образом, для характеристики 
элементарного акта взаимодействия необходимо ввести такое понятие, 
как его эффективность для рассматриваемого процесса рассеяния.  

Приведём ещё один пример релаксации энергии и импульса но
сителей заряда в металлах, относящийся к рассеянию электронов на 
неоднородностях и дефектах кристаллической решётки .  Физической 
причиной такого рассеяния является возникновение в области дефек
та локального электростатического потенциала, с которым электрон 
взаимодействует как отрицательно заряженная частица. Характер рас
сеяния на таком потенциале зависит от вероятности рождения фонона 
в результате взаимодействия .  Если такая вероятность мала, то рассе
яние на дефекте является в основном упругим .  В любом случае веро
ятность упругих столкновений электронов с дефектами увеличивается 
при пониженин температуры в результате уменьшения вероятности 
рождения фонанов и увеличения вероятности передачи импульса всей 
кристаллической решётке в целом (как в эффекте Мёссбауэра) . 

При абсолютном нуле температуры, когда фононы отсутствуют, 
электроны рассеиваются только на нарушениях кристаллической ре
шётки, на атомах данного вещества, отличающихся по массе (изо
топах) ,  и на атомах примеси .  Несмотря на то, что такое рассеяние 
может быть достаточно интенсивным ,  энергия от электронной системы 
не передаётся решётке: электроны в основном состоянии не могут 
изменить свою энергию .  Поэтому рассеяние электронов при Т = О 
является абсолютно упругим.  

При Т '/= О  кроме рассеяния на неоднородностях решётки электроны 
рассеиваются при столкновении  с фононами .  Взаимодействие электро-
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нов с фонанами приводит к тому, что резкая ступенька в распреде
лении Ферми размывается на интервал порядка kвТ (см. рис . 1 .3 . 1 ) :  
электроны приобретают малую добавку тепловой энергии .  Теперь при 
рассеянии на фононах и друг на друге электроны могут обмениваться 
добавочной энергией �kвТ. В состоянии термодинамического равнове
сия тепловые энергии фермневских электронов и решётки равны между 
собой. Электроны могут изменить энергию (получить добавочную энер
гию к энергии Ферми)  и при абсолютном нуле, например под действием 
электрического поля. Если при нагревании кристалла решётка <<Нагре
вала>> электронный газ, то в электрическом поле, наоборот, электроны 
приобретают дополнительную энергию и передают её при рассеянии 
решётке, генерируя фононы .  

Каждая частица в течение времени релаксации может испытывать 
несколько последовательных взаимодействий .  Иными словами ,  может 
иметь место ситуация, при которой частица в единичном акте рассе
яния передаёт лишь часть приобретённой энергии и для того, чтобы 
вернуться в невозбуждённое состояние, ей необходимо несколько раз 
провзаимодействовать с другими частицами .  Естественно, что могут 
быть и такие процессы , при которых частице достаточно одного соуда
рения ,  чтобы вернуться в невозбуждённое состояние .  

Характер процесса релаксации зависит от соотношения между 
энергиями и импульсами сталкивающихся частиц и от степени неупру
гости рассеяния . В том случае, когда величина т определяется време
нем между двумя последовательными актами рассеяния (иными сло
вами, когда каждый единичный акт рассеяния весьма эффективен) ,  
частица движется в течение этого времени н а  длине l как свободная, 
не изменяя своего состояния .  В тех же случаях, когда за время т 
частица испытывает много последовательных соударений (т. е. когда 
эффективность единичного акта рассеяния весьма н изкая ) ,  состояние 
частицы на длине свободного пробега непрерывно меняется . В этом 
случае движение частицы в решётке подобно движению в вязкой 
среде, при котором электрон теряет энергию (или меняет импульс) 
практически непрерывно. Величину, обратную l, можно рассматривать 
при этом как меру вязкости среды, определяемую скоростью передачи 
энергии (импульса) от электрона к фонанам на един ице длины пути: 
1 /1 "' дЕ/ дх. Это означает, что только на длине пути .6.х « l можно 
пренебречь изменением состояния электрона и считать, что на таком 
интервале электрон движется как свободная частица. 

Когда говорится о средней длине l свободного пробега, надо иметь 
в виду, что в металле имеются электроны как со значительно меньшей , 
так и значительно большей длиной свободного пробега ,  чем l. Поэтому 
даже в том случае, когда условие l < L (L - некоторый характерный 
размер в кристалле) не выполняется, в металле имеется небольшая 
группа электронов , для которой это условие выполнено, и они могут 
вносить вклад в наблюдаемые эффекты. 
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Величина времени релаксации при данном значении энергии ча
стицы определяет также границы применимости понятия квазичастицы 
при описании  энергетического спектра электронов в твёрдых телах. 
Действительно, на основании соотношения неопределённостей Гейзен
берга (6.Ет ;:;:: h) можно говорить о конкретной энергии  и импульсе 
фермиевекого электрона лишь при условии ,  что неопределённость 6.Е 
энергии ,  связанная с конечным временем жизни т элементарного воз
буждения ,  много меньше самой энергии EF . В сильно неупорядоченных 
системах, когда длина свободного пробега l = VfT электрона уменьша
ется до величины межатомных расстояний а, неопределённость энер
гии достигает 

6.Е � п � hvF � 1О-34 1 06 д � 1 0- tsд � 6 в � 
-:;: 

� 
-z-

� 
ю- tо ж � ж � э , (6. 1 2 . 1 )  

т. е .  по порядку величины сравнивается с энергией Ферми Ef . В этом 
случае само представление о поверхности Ферми теряет смысл .  

6. 1 2 . 1 .  Рассеяние электронов на фононах. Физически природа 
взаимодействия электронов с фонанами заключается в следующем .  Фа
нон представляет собой распространяющуюся в решётке волну упругой 
деформации, которая создаёт в решётке чередующиеся области сжатия 
и разряжения. В результате этого в решётке возникает дополнительный 
периодический  потенциал, на  котором рассеиваются электроны .  

Эффективность рассеяния электрона на фононах определяется эф
фективностью элементарного акта взаимодействия и числом рассеи
вающих центров , т. е.  числом фононов, с которыми  электрон может 
взаимодействовать .  

Наиболее эффективно электроны рассеиваются на продольных фа
нонах. Взаимодействие электронов с поперечными фонанами мало
эффективно, так как сдвигавые волны,  которым  соответствуют по
перечные колебания ,  создают лишь слабую модуляцию плотности и ,  
следовательно, потенциала в решётке. 

Эффективность взаимодействия электронов с фонанами уменьшает
ся при увеличении  длины волны фонона Лч. Этот эффект связан с тем , 
что при увеличении Лq растут размеры областей сжатия и разрежения 
в решётке и при одной и той же амплитуде колебаний уменьшается 
градиент потенциала , а следовательно, и силы, действующей на элек
троны .  Таким образом, при Лч _____, оо эффективность электрон-фанонно
го взаимодействия должна стремиться к нулю.  

Ч исло фононов , с которыми могут взаимодействовать электроны ,  
ограничивается законами  сохранения энергии и импульса: для каждого 
электрона существует лишь определённая группа фононов , на которых 
он может рассеиваться. 

В зависимости от соотношения волновых векторов электрона и фа
нона рассеяние может происходить или в пределах одной зоны Брил
люэна (N-процессы ,  см. п. 5 .8 .3) ,  или же волновой вектор электрона 
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после взаимодействия с фононом может попадать в соседние зоны 
(U-процессы) .  

N-процессы рассеяния, при которых электрон из состояния с вол
новым вектором k переходит в состояние с волновым вектором k', 
удовлетворяют законам сохранения энергии и квазиимпульса в следу-
ющем виде 

E(k) = E(k') + nwч ,  nk = nk' + Гщ, (6 . 1 2 .2) 

если электрон генерирует фонон , и 

E(k') = E(k) + r!wq . rLk' = nk + гщ, (6. 1 2 .3) 

если электрон поглощает фонон . Здесь w'l - частота фонона, а q - его 
волновой вектор 

Пусть электрон с волновым век
тором k до взаимодействия находил
ся на изоэнергетической поверхно
сти E(k) = EF вблизи уровня Фер
ми .  Предположим, что после взаимо
действия с фононом с энергией nwч 
электрон переходит в более высо
кое энергетическое состояние E(k' ) ,  
отличающееся от  предыдущего на  
ЭНерГИЮ фОНОНа r!Wq (рИС. 6 . 1 2 . 1 ) .  

Для того чтобы найти разрешён
ные значения векторов фонанов с 
энергией 1iwc1 , которые могут взаи
модействовать с электроном с волно
вым вектором k, напомним,  что энер-

Рис. 6. 1 2. 1 .  Разрешённые значе
ния векторов фонанов с энерги
ей hw11 определяются линией пе
ресечения поверхностей E(k') = = E(k) + ttwq и hw11 = ttw( q) 

гии nwq в фазовом пространстве отвечают три поверхности постоянной 
частоты: 

(6. 1 2 .4) 

для продольных ( 1 1 )  и двух типов поперечных (l_I , 1_2) фононов, форма 
которых определяется законом дисперсии  фонанов в кристалле. Вы
берем одну из них, например w( q) = w11 . Поместим начало координат 
этой поверхности в конец вектора k.  Линия пересечения поверхностей 
Е = E(k) + ftw и w( q) = w11 и определит геометрическое место точек, 
задающих разрешённые значения  векторов фонанов с энергией Пы11 , 
удовлетворяющих одновременно законам сохранения энергии и импуль
са (6 . 1 2 .2) . 

Таким образом , задание энергии фонанов rLWq определяет, в общем 
случае, три группы фонанов (продольных и поперечных), с которыми 
электрон с волновым вектором k может взаимодействовать. Волновые 
векторы qll ,  q1_ 1 , q1_2 этих фонанов соединяют конец вектора k с лю
быми точками на линиях пересечения поверхностей Е = Е( k) + tow; 
w = w(qll ) ,  w = w(ql_ l ) ,  w = w(ql_z ) ·  
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При изменении энергии фонанов nwq изменяется (расширяется или 
сжимается) энергетическая поверхность E(k')  = E(k) + 'hw и одновре
менно деформируются поверхности w = w(ql l ) ,  w = w(q_1_1 ) ,  w = w(q_1_z } .  
Пусть, например, энергия фонанов уменьшается . В результате сжатия 
поверхностей Е =  E'(k) и w = w(q) линии их пересечения описывают 
в фазовом пространстве воронкообразные поверхности S с вершиной 
в конце вектора k. Эти поверхности задают геометрическое место 
точек, определяющих набор волновых векторов фононов, т. е. число 
фонанов данной поляризации, на которых может рассеиваться электрон 
с волновым вектором k. 

6 . 1 2 .2 .  Рассеяние с процессами переброса.  Рассеяние ,  сопро
вождающееся процессами переброса, принципиально отличается от 
нормального рассеяния. Процесс перебраса открывает дополнительный  
канал рассеяния ,  который н е  описывается условиями (6. 1 2 .2 ,  6 . 1 2.3) . 
В процессах перебраса электрон в дополнение к волновому вектору q 
фонона может приобрести или потерять волновой вектор g, где g -
вектор обратной решётки .  Поэтому рассеяние с перебрасом удовлетво
ряет законам сохранения энергии и квазиимпульса в виде 

E(k' )  = E(k) + tLwq . tLk1 = hk + tLq + ng. (6. 1 2 .5) 

При процессах перебраса и збыточный квазиимпульс tLg передаётся 
кристаллу как целому. Процессы перебраса можно рассматривать как 
процессы, сопровождающиеся рождением или поглощением фонона 
электроном с одновременным брэгговским отражением электронной 
волны от решётки .  

При заданном значении волнового вектора k условиям (6. 1 2 .5) 
удовлетворяют фононы с волновыми векторами q ,  соединяющими ко
нец вектора k с геометрическим местом точек ,  образующимся при 
пересечении поверхности w = w(q) с изоэнергетической поверхно
стью E(k') = E(k) + tLw (рис. 6 . 1 2 .2) .  При уменьшении w поверхность 
E(k) + nw сжимается и одновременно уменьшается поверхность по
стоянной частоты w = w(q) . В рассматриваемом случае в отличие от 
N-процессов пересечение поверхностей w = w(q) и Е = E(k') исчезает 
при некотором конечном значении lql = Q (см. рис. 6 . 1 2 .2) . Поэтому 
линия пересечения этих поверхностей образует при уменьшении q 

<< Воронкообразную>> поверхность разрешённых значений  q. Площадь 
этой поверхности S�п(q2 - Q2) зависит от lql и обращается в нуль 
при lql = Q. 

Чем ближе друг к другу расположены поверхности Ферми в сосед
них зонах Бриллюэна, тем при более низких температурах процессы 
перебраса дают заметный вклад в рассеяние электронов. Например, 
у щелочных металлов фермиевекий импульс лишь на 1 2 %  меньше 
расстояния от центра зоны до её боковых граней . Поэтому у щелочных 
металлов рассеяние электронов на фононах с процессами перебраса 
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Q 

Рис. 6 . 1 2 .2. Процессы перебраса при простейшем квадратичном законе 
дисперсии 

доминирует даже при температуре жидкого водорода (температура 
кипения жидкого водорода при нормальном давлении равна 20,4 К) .  

Интересно рассмотреть, с этой точки зрения, открытые поверхности 
Ферми .  Для открытых поверхностей рассеяние с процессами перебраса 
возможно при любых значениях импульса q, так как изоэнергетические 
поверхности непрерывно переходят из одной зоны Бриллюэна в сосед
нюю (см . ,  например, рис. 6.9 . 1 ,  6) . Поэтому у металлов с открытыми 
изоэнергетическими поверхностями рассеяние с перебрасом сохраня
ется до самых низких температур. Однако относительная роль этого 
рассеяния оказывается чрезвычайно малой. Во-первых, в процессах 
перебраса могут участвовать только электроны, расположенные на 
<<шейках•> изоэнергетической поверхности вблизи границ зоны Брил
люэна. Число таких электронов мало. Во-вторых, эти электроны могут 
рассеиваться только на фононах с импульсами q, ориентация которых 
близка к направлениям открытости (т. е. к продольным осям <<шеек•>)  
поверхности Ферми .  Число таких фонанов также относительно мало. 
В результате вероятность рассеяния с перебрасом при низких темпе
ратурах составляет обычно ничтожно малую величину по сравнению 
с вероятностью нормальных процессов рассеяния. 

§ 6. 13 .  Электропроводность 

6. 13. 1 .  Феноменологическое описание 

При отсутствии градиентов температуры 
электропроводности. 

и процессов диффузии 
носителей тока связь между плотностью электрического тока j 
в проводнике и напряжённостью электрического поля Е в достаточно 
слабых полях в изотропной среде определяется законом Ома: j = 

= ст Е, где коэффициент пропорциональности ст носит название 
электропроводности. 
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В изотропном металле направление тока j совпадает с направлением 
внешнего поля Е.  В этом случае а является скалярной величиной.  
Анизотропия металла проявляется в том, что векторы Е и j становятся 
неколлинеарными (в анизотропном кристалле коллинеарность Е и j 
наблюдается только при направлении Е вдоль главных осей симмет
рии ) .  Преобразование вектора Е в вектор j осуществляется при помощи 
симметричного тензора второго ранга - тен.зора проводимости CJ;.j , 
который имеет шесть независимых компонент. 

Выражение для закона Ома 

(6 . 1 3 . 1 )  

допускает обращение 
Е; = L Pikjk , (6. 1 3 .2) 

k 
при котором компоненты электрического поля Е; выражаются через 
компоненты плотности тока j; при помощи тен.зора удельного сопро
тивления Pik . 

Тензор удельного сопротивления Pik является обратным тензо
ру проводимости CJik ·  Компоненты a;k и p;k связаны соотношением 
CJ;kPik = д;k , где д;k - дельта-символ Кронекера . Тензор удельного 
сопротивления Pik также является симметричным :  Pik = Pki · Компонен
ты тензора удельного сопротивления Pik можно определить, измеряя 
электрическое поле вдоль осей 1 ,  2 , 3, когда ток течёт вдоль одной из 
этих осей .  Например , если ток течёт только по оси 1 (j = j1 ) , то 

Е1 = P1 1 j 1 , Е2 = P2 1j 1 , Ез = Рз 1 j 1 . (6 . 1 3 .3) 
При ориентации тока по оси 2 (j = j2) соотношения 

Е1 = P1 2j2 , Е2 = P22j2 , Ез = Рз2j2 (6 . 1 3 .4) 
определяют компоненты тензора Р1 2 .  Р22 · Рз2 и т. д. 

Кубический кристалл не обладает анизотропией электропроводно
сти. Для него недиагональные компоненты тензора Pik равны нулю,  
а диагональные равны между собой .  Для кубического кристалла Pik = 
= poдik · Для одноосных кристаллов (кристаллов с выделенным направ
лением 3) Pl l = Р22 i: Рзз · 

6. 13 .2 .  Электропроводность в модели фермневских элек

тронов. Рассмотрим сначала электропроводность, основываясь на 
модели фермневских электронов (§ 6 . 1 ) .  Наиболее простой моделью 
является металл с закрытой поверхностью Ферми сферической формы 
(выше указывалось, что поверхности Ферми, близкие по форме 
к сферическим, имеют металлы первой групп ы  Периодической системы 
элементов) .  Будем считать, что закон дисперсии квадратичен, 

2 
Е(р) = 2r:n* , (6 . 1 3 .5) 
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и что процессы рассеяния электронов на фононах можно характеризо
вать одним временем релаксации т ,  определяющим вероятность Иlk,k' 
рассеяния электрона в единицу времени из состояния с волновым 
вектором k в состояние с волновым вектором k' : Wk,k' rv 1 jт. За время 
релаксации (за время между двумя последовательными актами рассе
яния) электрон смещается на расстояние l = ·ufт. 

Направим электрическое поле Е по оси х. Поскольку во внешнем 
электрическом поле Е все электроны приобретают дополнительный 
средний  импульс ,6, Рх = - еЕхт . изо-
энергетическая поверхность смеща
ется как жёсткий каркас на величи
ну ,6,рх в направлении, противопо
ложном вектору электрического по
ля Е (рис. 6 . 1  3 . 1  ). Заметим, что хотя 
электроны внутри поверхности Фер
ми не могут изменять энергию по от
дельности. так как соседние состоя
ния заняты, ничто не мешает поверх
ности Ферми смещаться как целое . 

До включения поля Е электриче
ский ток отсутствовал, распределе
ние электронов в пространстве им
пульсов было симметричным относи

Е 

]Jx 

Рис. 6 . 1 3 . 1 .  Смещение электрон-
ной изоэнергетической поверхно
сти в электрическом поле Е 

тельно начала координат (для каждого электрона с импульсом +р 
существовал электрон с импульсом -р) . В результате смещения по
верхности Ферми центральная симметрия распределения электронов 
нарушается .  

Сдвиг поверхности Ферми приводит к появлению нескомпенсиро
ванных электронов в объёмах 1 и 3. Вследствие малости смещения ,6,рх 
по сравнению с величиной фермиевекого импульса PF объёмы 1 и 3 
практически равны между собой . 

На электронной поверхности эффективная масса т* фермневских 
электронов положительна и, следовательно, их скорости Vf направле
ны по внешней нормали к поверхностям .  Таким образом, электроны 
в объёмах 1 и З создают поток отрицательно заряженных частиц со 
скоростями ,  близкими к фермиевским ,  в направлении  электрической 
силы -еЕ. При увеличении электрического поля Е растёт смещение 
поверхности, увеличиваются объёмы 1 и 3 и ,  следовательно, увеличи
вается число частиц, участвующих в электропроводности . 

Рассмотрим теперь дырочную поверхность Ферми ,  которая ограни
чивает незаполненные состояния, и пусть электрическое поле по-преж
нему направлено по оси х.  Изменение импульса квазичастиц на ды
рочной поверхности описывается также уравнением движения dp j dt = 
= -еЕ. Поэтому под действием электрического поля, как и в преды
дущем случае, поверхность смещается в направлении  силы -еЕ 
(рис. 6 . 1 3 .2) .  Величина смещения ,6,рх также равна - еЕхт. 
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Смещение поверхности Ферми приводит к нарушению центральной 
симметрии в распределении частиц по импульсам . При этом в объёме 
1 (рис. 6 . 1 3 .2) появляются электроны ,  суммарный  импульс которых 
имеет нескомпенсированную компоненту в направлении +Рх · В объёме 
2 исчезают электроны ,  движение которых компенсировало до смещения 
поверхности поток электронов , находящихся в объёме 3. Следова
тельно, как и в предыдущем случае, смещение поверхности приводит 

к возникновению электронов в 
РУ Е объёмах 1 и 3 с нескомпенсиро-

Рх 

Pz 

Рис. 6. 1 3 .2 .  Смещение дырочной изо
энергетической поверхности в элек

трическом поле Е 

ванными компонентами импуль
сов в направлении оси +Рх · Учтём 
теперь, что эффективная масса 
т* квазичастиц на дырочной по
верхности отрицательна и в ре
зультате этого скорости квазича
стиц VF направлены по внутрен
ней нормали к поверхности (на
помним ,  что дырочные изоэнерге
тические поверхности окружают 
точку, в которой расположен мак
симум энергии,  поэтому положи
тельному приращению импульса 

D-px . направленному по внешней нормали к поверхности , вдоль оси 
х соответствует отрицательное приращение энергии D.E, в результате 
чего проекция скорости на внешнюю нормаль отрицательна) .  

Таким образом, отрицательно заряженные квазичастицы в объёмах 
1 и 3 движутся со скоростями ,  близкими к фермиевским ,  в направ
лении -рх .  т. е .  создают электрический ток того же направления, что 
и электроны .  Отсюда следует, что в металлах, имеющих изоэнергетиче
ские поверхности как дырочного, так и электрон ного типа суммарный  
электрический ток складывается из токов ,  создаваемых носителями 
каждого типа. Электроны и дырки дают аддитивные вклады в электро
проводность. 

Направление смещения дырочных поверхностей в электрическом 
поле можно получить также из следующих соображений. Предполо
жим, что эффективный рассеивающий потенциал равен нулю. Тогда 
электроны заполняют состояния внутри сферы Харрисона (для дву
мерного случая - внутри окружности, рис. 6 .8 .7 ,  а) . Создадим элек
трическое поле. В электрическом поле сфера Харрисона сместится 
в направлении против поля. Теперь включим рассеивающий потенциал 
(рис. 6 .8 .7 ,  6) . Сфера разобьётся на отдельные листы . Проведём их 
трансляцию на вектор g обратной решётки (см. § 1 .3) . В результате 
получится картина изоэнергетических поверхностей в электрическом 
поле. Легко видеть ,  что изоэнергетические поверхности электронного 
и дырочного типов смещаются в электрическом поле в одну и ту же 
сторону. 
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6 . 1 3.3. Формула Лифшица. Перейдём теперь к выводу форму
лы для электропрвоодности .  Аналитическое выражение  для плотности 
тока j и электропроводности (J проще всего получить для частно
го случая сферической изоэнергетической электронной поверхности . 
Введём сферическую систему координат, полярная ось которой имеет 
направление, противоположное вектору Е (рис. б . 1 3 .3 ,  а) .  Вследствие 

РУ Е 

Рх 
Рх 

Pz 
а б 

Рис. 6. 1 3 .3 .  Сферическая система координат (а) и смещение сферической по
верхности Ферми в электрическом поле Е 

того что 6.р « PF , скорость любой частицы в объёмах 1 и 3 направлена 
вдоль радиуса вектора р и по величине практически совпадает с фер
миевекой скоростью vr. Проекция скорости частиц на направление 
вектора -Е равна р cos {)/т*. 

При 6.р « PF объёмы 1 и 3 с точностью до величины 2-го порядка 
по 6.р равны между собой. Поэтому достаточно рассчитать ток, созда
ваемый частицами в объёме 1 ,  а затем удвоить полученную величину. 

В элементе сферического объёма dVP = р2 sin {) dp dcp d{) содержится 
6.n = 2 dVp/(21ТiL)3 электронов. Если этот элемент расположен внутри 
объёма 1, то вклад содержащихся в нём частиц в электрический ток 
равен 

d . 2р2 sin 1J (lp dVJ d1) т т л (б 1 3 б) J = е 3 vr cos и . . . 
(2лn) 

Полный ток, создаваемый частицами в объёмах 1 и 3, может быть 
записан в виде интеграла 

27Г 27Г PF+l:.p cos {} 
j = 2 

2е VF 3 J d{) J dcp J р2 sin {) cos {) dp. 
(27f'n) 

0 0 PF 
(б . 1 3 . 7) 

Пределы интегрирования по р соответствуют границам объёма 1 по 
радиусу-вектору, направление которого задано углами {) и ер. Проведя 
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вычисления .  находим 
. 87rep}VFЬ.Px 

1 = 
3(27rn)3 

(6 . 1 3 .8) 

Величина 4пр� равна плошади Sr изоэнергетической поверхности 
данной группы носителей тока. Заменяя 6. Рх его значением 6.рх = 
= еЕт = elm* Е /Pr .  преобразуем выражение (6. 1 3 .8) к следуюшему 
виду :  

(6 . 1 3 .9) 

Из сравнения с законом Ома j = аВ следует, что электропровод
ность и, связанная с данной группой носителей тока ,  равна 

2 е2 SFl и = - --3 · (6. 1 3 . 1 0) 
з (27rn) 

Выражение (6. 1 3 . 1  О) для электропроводности было получено впер
вые И. М. Лифшицем и получило название формулы Лифшица. Она 
справедлива для произвольнаго изотропного закона дисперсии, при 
котором зависимость энергии электронов от импульса и меет вид Е = 
= f(p2) ,  где f(x) - непрерывная функция своего аргумента. Поверх
ности постоянной энергии ,  соответствуюшие такому закону дисперсии ,  
являются концентрическими сферами с центром в точке р = О .  

Выражение Е = р2 /2m* для квадратичного изотропного закона 
дисперсии  представляет собой один из частных случаев закона Е = 
= f(p2 ) . К другому частному случаю относится, например, линейный 
закон дисперсии Е = ±а(р2 ) 1 12 , а = const , для которого точка р = О 
является конической . 

Формулу (6 . 1 3 . 1 О) можно представить в другом виде . Выразим 
поверхность Sr сферы Ферми через ограниченный  ею объём 6.r в р
пространстве: Sr = 36.r/PF (действительно, Sr = 4пр� , 6.r = 4пр�/3) . 
Подставим эту величину в формулу (6 . 1 3 . 1 0) и учтём ,  что при квад
ратичном изотропном законе дисперсии имеет место соотношение PF = 
= m*vr . Таким образом , получим 

2е2 Ь.Fl _ е2т 2Ь.F (j = 
3 - -. -- . (6. 1 3 . 1 1 )  

(27rn) т*vF т (27rn)3 

Величина 26.r / (2пh ) 3  представляет собой концентрацию электро
нов в данной группе.  Поэтому формула (6 . 1 3 . 1 0) для квадратичного 
изотропного закона дисперсии  может быть записана в виде 

е2пт (j = -.- , 
т 

(6 . 1 3 . 1 2) 

совпадаюшем с известной формулой и = enp, для электропроводности 
в модели Друде-Лоренца, где р, - подвижность. 
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6. 1 3.4. Электропроводность в модели <<частиц>> и <<антича

стиц>> .  Эквивалентное описание электропроводности можно провести 
и в модели <<Частиц-античастиц>> ,  рассматриваемой в § 6 . 1 .  Очевидно, 
что независимо от того, какая модель рассматривается , токовому состо
янию соответствует смещённое положение поверхности Ферми (пунк
тирная линия на рис. 6 . 1 3 .4 ,  а) . Такое состояние, в модели квазичастиц, 

а 
о 
б 

Е 

Р 11 ]Jч, ]Ja 

Рис. 6 . 1 3 . 4 .  а) Модель возникновения тока в квазичастичном приближении при 
поверхности Ферми электронного типа. 6) Возникновение пары квазичастиц 

в направлении импульса р 11 Рч , ра 

конструируется путём переноса электронов из состояний в объёме 
2 на свободные состояния в объёме 1 .  При каждом таком переносе 
появляются квазичастицы типа <<Частица>> с импульсом Рч и зарядом -е 
и <<античастица>> с импульсом Ра и зарядом +е, которые располагаются 
на соответствующих ветвях закона дисперсии (рис. 6 . 1 3 .4 ,  6) . При Т =  
= О (поверхность Ферми имеет резкую границу) ч исла <<Частиц>> nч 
и <<античастиц•> па равны числу электронных состояний (в квазиклас
сической модели ) ,  находящихся в объёмах 1 или 2, которые равны .  

Скорости частиц и античастиц Vч = va  = v'-::::, VF и направлены 
по нормали к поверхности Ферми :  у <<Частиц >> по внешней нормали, 
у <<античастиц•> - по внутренней. Ток в направлении  оси Рх создаётся 
проекцией их скоростей на эту ось . <<Частицы•> и <<античастицы>> дви
жутся при каждом значении импульса, определяющего их положение 
на поверхности Ферми ,  в разные стороны .  Но поскольку их заряды 
имеют разные знаки, они дают аддитивный вклад в электрический  
ток, который может быть вычислен по формуле (6 . 1 3 .7 ) .  В результате, 
получаются формулы,  совпадающие с (6. 1 3 . 1 0) ,  (6. 1 3 . 1 1 ) и (6. 1 3 . 1 2) .  

Однако следует иметь ввиду, что несмотря н а  то, что ток, в обо
их случаях выражается одними  и теми же формулами ,  физические 
картины протекания тока существенно различаются . В модели фермн
евских электронов (см. § 6. 1 )  ток создаётся реальными электронами 
с энергией Е = EF и зарядом -е. При этом электроны, располо
женные на изоэнергетических поверхностях электронного типа, имеют 
положительную эффективную массу т* > О, а на изоэнергетических 



252 Гл. б. Элементарные возбуждения в электронной ферми-жидкости 

поверхностях дырочного типа - отрицательную (m* < 0), но движутся 
со скоростями v' :::::: Vf в одну и ту же сторону. 

В модели <<Частиц•> и <<античастиц •> ,  независимо от сорта изоэнер
гетических поверхностей, ток всегда создаётся «частицаМИ>> с зарядом 
-е и m* > О  и <<античастицами •> с зарядом +е и m* < О, движущимиен 
в электрическом поле со скоростями v' :::::: Vf в разные стороны .  Это об
стоятельство является весьма существенным при физической интерпре
тации,  например, такого сложного явления,  как отражение электронов 
при протекании тока от границы между нормальной и сверхпроводящей 
фазами (так называемое андреевекое отражение) , которое в прибли
жении фермневских электронов описать невозможно (см. следующую 
главу). 

Рассмотрим модель возникновения тока в квазичастичном прибли
жении ,  создаваемого изоэнергетическими  поверхностями дырочного 

Е 

Рх 

PF 
Рис. 6. 1 3 .5 .  Модель возникнове-
ния тока в квазичастичном при
ближении при поверхности Фер

ми дырочного типа 

типа (см. рис. 6 . 1 3 .5) . Токовое состоя
ние построим следующим образом . Бу
дем перемещать электроны из области 
1 в область 2. При каждом перемеще
нии  появляются элементарные возбуж
дения типа <<Частица>> с зарядом - е на 
ветви 2 энергетического спектра . Эти 
частицы движутся в направлении -
-Е со скоростью Vч :::::: Vf (рис. 6 . 1 3 .5) . 
Кроме того, на ветви «Ч� появляется 
<<античастица•> с зарядом +е, движу
щаяся вправо , в направлении электри
ческого поля Е, обе эти квазичасти
цы создают ток j = 2еvч .  Если таким 
образом все электроны из области 1 
перенести в область 2, возникнет ток 
2evч2fi/(27Гn?, где fi - объём обла
сти 1 ,  (27Гn) - элементарный объём 

в пространстве импульсов, приходящийся на два электронных состоя
ния с противоположно-ориентированными спинами.  Вычисление объё
ма fi приводит к формулам для проводимости, полученным выше. 

Заметим, что в этой модели ,  так же как и квазиклассической ,  
дырочная изоэнергетическая поверхность смещается в том же направ
лении ,  что и электронная изоэнергетическая поверхность. 

Сравнивая две рассмотренных модели для изоэнергетических по
верхностей электронного типа можно увидеть, что вклад <<частиц•> 
в ток эквивалентен вкладу электронов в объёме 1 ,  а вклад <<ан
тичастиц •> - вкладу в ток незаполненных состояний в объёме 2 
(см. рис .  6 . 1 3 . 1 ) .  

Сложность расчёта электропроводности в общем случае, когда по
верхность Ферми имеет сложный вид, заключается в том , что тензор 
эффективной массы квазичастиц,  их  скорость и время релаксации 
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являются функциями величины и ориентации соответствующих им 
векторов квазиимпульса и могут сильно варьироваться в зависимости 
от расположения квазичастицы на поверхности Ферми .  Так как поведе
ние квазичастиц в электрическом поле в каждой точке на поверхности 
Ферми характеризуется тензором эффективных масс rnTk (р) и своим 
временем релаксации т(р) , то при смещении в электрическом поле 
D.p(p) = еЕт(р) поверхность Ферми деформируется . 

6. 13.5.  Температурная зависимость электропроводности. Об
щую картину температурной зависимости электропроводности CJ метал
ла можно получить, рассматривая, как изменяется время релаксации т 
(или длина свободного пробега l) при изменении температуры .  

Напомним ,  что в теории электропроводности рассеянием называет
ся процесс, при котором импульс электрона изменяется на величину 
порядка самого импульса, в результате чего электрон перебрасывается 
из объёма 1 в 2 (см. рис. 6 . 1 3 .3 ,  6) . Для того чтобы это произошло, 
необходимо, чтобы импульс фонона был порядка импульса электрона 
или чтобы рассеяние имело характер перебраса (U-процесс) . 

Время перехода электрона из объёма 1 в объём 2 определяет 
транспортное время релаксации Tt · При Т > То импульсы фонанов 
и электронов имеют один  и тот же порядок величины fш /а. Поэтому 
при каждом акте рассеяния импульс электрона изменяется на величину 
самого импульса. Число рассеивающих центров (фононов) при Т >  То 
изменяется пропорционально Т. Поэтому Tt '"" 1 jT, CJ '"'"'  1 /Т и удельное 
сопротивление пропорционально температуре Т. 

В тех случаях, когда импульс фонанов мал (Т « Т0) ,  а процессы 
перебраса затруднены, переход электрона из объёма 1 в объём 2 
может осуществляться лишь в результате диффузионного блуждания 
фермиевекого электрона по поверхности Ферми (перехода типа k � 
� k' на рис. 6 . 1 3 . 1 ) .  В этом случае при каждом отдельном соударении 
электрона с импульсом р с фононом с импуль
сом q величина проекции импульса электро
на на первоначальное направление изменяется 
на D.p = p( I  - cos a) (рис. 6 . 1 3 .6) . 

Так как угол а мал, то cos а � 1 - а2 /2, 
a � qjp и 

2 2 
D.p = р( 1 - cos a) � а

2
р � �

Р
· (6 . 1 3 . 1 3) 

р 

Рис: . 6 . 1 3 .6 . Измене
ние проекции импуль-
са электрона р при вза-

Учтём ,  что импульс фермневских электро- имодействии с фононом 
нов р '"'"' тrfLja, импульс фононов, возбуждён
ных при температуре Т, определяется из со-

с импульсом q 

отношения tu..vФ = Vзвq :::;; kвТ. q � kвТ /Vзв . а температура Дебая Т0 � 
� flwmax/ kв . Частоте Wшах соответствует длина волны Ашiп � 2а, 
так что 

То � hwrnax = 2кhVзв � VзвР . kв 2аkв kв (6. 1 3 . 14)  
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Подставим значения q и р в исходную формулу. Тогда получим 

� � k�TzV,�p � (I.-)2 
р 

2"2 k2'Л 'Л 
р. (6. 1 3. 1 5) 

Узв В D D 
Для рассеяния импульс электрона должен повернуться на угол 

rvтr /2 , а его проекция на первоначальное направление должна изме
ниться на величину порядка PF · Число актов взаимодействия, приводя
щее к такому процессу, определяется отношением PF / � р и возрастает 
при поиижении  температуры пропорционально (Т0/Т)2. Поэтому при 
диффузион ном характере рассеяния Tt определяется произведением ча
стоты ссударений  с фонанами на некоторый множитель, характеризую
щий эффективность взаимодействия электронов с фонанами в электро
проводности. Этот множитель, как мы установили, при Т > То имеет 
порядок единицы,  а при низких температурах Т «.:: То - пропорциана
лен Т2. 

Число возбуждённых фонанов при Т « То пропорционально тз, так 
что ч исло актов рассеяния в единицу времени уменьшается при пони
жении температуры пропорционально тз. Одновременно уменьшается 
эффективность взаимодействия при каждом акте рассеяния .  

Поэтому при рассеянии электронов на фонснах Tt "'  ( 1 /Т2) ( 1 /Тз) ,...., 
'"" 1 /Т5 и р "' Т5. 

В действительности , в результате сложности энергетического спек
тра квазичастиц и фонанов и правил отбора при их взаимодействии ,  
низкотемпературная часть электрического сопротивления может умень
шаться при поиижении  температуры более медлен но, чем Т5. 

§ 6. 14 . Спектральная плотность состояний 
элементарных возбуждений 

6 . 1 4. 1 .  Электронные системы с квадратичным законом дис

персии. Распределение электронных состояний по энергии является 
одной из наиболее важных характеристик электронного энергетиче
ского спектра. Для того чтобы описать это распределение, введём 
понятие плотности состояний .  Пусть N(E) обозначает число состояний 
с энергией , меньшей или равной Е (не нормировано на объём V) . 
Дифференциал dN(E) даёт ч исло состояний в интервале энергий от Е 
до E + dE. 

Спектральной плотностью состояний называется функция v(E) , 
равная отношению dN(E)/V = dn к ширине интервала dE: 

(Е) = dn(E) v dE . (6. 1 4 . 1 )  

Эта функция тесны м  образом связана с законом дисперсии  электро
нов Е = Е(р) . Выражение для плотности состояний v(E) свободных  
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электронов легко получить , используя формулу (6 . 1 . 1 1 ) (получится 
нормированное на объём выражение) 

v(E) = dn = [2m0] 3/2 � = V2 m�12 J&(O) 
. � 2�� �� 

(6. 14 . 2) 

Это монотонно растущая функция,  площадь под которой в пределах 
от О до энергии Ферми Er при Т = О даёт полную концентрацию элек-
тронов : 

EF (O) 
ZN f dn n =  V = dE dE . (6. 1 4 .3) 

о 

При конечной температуре Т -:f О К необходимо учесть функцию 
распределения fE ... (см. 1 .3 . 1 0) .  В этом случае выражение для кон цен-
трации электронов имеет вид 

00 
n = J fЕп:� dE. (6. 1 4 .4) 

о 

Нетрудно получить аналогичные выражения для плотности состоя
ний квазичастиц в решётке, которые описываются квадратичным зако
ном дисперсии .  Рассмотрим системы  квазичастиц различной размерно
сти : трёхмерные, двумерные и одномерные .  Размерность системы будем 
обозначать с помощью индексов I I I ,  I I , I (например, Nш , vll(E) и т. д . ) .  

В трёхмерной системе квазичастиц объём фазового пространства, 
приходящийся на одно состояние, равен (27Г1i)3 jV. Поскольку в од
ном состоянии могут находиться два электрона с противоположно 
направленными спинами ,  объём , приходящийся на одну квазичастицу, 
составляет (27Гfi )3 j2V. 

Рассмотрим вначале простейший изотропный  закон дисперсии ква
зичастиц Е = р2 /(2m* ) ,  который характеризуется одной компонентой 
тензора эффективных масс. Поверхности постоянной энергии в этом 
случае являются концентрическими сферами .  Число электронных со
стояний dN�I l ,  находящихся в сферическом слое толщиной dp, распо
ложенном между значениями импульсов р и р + dp, равняется объёму 
слоя , делённому на (21rr1)3 j2V 

dNш = 81ГVpzdp . Р (21Гn)3 (6 . 1 4 .5) 

Переходя с помощью закона дисперсии  Е =  р2 /(2m* )  от переменной 
р к переменной Е, получим 

dNII I (E) = 8v'27ГV(m* ) 312VE dE 
(21r1i)3 (6. 1 4 .6) 
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ИЛИ 

откуда 

dnш(E) = sv'2п(m*)3/2vfE dE 
(2п1i)3 

' 

vш(Е) = v2 (m/:2vв 
1Г i1 

(6 . 1 4 . 7) 

(6. 1 4 .8) 

Выражение для плотности состояний  трёхмерной системы квазича
стиц с квадратичным изотропным законом дисперсии (6 . 1 4 .8) совпада
ет с аналогичным выражением (6. 14 .2) для свободных электронов, если 
заменить эффективную массу т* на массу свободного электрона т0 . 

Выражение (6. 1 4 .  7) нетрудно обобщить на случай квадратичного 
анизотропного закона дисперсии  

2 2 2 Е = -..l!.!:_ + -..l!.!:_ + -..l!.!:_ 
2mx 2my 2mz ' (6. 1 4.9) 

которому соответствуют эллипсоидальные изоэнергетические пове х
ности . Полуоси эллипсоида постоян ной энергии Е равны 2тхЕ ,  
j2ffi;E ; у'2тzЕ ; а его объём 6(Е) составляет (4/3)7Т (2Е)312 х 
х утхтутz . Число электронных состояний внутри такого эллип
соида : 

niii (E) = !::.. (Е) 2 = 1 6v'2пymxmymz E3/
2 

(2п1i)3 3(2п1i)3 
(6. 1 4 . 1 0) 

Дифференцируя по Е, находим плотность электронных состояний 
vш(Е) для эллипсоидальных изоэнергетических поверхностей 

(6 . 1 4 . 1 1 } 

Видно, что при переходе от сферической поверхности Ферми к эл- , 
липсоидальной характер зависимости vш от Е (vli i (E) "' Е1 12) не 
меняется. 

Величина размерности массы, равная кубическому корню из 
произведения диагональных компонент тензора эффективных масс 
(тхтутz ) 1 13, которая определяет величину vш (Е) , получила название 
эффективной массы плотности состояний и обозначается тd 

(6. 1 4 . 1 2) 
В изотропном случае тd совпадает с единственным параметром раз
мерности массы - с эффективной массой т*. 

Эллипсоидальные поверхности постоянной энергии обычно распо
ложены в окрестности минимумов или максимумов энергии в зоне 
Бриллюэна. Вблизи минимума энергии поверхности являются элек
тронными и ограничивают заполненную часть р-пространства. Ми
нимум энергии определяет положение дна зоны Ее . Поэтому если 
формула (6. 1 4 . 1 1 ) используется для описания плотности электронных 
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состояний в зоне, то величина Е в ней представляет собой энергию 
электрона, отсчитываемую от дна зоны .  

Вблизи максимума энергии изоэнергетические поверхности явля
ются дырочными и ограничивают не заполненную квазичастицами 
(пустую) часть р-пространства .  Выше было показано, что дырочные 
изоэнергетические поверхности дают аддитивный вклад в электропро
водность, который выражается через площадь поверхности и величину 
её смещения в электрическом поле (см. (6 . 1 3 . 1 0) ) .  Реально электропро
водность определяется фермневскими электронами ,  расположенными 
на изоэнергетической поверхности, с зарядом -е и т < О. Однако 
формально свободные состояния внутри дырочной поверхности можно 
рассматривать как воображаемые частицы - <<дыркИ>> с зарядом +е 
и массой т* < О. Очевидно, что все эффекты, которые определяются 
отношением е/т* , будут давать эквивалентный  вклад. Максимум энер
гии определяет положение Еи потолка энергетической зоны .  Поэто
му когда формула (6. 1 4 . 1 1 ) используется для описан ия спектральной 
плотности дырочных состояний ,  то величина Е представляет собой 
энергию Е дырки, которая отсчитывается от потолка Ev зоны вниз: 
Е =  Ev - Ее . 

Аналитическое выражение для плотности состояний vll (E) двумер
ной системы можно получить тем же способом ,  который был исполь
зован при выводе формул (6. 1 4 .8) и (6. 1 4 . 1 1 ) .  

Для двумерной кристаллической решётки на одно электронное 
состояние приходится площадь фазового пространства величиной 
(2nn)2 /S, где S - площадь кристалла. В случае изотропного 
закона дисперсии Е = р2 /(2m* )  изоэнергетические кривые являются 
концентрическими окружностями .  При этом число электронных 
состояний в колечке шириной dp, заключённом между окружностями  
с радиусами р и р + dp, составляет 

dNI I  = 41rSp df (6. 1 4 . 1 3) р (27rfL)-

Переходя с помощью закона дисперсии от переменной р к перемен
ной Е, получим 

или 
dnii = 47rrn* dE 

р (27rh)2 

(6. 1 4 . 1 4) 

(6. 1 4 . 1 5) 

Выражение для спектральной плотности состояний имеет вид 

(6. 1 4 . 1 6) 

Основной особенностью спектральной плотности состояний для 
двумерной системы является то, что она не зависит от энергии 
и определяется только величиной эффективной массы квазичастиц . 

9 Н.Б. Брандт, В.А.  Кульбачинский 
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В принципе, эффективная масса может зависеть от энергии и тогда 
двумерная плотность состояний  будет также зависеть от энергии .  

Нетрудно показать, что для квадратичного анизотропного зако
на дисперсии Е = p'?,)(2mx) + PU(2my) выражение для спектральной 
плотности состояний записывается в виде 

v!I (E) = � · 
1Гn 

(6. 1 4 . 1 7) 

Величина md = -Jmxmy называется эффективной массой плот
ности состояний для двумерной системы. 

Для одномерного <<Кристалла•> длиной L число электронов dN? в 
элементе dp фазового пространства равно 

или 

dNI = 2Ldp (6 1 4  1 8) р 21rn · · 
I 2dp 

dnP = 21Гn . (6. 14 . 1 9) 

Используя 

v(E) 

закон дисперсии Е =  p2j (2m* ) ,  для спектральной 
плотности состояний v1 (Е) получим 

v'(EF) 

о Е 

Рис. 6. 1 4 . 1 .  Плотность состоя
ний в одномерном случае 

(6 . 1 4 .20) 

В одномерном случае эффектив
ная масса плотности состояний md 
просто совпадает с эффективной мас
сой т* квазичастицы.  Функция v1 (Е) 
(рис. 6 . 1 4 . 1 )  возрастает при уменьше
нии Е и имеет бесконечную интегри
руемую особенность при Е = О. Эта 
характерная черта плотности состоя
ний  одномерной системы играет прин
ципиальную роль при распределении 

электронов по уровням энергии в квантующем магнитном поле . 

6 . 14.2 .  Системы с произвольным законом дисперсии. Рассмот
рим плотность состояний при произвольнам законе дисперсии Е(р) .  
Общее выражение для плотности состояний можно получить , исхо
дя из того , что элементарный объём р-пространства ( (21Г1i)3 j(2V) -
в случае трёх измерений) ,  приходящийся на одно электронное со
стояние,  не зависит от закона дисперсии .  Рассмотрим две изоэнерге
тические поверхности, соответствующие энергиям Е и Е + JE. Для 
вычисления объёма 6/:J.E заключённого между ними слоя обозначим 
через dS элементарную площадку на поверхности Е = const . Элемен
тарный объём в слое между рассматриваемыми  изоэнергетическими 
поверхностями равен dSdpj_ , где dpj_ - приращение импульса р по 
нормали к элементу dS при переходе от Е к Е +  JE. Учитывая, что нор-
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мальная к поверхности компонента скорости V11 = дЕ/др.L , находим, 
что dS dp.L = dSбE/ Ivn l ·  Объём слоя получается путём интегрирования 
dS dp.L по поверхности Sв, соответствующей постоянной э нергии Е: 

l l dSбE l dS бдв = у dS dp1_ = 
J 

Тv:\ = JE 
J j;,J · 

Sв Sв Sв 

(6. 1 4. 2 1 )  

Число электронных состояний н а  единицу объёма dnш (E) в слое 
между изоэнергетическими поверхностями равно 

(6. 1 4.22) 

откуда для плотности электронных состояний следует выражение 

(6. 1 4 .23) 

В формулах (6. 1 4 .22)  и (6. 1 4 .23) интеграл берётся по изоэнергети
ческой поверхности, если она замкнута . Для открытых поверхностей 
интегрирован ие ведётся в пределах первой зоны Бриллюэна, при этом 
для замыкания поверхности используются границы зоны. 

Выражение (6. 1 4 .23) можно записать и в иной форме . Число элек
тронных состояний nш (Е) с энергией ,  меньшей или равной энергии 
Ферми ,  составляет 

где д(Е) - объём изоэнергетической поверхности, откуда 

,)I I (E) = _2_ дt::.(Е) . 
(27rn)3 дЕ 

(6 . 1 4 .24) 

(6. 1 4 .25) 

Аналогичным путём нетрудно получить формулы для z)1 (E) и v1 (E) 
при произвольнам законе дисперсии. Они имеют вид 

н (Е) 2 l dL v = 
(21rn)2 r j;,J· 

L в  

(6. 14 . 26) 

(6. 1 4 .27) 

Здесь Lв - изоэнергетическая кривая, соответствующая энергии 
Е, 

Vn - скорость электрона по нормали к изоэнергетической кривой , vв = 
= дЕjдр - скорость электрона в одномерной решётке. 

6. 14.3. Особенности ван Хова в nлотности состояний. Выра
жения (6. 1 4 .23) и (6. 1 4.25) показывают, что для вычисления плотности 
состояний viii (E) необходимо знать закон дисперсии электронов . Одна-

9* 
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ко общее представление о характере функции vш(Е) можно получить, 
рассматривая процесс заполнения электронами зоны Бриллюэна .  

Для наглядности рассмотрим  простую кубическую решётку с пе
риодом а . Для такой решётки первая зона Бриллюэна - куб со 
стороной 2п1ija. Вторая зона Бриллюэна извне ограничена плоско
стями ,  проходящими через рёбра куба первой зоны под углами 45° 
к её граням .  Такие плоскости , пересекаясь, образуют ромбический  
додекаэдр (см . рис. 6 .6 . 1 0 , 2) .  Таким образом , вторая зона Бриллюэна 
состоит из шести четырёхгранных п ирамид, построенных на каждой 
грани куба первой зоны. Минимум э нергии в первой (индекс 1 )  зоне 
находится в начале координат импульсного пространства при р = 
= О (в центре зоны) . Вблизи этой точки  закон дисперсии электронов 
приближённо квадратичен и изотропен (Е = р2 /(2m,* ) ) ,  а плотность 
состояний в первой зоне vji 1 (E) при увеличении энергии возрастает 
как Е112• При Е =  О функция v/Il (E) имеет бесконечную производную. 
С ростом энергии (при увеличении  числа электронов) сферическая 
форма изоэнергетической поверхности начинает искажаться: при пере
ходе с одной поверхности на другую большие приращения величины 
импульса возникают в направлениях к центрам боковых граней первой 
зоны (сравнить с рис. 6 .7.3 ,  а и 6) . Это означает, что при одном и том 
же приращении энергии 8Е приращение объёма импульсного простран
ства (и пропорциональной ему величины 8nШ (Е)) становится больше, 
чем при квадратичном законе дисперсии .  Следовательно, плотность 
состояний vji1 (E) = дп"'(Е)jдЕ начинает возрастать быстрее, чем по 
закону Е112 (рис. 6. 1 4 . 2 ,  а) . Плотность состояний в первой зоне v/11 (Е) 
достигает максимального значения при некоторой э нергии Е = Ek1 , при 

v)ll (E) ,  v�11 (E) 

Ek1 Ek2 Еkз Ek4 Е 
а б 

Рис. 6. 14 . 2 .  Особенности ван Хова в электронной плотности состояний трёх-
мерного кристалла. а) Ek1 - переход к открытой поверхности Ферми, Ek2 -
начало заполнения второй зоны, Ek3 - образование закрытой поверхности 
Ферми , Ek4 - окончание заполнения первой зоны. 6) суммарная плотность со-

стояний в двух зонах 

которой изоэнергетическая поверхность переходит в открытую. После 
этого вклад в плотность состояний  от изоэнергетической поверхности 
в первой зоне начинает быстро уменьшаться и vj11 (E) резко убывает 
при Е > Ek1 • 
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При некоторой энергии Е = Ek2 > Ek, начинает заполняться вто
рая зона Бриллюэна . Точки ,  соответствующие минимумам энергии 
во второй зоне, расположены в центрах боковых граней квадратов , 
ограничивающих первую зону. Поскольку вблизи минимумов энергии 
закон дисперсии квадратичен, плотность состояний v�11 (Е) во второй 
зоне растёт пропорционально Е112• При Е --+ Еkз 

дvш (Е) 2 --+ 00 дЕ 
. (6. 1 4 .28) 

Дальнейшее увеличение энергии приводит к тому, что при Е = 
= Еkз > Ek2 ,  изоэнергетическая поверхность в первой зоне вновь пе
реходит в закрытую. Для того чтобы открытая поверхность, изоб
ражённая на рис. 6 .9 .7 ,  б, перешла в закрытую, необходимо, чтобы 
открытые траектории ,  возникающие в результате сечения поверхности 
некоторыми плоскостями ,  стали замкнутыми .  Нетрудно заметить , что 
открытые траектории на поверхности типа <<Монстр•> (см .  рис. 6 .9 . 1 ,  6) 
образуются при сечении её плоскостями, проходящими  через оси fJx ,  
[Jy или Pz под некоторым углом а к плоскостям (py , fJz ) , (p", , pz ) 
или (Рх , Ру ) соответственно. При увеличении энергии (с ростом числа 
электронов) увеличивается толщина <<шеек•> и уменьшается интервал 
углов а, в котором существуют открытые траектории .  Открытые тра
ектории исчезнут, когда изоэнергетические поверхности в соседних 
ячейках сомкнутся в точках, расположенных в плоскостях, соответ
ствующих а =  45°, т. е. в направлении линий типа АА' (см. рис. 6 .9 . 1 ) ,  
соединяющих центры соседних ячеек в плоскостях (Рх · Ру ) ,  (px , fJz ) 
и (ру ,  Pz ) .  Линии типа АА' проходят через центры рёбер куба первой 
зоны Бриллюэна . Напомним ,  что через эти же рёбра перпендикуляр
но линиям АА' проходят плоскости , ограничивающие извне вторую 
зону. Поэтому по мере приближения изоэнергетической поверхности 
к точкам в углах зоны Бриллюэна усиливается влияние дисперсии ,  
в результате чего поверхность более быстро по сравнению с другими 
направлениями начинает приближаться к этим точкам. Это приводит, 
как и при E-+Ek, , к возрастанию плотности состояний vJI I (E) в пер
вой зоне . При Е =  Ek2 плотность состояний vj11 (Е) достигает второго 
максимума. При Е > Ek3 поверхность Ферми в первой зоне вновь 
становится закрытой, роль дисперсии уменьшается и vji1 (E) убывает. 

После того как поверхности сомкнутся, в первой зоне Бриллюэна 
остаются незаполненными лишь одни углы зоны ,  в которых образу
ются замкнутые изоэнергетические поверхности дырочного типа. При 
увеличении энергии их объём уменьшается и обращается в нуль при 
некотором значении  Е = Ek4 , при котором 1 -я зона целиком запол
няется электронами .  Вблизи максимального значения энергии в 1 -й 
зоне, соответствующего Е = Ek4 , закон дисперсии дырок квадрати
чен и плотность состояний при Е ( Ek4 изменяется пропорционально 
(ЕА:4 - Е) 1 12 (рис . 6 . 1 4.2 ,  а). 
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Общая плотность состояний является суммой плотностей состояний 
в зонах. Для рассмотренного случая плотность состояний  в интер
вале энергий О � Е � Ek4 , равная v/11 (E) + v�11 (E), представлена на 
рис. 6. 1 4 .2 ,  6. 

Если теперь двигаться по шкале энергии  обратно, т. е .  в сторону 
уменьшения энергии ,  то вертикальный излом при Е = Ek4 означает 
появление замкнутых дырочных изоэнергетических поверхностей . Пик  
при Е = Еkз соответствует разрыву перемычек у изоэнергетической по
верхности и образованию открытых траекторий .  Вертикальный излом 
при Е = Ek2 означает исчезновение электронных поверхностей во 2-й 
зоне. Пик при Е = Ek1 соответствует разрыву перемычек на серединах 
граней 1 -й зоны и исчезновению открытых траекторий ,  т. е .  переходу 
открытой поверхности в закрытую. При Е =  О исчезают носители в 1 -й 
зоне. 

Для сложных кристаллических решёток усложняется и вид функ
ции vш (Е) .  При этом на кривой viii (E) могут появляться дополни
тельные особенности . Особенности в плотности состояний при Е =  Ek,. 
называются особенностями ван Хова. 

Из проведённого выше рассмотрения следует, что вид фун кции 
v(E) определяется только особенностями зонной структуры кристалла. 
Поэтому полученную таким путём плотность электронных состояний 
принято называть зонной nJLотностью. Обозначения зонной плотности 
в литературе обычно имеют индекс bs (band structure) : vьs (E) . Величи
на зонной nАотности состояний vь5 (Е) вблизи экстремальных точек 
определяется эффективной массой плотности состояний md в степени 
3/2 (см. 6 . 1 4 . 1 2) .  

Естественно считать, что и в общем случае зонная плотность 
состояний определяется также некоторы м  и нтегральным параметром 
размерности массы , общим для всех квазичастиц на поверхности Фер
ми ,  который можно назвать зонной эффективной массой плотности 
СОСТОЯНИЙ mdbs · 

6.1 4.4. Перенормировка плотности состояний в результате 

электрон-фононноrо взаимодействия. Поляризация решётки 
приводит к тому, что истинная эффективная масса квазичастиц 
отличается от зонной массы плотности состояний :  т* = mь5 ( 1 + Л) ,  
где Л - константа электрон-фанонного взаимодействия (см. гл . 7) . 
Увеличение эффективной массы приводит к увеличению плотности 
электронных состояний viii (E) по сравнению с зонной плотностью 
состояний vь5 (Е) в тонком слое толщиной kвТо вблизи поверхности 
Ферми ,  поскольку плотность состояний vii i (E) "'  (m* )312 , то 

(6. 1 4 .29) 

В результате на кривой vш (Е) возникает пик ,  максимум которого 
совпадает с Е = EF (рис. 6. 1 4 .3 ) .  Заметим ,  что величина Л может 
быть достаточно велика .  Расчётные значения Л для Na, А! ,  РЬ соот-
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ветственно составляют �0.2 ;  �0,5 ;  � 1 , 6. Возникновение максимума 
на кривой функции viil (E) приводит к уменьшению энергии Ферми .  
Во-первых, это следует и з  того , 
что величина EF обратно пропорци
ональна эффективной массе части-
цы . Во-вторых, величину уменьше- ш( ) Vь5 EF 
ния EF при образовании лика плот-
ности состояний при Т = О можно 
оценить из соотношения 

EF Е J z)Il (E) dE = n, 
о 

(6 . 1 4 .30) Рис. 6. 1 4 .3 . Перенормировка плот

ности состояний 

где n - концентрация электронов, заданная для каждой изоэнерге
тической поверхности . Видно, что увеличение плотности состояний 
приводит к уменьшению Ef . 

Следует подчеркнуть, что электрон-электронное взаимодействие ,  
обусловленное фононами, при этом не изменяет размеров поверхности 
Ферми ,  так как размер поверхности Ферми в пространстве импульсов 
определяется только концентрацией коллективизированных электро
нов и структурой кристаллической решётки .  В результате электрон
электронного взаимодействия вблизи поверхности Ферми возникает 
тонкий (толщиной �kвТо) слой электронов с увеличенной эффектив
ной массой и пик плотности v(E) электронных состояний .  Скорость 
электронов на поверхности Ферми уменьшается в ( 1 + Л)312 раз. Это 
видно из следующего рассмотрения, справедливого для сферической 
поверхности Ферми .  По определению скорости 

откуда 

1 1 = дЕ = дЕ дN v др дN др , 

дN 1 lv l = др v(E) · 

(6. 1 4 .3 1 )  

(6. 1 4 .32) 

Величина производной дN /др, очевидно, не зависит от эффекта 
поляризации электронами решётки (ибо на каждое электронное состоя
ние приходится один и тот же объём в р-пространстве) . Следовательно, 
по сравнению с величиной скорости, найденной без учёта поляризации , 
истинная скорость уменьшается в ( 1 + Л)312 раз. 

Итак ,  в результате электрон-решёточного поляризационного 
взаимодействия, обусловленного фононами,  перенормируются : эф
фективная масса т* = ( 1  + Л)mь5 , плотность электронных состоя
ний  vll l (E) = ( 1  + Л)312vь5 (Е) , фермневская скорость электрона VF = 
= VFьs/ ( 1  + Л)312, электронная теплоёмкость Се =  ( 1  + Л?12сеьs · 
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§ 6. 1 5. Электронная теплоёмкость 

Энергия газа элементарных возбуждений ферми-жидкости ,  в пер
вом приближении ,  выражается формулой 

00 
Е =  2 (2��)3 J Е(р)fвп4пр2 dp, 

PF 
(6 . 1 5 . 1 )  

где V - объём кристалла , (2nh)3 /V - объём в пространстве им
пульсов ,  приходящийся на два электронных состояния, 2V/ (2nft )3 -
плотность электронных состояний (число состояний  в единице объё
ма) в импульсном пространстве, 2V/(2nt<)34np2dp - число состояний 
в сферическом слое радиуса р толщиной dp, Jв" - функция рас
пределения Ферми ,  определяющая вероятность заполнения состояния 
с энергией En элементарными  Возбуждениями (см.  формулу 1 .3 . 1 0) ,  
Е(р) = щ(р - PF) - энергия квазичастиц типа <<частица•> (см. (6 .3 .2) ) .  
Цифра 2 перед интегралом соответствует интегрированию по двум 
ветвям спектра •частиц• и •античастиц• .  

Дифференцируя (6. 1 5 . 1 )  по Т, получаем выражение для электрон
ной теплоёмкости единицы объёма металла: 

00 
1 (дЕ) f Е( ) дf 47rp2 7!'2 2 II I (E )Т 

Се = V дТ V 
= 4 р дТ (27rtt)з 

dp = 3 kвv F . 
PF 

(6 . 1 5 .2) 

Здесь vш (EF )  - плотность состояний на изоэнергетической по
верхности (см. формулы (6. 1 4 .2 ) ,  (6. 1 4 .8) ,  (6. 1 4 . 1 1 ) ,  (6. 1 4.23) ) .  Для 

изотропной модели vlll (EF) = PF2m; (см .  (6 . 1 4 .8)) и 7!' п _ PF1n* k2 T Се - -3- В . 
зп 

(6. 1 5 .3) 

Таким образом, теплоёмкость электронной ферми-жидкости пропор
цианальна температуре. Полученный результат имеет простой физиче
ский смысл и может быть получен из простых соображений, приведён
ных ниже. 

Энергия возбуждённого состояния ферми-жидкости является сум
мой энергий элементарных возбуждений .  При расчёте энергии удоб
нее рассматривать модель элементарных возбуждений типа <<Частица•> 
и <<античастица•> .  Средняя энергия одного элементарного возбуждения 
при температуре Т порядка kвТ, а их число N пропорционально объ
ёму в пространстве импульсов, соответствующему ш ирине теплового 
размытия границы распределения Ферми ,  dEF ,...., kвТ. Так как EF = 
= p�/(2rn * ) ,  dEF = PFdPF/rn* и dpF = rn*dEF/PF � rn*kвT/PF · Общая 
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энергия элементарных возбуждений Е ,....., NkвT. Число состояний в об
ласти размытия поверхности Ферми 

N = 
4-тrp�d�F ::::::: 4-тrр�3 

т*kвТ (6_ 1 5.4) 
(2-тrn) (2-тrn) PF 

Их энергия приблизительно равна 

Е ::::::: 41Гррm * k�T2 
(2-тrh)3 

(6. 1 5 .5) 

Отсюда получается аналогичное (6. 1 5 .3) выражение для электрон
ной теплоёмкости 

дЕ 8-тrpFk�m*T pFm*k�T 
с = - ::::::: = ��.;:.__ е дТ (2-тrn)з -тr2nз 

справедливое при kвТ « Ер .  

(6 . 1 5.6) 

Сопоставление формулы (6. 1 5 .3) для электронной теплоёМI<ости Се 
металла , в котором на каждый атом приходится Z валентных электро
нов, с формулой Дебая (5 .9 .7) для теплоёмкости решётки при низких 
температурах cg1 nоказывает, что cg1 становится равной се при темпе
ратуре 

Т' � 0, 1 45Jz kв;:;o Т0 . (6 . 1 5 .7) 

При Т < Т' основной вклад в теплоёмкость металла вносят электроны. 
Оценим температуру Т' для нормальных металлов. Полагая 

z = 1 '  Ер = 
_Е!:_ ;:::::: _1_ ( 1Гn )2 е 2nVзв 
2mo 2mo а И D "' -а- (6. 1 5.8) 

при V38 = 1 05 см/с и а ::::::: 1 0-8 см, получим  Т'/То :::::::3 · 1 0-3 и Т' ::::::: 
::::::: 0,5 К .  Это означает, что электронная теплоёмкость в нормальных 
металлах начинает преобладать над решёточной при температурах, 
составляющих доли градуса Кельвина. 

§ 6 . 16 .  Электронная теплопроводность 

Теплопроводность металлов складывается из электронной /е и фо
нонной /р теплопроводности. Вклады в теплопроводность, вносимые 
электронами и фононами ,  аддитивны:  1 = "!е + "'/р · Процессы рассеяния 
ограничивают теплопроводность и являются причиной теплового сопро
тивления .  При наличии нескольких механизмов рассеяния каждый из 
них вносит свой вклад в тепловое сопротивление. Поэтому тепловое 
сопротивление vVe = 1 !le для электронной теплопроводности равно 
сумме соответствующих тепловых сопротивлений W; , вносимых раз
личными механизмами рассеяния :  

(6. 1 6. 1 )  
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Под рассеянием в теплопроводности следует понимать такие про
цессы , при которых <<Части цы •> и <<а нтичастицы>> в результате взаимо
действия с другими  Возбуждениями теряют тепловую энергию порядка 
kвТ и соответствующий ей импульс, приобретённый под действием 
градиента температуры . Каждый процесс рассеяния можно характери
зовать, в первом приближении ,  своим временем релаксации Ti .  Величи
на 1 /тi , обратная времени релаксации ,  определяет частоту рассеяния 
(число актов рассеяния в единицу времени) . Время релаксации через 
групповую скорость vg элементарных возбуждений связано с некоторой 
характерной длиной li = vgтi , и грающей роль средней длины свобод
ного пробега квазичастиц для данного механизма рассеяния. 

По аналогии  с электропроводностью естественно считать , что теп
ловое сопротивление Wi пропорционально 1 /тi .  Отсюда следует, что 
соотношение (6. 1 6 . 1 )  эквивалента условию 1 /те = � ( 1 /теi) , означающе
му, что результирующая частота рассеяния ,  определяющая электрон
ную теплопроводность, является суммой частот отдельных процессов . 

l{ля определения общего характера зависимости электронной теп
лопроводности от температуры воспользуемся формулой для газовой 
модели 1 "(е = 3 CeVl. (6. 1 6 .2) 

Средняя длина свободного пробега квазичастиц l = vт, так что 1 2 'Уе = 3 CeV Т. 
Так как электронная теплоёмкость Се "' Т  (см . § 6 . 1 5) ,  а скорость 

·и "' Vf ('vF - фермневская скорость) ,  то тепловое сопротивление 

w = - "-' - = - - + - + - = 1 1 1 ( 1 1 1 )  е "/е Тv�т Tv� Те-р Te-d Те- е 1 = -2 (ve-p + Ve-d + Ve-e ) · (6. 1 6.3) 
TvF 

где ve-p • Ve-d и Ve-e - частоты рассеяния квазичастиц на фононах, 
дефектах решётки и самих квазичастицах, соответственно. 

Заметим ,  что в теплопроводности заряд квазичастиц, в первом при
ближении ,  не и грает роли ,  и поэтому вклады <<Частиц•> и <<античастиц•> 
в теплопроводность аддитивны .  Средняя энергия квазичастиц при тем
пературе Т имеет порядок kвТ, так же как энергия возбуждённых 
акустических фононов . Поэтому единичное взаимодействие квазича
стицы с фононом может оказаться достаточным для обмена энергией 
-;::;:,kвТ, т. е. для рассеяния. Это значит, что коэффициент эффективно
сти рассеяния квазичастиц на акустических фононах порядка единицы 
и частота Ve-p рассеяния определяется, в основном, числом рассеи
вающих центров, т. е .  плотностью фононов . Напомним,  что наиболее 
эффективным является рассеяние на продольных фононах, но для опре-
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деления  характера температурной зависимости это не существенно, так 
как их концентрация пропорциональна общей концентрации фононов . 

Процессы перебраса делают взаимодействие ещё более эффектив
ным,  так как в этом случае соударение электрона с поперечными фа
нонами также может привести к рассеянию ,  и увеличивают, таким об
разом , число фононов , эффективно взаимодействующих с электронами .  
Поскольку процессы перебраса «вымерзаюТ>> при  н изких температурах, 
эффективность рассеяния несколько падает с пониженнем температуры 
за счёт уменьшения эффективного числа рассеивающих центров . 

У достаточно совершенных кристаллов при не очень низких тем
пературах число фонанов NP всегда намного превышает чис.по де
фектов Nd , в результате чего доминирует рассеяние на фононах (при 
взаимодействии квазичастиц с дефектами каждое соударение является 
рассеянием, так как длина волны де Бройля квазичастицы практиче
ски не зависит от температуры и имеет величину порядка размеров 
точечного дефекта) .  

Последнее слагаемое в формуле (6. 1 6.3) ,  связанное с рассеянием 
частиц и античастиц друг на друге, оказывается значительно меньшим 
первых двух . Вероятность таких процессов мала. 

Итак ,  при достаточно высоких температурах основной вклад в теп
ловое сопротивление вносит рассеяние электронов на фононах . Поэто
му при Т )  То формула (6 . 1 6.3) приобретает вид 

N И 
W Ve-p + Ve-p е "' 2 Тщ 

где v!;'_P ,  v:f_P - частоты рассеяния ква
зичастиц на фононах для нормальных 
процессов рассеяния и процессов рассея
ния с перебросом, соответственно. В этой 
области температур число фонанов про
порцианальна Т, так что We и "Уе практи
чески не зависят от температ�ы .  

При Т «  То величина ve-p "' Т3 , а 
число процессов перебраса определяется 
числом фонанов с волновыми векторами ,  
превышающими Q (см .  рис. 6 . 1 2 .2 ) :  

И ( VзвQ ) ve-p "' ехр - kвТ ' 

откуда 

(6. 1 6 .5) 

(6. 1 6.4) 

/е 

о т 

Рис. 6. 1 6 . 1 .  Качественный 
вид зависимости электрон
ной теплопроводности /е ме-

талла от температуры 

We "' � (аТ3 + f3 ехр (- VзвQ ) )  "' � (аТ2 + � f3 ехр (- VзвQ ) )  . 
Тщ kвТ vF 7 kвТ 

(6 . 1 6.6) 
Здесь а и f3 - некоторые коэффициенты. 
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В той области температур, где процессами перебраса можно прене
бречь по сравнению с N-процессами ,  We "' Т2 и "!е "" т-2. При очень 
низких температурах в области остаточного электрического сопротив
ления,  где основным  механизмом, ограничивающим длину свободного 
пробега, становится рассеяние электронов на дефектах, l!e-d » l!e-p 
и l e .  Те и l!e перестают зависеть от температуры. В этой области "fe 
уменьшается при пониженин  температуры пропорционально Т. Ка
чественный вид зависимости "!е от Т для металлов изображён на 
рис. 6 . 1 6 . 1 .  

§ 6. 1 7 .  Фермиевекие электроны 
в постояином магнитном поле 

Движение свободного электрона в постоянном магнитном поле В 
в квазиклассическом приближении  описывается уравнением 

dpjdt = - [е [  [vB] , (6. 1 7. 1 )  

где р - классический импульс электрона .  Действующая на электрон 
со стороны магнитного поля В сила Лоренца F = [ е [  [vB] направлена 
перпендикулярно его скорости v. Поэтому в свободном пространстве 
электрон движется по спирали вокруг магнитной силовой линии .  Ра
диус его орбиты rв в проекции на плоскость, перпендикулярную маг
нитному полю В,  равен rв = Pl. / [e [B , где Pl. - ком понента импульса ,  
перпендикулярная магнитному полю. 

Условием применимости квазиклассического приближения является 
выполнение неравенства 

' PJ. 
лв «: rв = 

le !B . (6 . 1 7 .2) 

Поскольку длина волны де Бройля Лв = 21Г jk = 21ГtLjp, неравенство 
(6 . 1 7.2) для электрона в свободном пространстве эквивалентно нера-
венству ic PJ.P Е rLUJc << -2-- � F , 1Гmо (6. 1 7.3) 

где UJc = [ е [В jrn0 - циклотронная частота прецесси и  электрона . 
При движении фермневских электронов в кристаллической решёт

ке изменение квазиимпульса определяется действием только внешних 
сил. Поэтому уравнение их  движения будет иметь вид, совпадающий 
с уравнением (6. 1 7. 1  ) , где под р теперь необходимо понимать квазиим
пульс .  

Умножая обе части уравнения (6 . 1 7. 1 )  скаляр но на v и на В, 
получим  два следующих равенства : 

(6. 1 7.4) 
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Первое равенство есть не что и ное, как закон сохранения энергии . 
Действительно, 

dE 
V = - И 

dp 
(
v

dp ) = (dE dp ) = dE = О. 
dt dp dt rlt 

(6. 1 7.5) 

Так как сила Лоренца всегда направлена перпендикулярно вектору 
скорости частицы и не меняет абсолютного значения величины скоро
сти , энергия фермневских электронов в квазиклассическом приближе
нии  не меняется в магнитном поле. Отсюда следует, что конец вектора 
импульса фермневских электронов в магнитном поле В движется по 
изоэнергетической поверхности 

Е(р) = coвst . 

Разложим вектор dpjdt на две составляющие: (dpjdt) ll 
раллельную В и (dpjdt)1_ - перпендикулярную В .  Второе 
венств (6. 1 7.4) означает, что скалярное произведение 

т. е .  ( dp ) = о  
dt \ \  . 

(6. 1 7.6) 

па
из ра-

(6 . 1 7. 7) 

(6. 1 7.8)  

Отсюда следует, что проекция импульса фермиевекого электрона на 
направление магнитного поля сохраняется, т .  е .  

Р\\ = coвst . (6. 1 7.9) 

Соотношения (6. 1 7.6) и (6. 1 7.9) описывают траекторию частиц в им
пульсном пространстве. Первое из них является уравнением изоэнер
гетической поверхности E(p.-c . Py . Pz ) = 
= coвst , а второе - уравнением плос
кости ,  перпендикулярной магнитному 
полю ,  расстояние которой от нача
ла координат равно фиксированно
му значению Р\1 · Совместное решение 
этих уравнений определяет кривую, 
по которой изоэнергетическая поверх
ность (6. 1 7.6) пересекается плоско
стью (6. 1 7.9) ,  перпендикулярной маг
н итному полю (рис. 6 . 1 7. 1 ) . 

В зависимости от топологии изо
энергетической поверхности и направ
ления магнитного поля траектория ча
стицы в фазовом пространстве может 
быть либо замкнутой (определяющей 

Pz 

Рх 

Рис. 6. 1 7. 1 .  Пересечение изо
энергетической поверхности 
Е(р) = const с плоскостью Р11 = 

= const 

финитное движение), либо открытой , непрерывно проходящей 
всё р-пространство и определяющей инфинитное движение. 

через 
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Конкретный вид траектории частиц в р-пространстве зависит от 
формы изоэнергетической поверхности Е(р) = const , от её ориентации 
по отношению к магнитному полю и от величины проекции импульса 
р на  направление магнитного поля . Примеры различных траекторий 
электрона для энергетической поверхности,  имеющей форму гантели ,  
показаны на  рис. 6. 1 7.2 .  

Pz 
в -

Pz 

а б 

Рис. 6 . 1 7.2 .  Примеры возможных траекторий квазичастиц при гантелеобразной 
поверхности Ферми 

6. 1 7 . 1 .  Траектория квазичастицы в реальном пространстве. 

Траектория квазичастицы в импульсном пространстве определяет её 
траекторию в кристаллической реwётке (в т-пространстве) .  Чтобы это 
показать, спроектируем уравнение (6. 1 7. 1 )  на nлоскость, перпендику
лярную направлению магнитного поля 

-- = е  V1_ = е  - В dp .L [ В] [ dr .L 
J dt dt ' (6. 1 7. 1  О) 

где р1_ , v 1_ ,  r 1_ - компоненты импульса, скорости и радиуса-вектора 
частицы в плоскости проекции .  Векторы dr 1_j dt и В 

взаим но перпенди
ку.nярны. Из (6. 1 7. 1  О) следует, что dp1_jdt им перпендикулярен .  После 
интегрирования уравнения (6. 1 7. 1  О) для модулей IP 1_ 1 и lr 1_ )  получим 

(6 . 1 7. 1 1 )  

т. е .  радиусы-векторы р 1_ и r 1_ ,  определяющие траекторию частицы в 
р-пространстве и проекцию её траектории в т-пространстве на плос
кость, перпендикулярную магнитному полю, по абсолютной величине 
пропорциональны друг другу, и коэффициент пропорциональности /е /В  
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зависит только от величины магнитного поля .  Следовательно, проекция 
траектории частицы в г-пространстве на плоскость, перпендикулярную 
В, совпадает по форме с соответствующей траекторией частицы в р
пространстве, но отличается от неё по размерам в l e iB раз. Кроме того, 
учтём ,  что скорость частицы v J. = dг 1./dt в г-пространстве в каждой 
точке траектории перпендикулярна скорости dp J. j dt в р-пространстве 
(см. (6 . 1 7. 10) ) .  Это означает, что каждый элемент проекции траектории 
в г-пространстве перпендикулярен соответствующему элементу траек
тории  в р-пространстве, т. е. траектории повёрнуты относительно одна 
другой на угол 90° вокруг направления магнитного поля . 

Таким образом, чтобы по известной траектории частицы в р
пространстве получить проекцию её траектории на плоскость, перпен
дикулярную магнитному полю В, в г-пространстве, нужно повернуть 
исходную траекторию на 90° по часовой стрелке (поворот по правилу 
буравчика, движение буравчика совпадает с направлением В) вокруг 
направления магнитного поля и изменить её масштаб в 1 / le iB раз 
(рис. 6 . 1 7.3) . Направление движения частиц по траектории при этом 

у 

Рх х 

а б 

Рис .  6 . 1 7.3 .  а) Траектории квазичастицы в р-пространстве и 6) г-пространстве 
повёрнуты относительно друг друга на 90° 

преобразовании ,  очевидно, сохраняется . В частном случае, при Pii = 
= О ,  замкнутой траектории в р-пространстве соответствует подобная 
ей  и также замкнутая траектория в г-пространстве. Иными словами,  
при Pii = О траектория частицы в г-пространстве расположена цели
ком в плоскости, перпендикулярной магнитному полю. Компонента 
скорости v11 равна нулю не только для сечения изоэнергетической 
поверхности плоскостью, соответствующей Pii = О, но также и для 
сечений ,  площадь S которых как функция Pii достигает экстремаль
ного (максимального или минимального) значения, так как скорость 
частиц всегда направлена по нормали к изоэнергетической поверхности 
(см. рис . 6 . 1 7.2 , 6) . 

При Pi i :f О замкнутая в р-пространстве траектория обычно соот
ветствует в г-пространстве движению по винтовой линии :  за каждый 
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оборот по траектории  в р-пространстве в течение времени Т частица 
ещё дополнительно смещается в г-пространстве вдоль магнитного по
ля, так как при PJI i О частица, вообще говоря , имеет отличную от нуля 
компоненту скорости vrr · В случае, когда траектория в р-пространстве 
является открытой в некотором направлении h, траектория частицы 
в г-пространстве не ограничена в направлении ,  перпендикулярном h. 
Примерам открытой траектории является движение электрона по по
верхности гофрированного цилиндра (см . рис . 6 .9 .7 ,  6) в магнитном 
поле, перпенди кулярном оси цилиндра. 

Характерный  размер траектории частицы в кристаллической решёт
ке определяется размером р j_ / le iB его орбиты (6. 1 7. 1 1 ) .  Поэтому для 
применимости квазиклассического описания частицы в металле длина 
волны де-Бройля Лв должна удовлетворять условию 

\ PF лв « J e J B " (6. 1 7. 1 2) 

Для частиц на поверхности Ферми PF "' f1ja и ,  следовательно, 
Лв "' а. Неравенство (6. 1 7. 1 2) при этом эквивалентно условию 

В «  Ва = � rv ( 1 04- 105 )  Тл. (6 . 1 7. 1 3) J e ia 
Квазиклассическое описание движения частицы в металле, поме

щённом в магнитное поле, практически всегда оправдано, так как 
для реально достижимых в лабораторных условиях магнитных полей 
В ;:::j 700 Т л не равенство (6. 1 7. 1  3) заведомо выполнено. Специальные 
случаи,  в которых существенен квантовый подход к движению частиц, 
будут рассмотрены особо. 

Условием циклического движения  в магнитном поле является вы-
полнение неравенства 

(6. 1 7. 1 4) 

где l - длина свободного пробега электрона . 
Смысл этого неравенства очевиден:  на  длине свободного пробега 

частица должна завершить по крайней мере один (или несколько) 
циклов движения.  Заменим в неравенстве (6. 1 7. 1 4 )  р_1_ на близкую по 
порядку величину PF ;:::j nja и перепишем его в в иде 

п 

l > ie JaB · (6. 1 7. 1 5) 

Отсюда следует, что для осуществления  циклического движения  
электронов в металле необходимо, чтобы величина магнитного поля 
удовлетворяла неравенству 

а n а а ( 4 5 )  В > - - ;:::j - В ;:::j - 10 - 10 Тл. 
l Je ja2 l а l (6. 1 7. 1 6) 

При низких температурах в достаточно ч истых и совершенных 
монокристаллических образцах металлов длина свободного пробега l 
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в десятки и сотни тысяч раз превосходит межатомные расстояния .  
Поэтому циклическое движение в магнитном поле в принципе может 
наблюдаться уже в полях порядка нескольких Тесла. 

Рассмотрим теперь , чем отличается движение фермневских элек
тронов на замкнутых изоэнергетических поверхностях эле1пронного 
и дырочного типов. На электронной изоэнергетической поверхности 
(рис. 6. 1 7.4, а) скорости фермневских электронов направлены по внеш
ней нормали ,  на дырочной - по внутренней .  Изменение импульса 
электрона определяется уравнением 

dpl .L  = e [v..LB] . ( t (6 . 1 7. 1 7) 

Так как на электронной и дырочной поверхностях скорости имеют 
разные знаки, то электроны будут двигаться в разные стороны ,  как 
показава стрелками на рис. 6. 1 7.4 .  Различ
ным направлениям движения фермневских 
электронов в р-пространстве соответствуют 
различные направления движения в г-про
странстве. 

а 

в 
® б 

Напомним ,  что возникновение много
зонного спектра и, в ч астности, дырочных 
изоэнергетических поверхностей является 
следствием отражения электронных волн от 
границ зон Бриллюэна .  Поэтому предполо
жим сначала, как это было сделано ранее, Траектория 

фф " Рис. 6. 1 7.4 .  
что э ективный рассеивающии потенци- квазичастицы на изоэнер-
ал равен нулю. Тогда свободный  электрон , 
в магнитном поле, направленном от наблю
дателя ,  будет прецессировать по часовой 
стрелке. В таком же направлении  движется 

гетической поверхности 
электронного (а) и дыроч

ного (6) типа 

в магнитном поле изображающая его точка на сфере Харрисона. 
Рассмотрим трёхвалентный <<Металл•> с плоской квадратной решёт

кой . Изоэнергетические кривые в первой и второй зонах для такого 
металла были построены ранее (см. рис. 6.8 .2) . 

В магнитном поле, перпендикулярном плоскости решётки и направ
ленном от наблюдателя ,  прецессия электронов по окружности Харри
сона (см . рис. 6 .8 . 1 )  происходит по часовой стрелке. Включение конеч
ного эффективного потенциала IVэФ I  приводит к тому, что окружность 
Харрисона разрывается на отдельные куски (см. рис. 6 .8 .2 ) .  Однако 
направление движения электрона по каждому куску измениться не 
может (рис. 6. 1 7.5) . С появлением границ зоны Бриллюэна значения 
импульса в точках А и А' , В и В' , С и С' , D и D' становятся эквива
лентными ,  так как они различаются на векторы основных трансляций 
в р-пространстве, равные по модулю 21Гnja. Поэтому, когда электрон, 
двигаясь по кривой 1 (см. рис .  6. 1 7.5 ) ,  попадает в точку А на границе 
зоны Бриллюэна, составляющая его импульса по оси Рх скачком изме-
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Рис. 6 . 1 7.5 . а) Движение квазичастицы на поверхности электронного типа; б) 
движение квазичастицы на поверхности дырочного типа 

няется на величину 2п1i/а. В результате электрон отражается границей 
и затем переходит в эквивалентную точку А' . Далее движение по 
кривой 2 происходит непрерывно до следующей расположенной на 
границе зоны Бриллюэна точки В',  из которой электрон переходит 
в эквивалентную точку В .  Аналогичное движение происходит по кри
вым 3 и 4. 

Заметим, что электроны ,  расположенные на кусках 1 и 2, остаются 
на них всё время (если не происходит рассеяния ,  при котором квази
импульс электрона изменяется произвольно) и не  переходят на кривые 
3 и 4.  То же самое справедливо и для электронов на кривых 3 и 4.  

Картина, иллюстрирующая зеркальное отражение электрона от гра
ниц зоны Бриллюэна, становится более наглядной, если предвари
тельно транслировать кривые 1 и 2 в первую зону Бриллюэна. При 
этом рис. 6 . 1 7.5 ,  а переходит r; рис. 6 . 1 7.6, а,  на котором кривые 1 и 2 
заменены эквивалентными кривыми 1' и 2' в первой зоне. Теперь 
видно, что в точке В' нормальная к границе зоны составляющая 
импульса при отражении от границы зоны изменяет знак и электрон 
перебрасывается в точку В. Повторное отражение от границы зоны 
в точке А перебрасывает электрон в точку А' . 

Поскольку реальное движение электрона в г-пространстве непре
рывно, целесообразно сделать это движение непрерывным и в р
пространстве, соединив куски 1 и 2 или 3 и 4 в непрерывные кри
вые (т. е .  совместив друг с другом эквивалентные точки А и А' , В 
и В' и т. д . )  (рис. 6 . 1 7.6 , 6) . В этом и заключается физический смысл 
трансляции кусков окружности Харрисона на период 2п1i/а по осям Рх 
и ру , рассмотренной в § 6 .8 .  Движение по кривым электронного типа 
во второй зоне осуществляется по часовой стрелке, т. е .  в том же 
направлении,  что и движение свободного электрона. 
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Рис. 6. 1 7.6 . а) Части траектории квазичастиц на поверхности электронного 
типа в магнитном поле для плоского трёхвалентного металла; 6) образование 
замкнутой траектории на поверхности электронного типа при трансляции её 

участков на 21Г h /а по осям Рх и ру 

Рассмотрим движение электрона по кривым 5-8 (см .  рис. 6 . 1 7.5 , 6) . 
По каждой из этих кривых электрон движется по отношению к центру 
первой зоны Бриллюэна в направлении по часовой стрелке . Пусть 
электрон находится, например, на кривой 5. В точке В происходит 
отражение от границы ,  и электрон перебрасывается в эквивалентную 
точку В' на кривой 6. Аналогично из точки D электрон перебрасы
вается в точку D', из точки А' - в А и из С' - в точку С. Весь 
цикл движения в р-пространстве до воз
вращения вновь на кривую 5 (полный 
оборот в магнитном поле) показан на 
рис . 6 . 1 7.5 ,  6 стрелками.  

Трансляция кривых 5-8 на перио
ды 21Гh/ а по осям Рх и р11 приводит 
к построению замкнутой изоэнергетиче
ской кривой , имеющей форму <<розетки>> 
в одном из углов первой зоны Брил
люэна (рис. 6 . 1 7. 7 ) .  Ориентация, форма 
и размеры <<розетки>> позволяют опреде
лить проекцию орбиты реального дви
жения электрона в г-пространстве на 
плоскость, перпендикулярную магнитно
му полю. Прецессия по <<розетке>> проис
ходит против часовой стрелки,  т. е. в про
тивоположном направлении по отноше
нию к прецессии свободного электрона. 

РУ 

� 
ffi 
в 

Jix 

Рис. 6. 1 7. 7. Образование за
мкнутой траектории на по
верхности дырочного типа 
при трансляции её участков 
на 21Гh/ а по осям Рх и РУ 

6. 1 7 .2 .  Циклотронная масса фермневских электронов. 

В § 6. 1 1  для описания движения квазичастицы в кристалле под дей-
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ствием внешних сил было введено понятие тензора rni1 эффективных 
масс,  связывающего ускорение квазичастицы с вектором внешней 
силы .  Как и всякий тензор 2-го ранга, тензор rnij преобразует 
один вектор в другой , в данном случае вектор внешней силы 
F в н  - в вектор ускорения dv / dt. Поэтому формально компоненты 
тензора эффективных масс могут принимать любые положительные 
и отрицательные значения .  Отрицательные значения компонент 
тензора rn;:j ,  приведённого к главным осям ,  означают, что под 
действием внешней силы определённого направления частица 
ускоряется в противоположном направлении .  Если же компоненты 
тензора rn;1 обращаются в бесконечность, то это значит, что внешняя 
сила не вызывает ускорения и не меняет скорости квазичастицы. 

Экзотические значения,  которые могут принимать компоненты тен
зора эффективных масс, связаны с наличием сил реакции кристалли
ческой решётки .  Тензор эффективной массы , таким образом, описывает 
движение электрона одновременно в поле известных внешних и неиз
вестных внутрикристаллических сил. 

Чтобы ещё раз подчеркнуть естественность отрицательного значе
ния эффективной массы, рассмотрим следующий пример. Под действи
ем силы тяжести в вакууме движется шар. Его движение является 
ускоренным и направлено к притягивающему центру. Движение шара 
описывается уравнением M(dv/dt) = F, где М - истинная масса шара, 
а F - действующая на него внешняя сила. Поместим теперь шар 
в сосуд с жидкостью, удельный  вес dж которой превышает удельный 
вес dw шара . Мы увидим ,  что под действием той же притягивающей 
силы F шар движется в противоположную сторону, т. е .  ведёт себя 
как тело с отрицательной массой (величина которой к тому же не 
равна -М, а составляет, как нетрудно заметить, -М/(dж/dш - 1 ) . 

В действительности это означает, что сила, действующая на шар со 
стороны жидкости , превышает силу F. 

Таким образом , общая идея введения понятия эффективной массы 
заключается в следующем: сравниваются движения  частицы в среде 
(в кристалле) и свободной частицы под действием одной и той же 
внешней силы .  Точнее, сравниваются или уравнения движения ,  или 
какие-либо параметры движения ,  в которые входит масса частицы . 
Выражение, эквивалентное массе, описывающей движение свободной 
частицы, принимается за эффективную массу. 

Заметим ,  что для различных видов движения эффективная масса 
может иметь разные выражения .  Однако, так как все виды движения 
частицы определяются её законом дисперсии ,  эффективные массы , 
ведённые различными способами ,  связаны между собой и могут быть 
выражены через параметры закона дисперсии .  

Определим эффективную массу, описывающую движение фермн
евского электрона в кристалле в магнитном поле В, которая полу
чила название циклотронной массы. Циклотронная масса описывает 
движение квазичастицы не только в магнитном, но и в скрещенных 
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магнитном и электрическом полях, с которыми связаны практически 
все гальваномагнитные эффекты . 

В этих эффектах определяющую роль играет малая добавка к фер
миевекой скорости квазичастиц ,  возникающая в результате их уско
рения в электрическом поле. Эта добавка не учитывается в модели 
эЛементарных возбуждений типа <<частица>> и <<античастица>> .  Поэтому 
при рассмотрении гальваномагнитных эффектов следует исходить из 
модели фермневских электронов . 

Для определения циклотронной массы сравним выражение для пе
риода прецессии в магнитном поле свободного электрона и квазича
стицы , движущейся по замкнутой орбите в кристалле. Сделать это 
можно двумя способами .  Первый способ наиболее нагляден и основан 
на приближении модели почти свободных электронов . Второй , более 
общий способ, не связанный ни с какими модельными представления
ми ,  позволяет определить циклотронную массу через закон дисперсии .  

6. 1 7 .3. Модель почти свободных электронов . При I VэФ I = О 
электрон движется в магнитном поле как свободная частица по окруж
ностям, являющимся сечениями сферы Харрисона плоскостями ,  пер
пендикулярными В, с одним и тем же периодом 

Т, _ 2nrno 
о - l c iB . (6. 1 7. 1 8) 

При отличном от нуля (но малом) эффективном потенциале V,Ф 
траектория электрона в результате брэгговских отражений разбивается 
на несколько траекторий, соответствующих различным изоэнергети
ческим поверхностям в зонах (см. рис. 6 . 1 7.5 и 6 . 1 7.6) . Период дви
жения электрона по этим траекториям легко определить: он равен ,  
очевидно, Т0 , умноженному на отношение суммарного угла, описы
ваемого импульсом электрона между плоскостями разрыва энергии ,  
к полному углу 27Г (угол 27Г описывает за период и мпульс свободного 
электрона) . При этом , естественно, предполагается, что эффективный 
потенциал мал и движение электрона по отдельному куску сферы 
Харрисона, разделённой границами зон Бриллюэна, практически не 
отличается от движения свободного электрона по этому же куску 
сферы при IV.Ф I  = О . 

Поясним сказанное на рассмотренном выше примере трёхвалент
ного <<Металла>> с плоской квадратной решёткой, помещённого в маг
нитное поле В,  перпендикулярное плоскости решётки .  Для этого 
вновь вернёмся к рис. 6 . 1 7.5 .  Траектория электрона в рассматривае
мом случае состоит из четырёх кусков 1-4 окружности Харрисона 
(см. рис. 6 . 1 7.5 ,  а) , отличных от четырёх кусков - S-8, составляющих 
дырочную траекторию (см. рис. 6 . 1 7.5 , 6) . За периоды движения по 
электронной и дырочной траекториям импульсы электрона описывают 
углы,  соответственно равные 2/:::.<ре и 4/:::.<р1, (рис. 6 . 1  7. 7 и 6 . 1 7.8) . По-
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этому циклотронные массы электрона и дырки выражаются формулами 

(6. 1 7. 1 9) 

Если орбиты малы ,  то соответствующие им  циклотронные массы 
могут быть много меньше массы свободного электрона rno . 

· 
В трёхмерном случае для определения циклотронной массы стро

ится сфера Харрисона и находятся все её пересечения с плоскостями  
разрыва энергии ,  как это было про-

2 

3 

Рис. 6. 1 7.8 . Вычисление перио-

делано при построении поверхности 
Ферми .  Затем находится проекция 
этих линий на плоскость, перпенди
кулярную магнитному полю .  Проек
ция импульса электрона на эту плос
кость движется по кругу и испы
тывает скачки в точках пересечения 
траектории с брэггавекими плоскостя
ми .  Циклотронная масса, соответству
ющая какой-либо орбите, получается, 
если сложить все углы между брэггав
екими отражениями и умножить эту 
сумму на величину rn0/(21Г) . 

Для отдельных орбит циклотрон-
дов обращения квазичастиц на ные массы могут превосходить значе-
электронной и дырочной частях ние 1110 • Это связано с тем ,  что пе-
изоэнергетической поверхности риод прецессии  электронов на сфере 

Харрисона не зависит от положения 
плоскости Pil = const , в которой расположена орбита электрона, т. е .  
период прецессии по малой окружности, соответствующей нецентраль
ному сечению сферы Харрисона ,  совпадает с периодом прецессии  по 
окружности центрального сечения .  При этом полный угол , который 
описывает проекция квазиимпульса электрона на  соответствующую 
плоскость сечения ,  перпендикулярную магнитному полю Н, может 
превосходить 21Г. 

Спектр значений эффективной массы rn* однозначно определяется 
зонной структурой поверхности Ферми .  Поэтому эффективная масса, 
рассчитанная на основе зонной структуры , получила название зонной 
массы (см. (6. 1 1 . 1 4 ) ) .  

6. 1 7  .4 .  Циклотронная масса при произвольном законе дис

персии .  Второй способ введения циклотронной массы был предло
жен И. М. Лифшицем. Он основан на сравнении периода прецес
сии свободного электрона Т0 = 27Гrn0/( l e iB)  (см . (6. 1 7. 1 8) )  с перио
дом Тв движения квазичастицы по произвольной замкнутой траектории 
в р-пространстве для заданной поверхности Ферми при произвольнам 
законе дисперсии Е = Е (р) .  Период Тв , очевидно ,  совпадает со в ре-
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менем, в течение которого электрон проходит один виток спирали в 
г-пространстве. 

Рассмотрим произвольную замкнутую изоэнергетическую поверх
ность Е(р) = const : Зададим направление магнитного поля В и вели
чину Pil , определяющую положение плоскости, перпендикулярной В, 
пересечение которой с поверхностью Е(р) = const определяет траек
торию электрона в р-пространстве. Разложим квазиимпульс частицы 
и его скорость на составляющие, параллельные и перпендикулярные 
магнитному полю :  Pil • v ll • р_1_ , Vj_ (рис. 6 . 1 7.9) . 

Pz 

а б 
Рис. 6. 1 7.9 .  а) Сечение поверхности Ферми плоскостью, перпендикулярной маг
нитному полю В; 6) приращение площади сечения /55 (заштриховано) изоэнер

гетической поверхности 

Проекцию уравнения движения квазичастицы (6 . 1  7. 1 )  на плоскость 
сечения для абсолютных значений v _1_ и В можно записать следующим 
образом :  

�; = l e lvj_B ,  (6 . 1 7.20) 

где lp - элемент дуги траектории в р-пространстве. Интегрируя урав
нение (6. 1 7.20) , получаем выражение для периода обращения квазича
стицы по орбите 

Гf' 1 l dlp 
1 В  

= ie iB r Vj_ . 
(6. 1 7.2 1 )  

L 

Интеграл берётся по замкнутому контуру L траектории в плоскости 
сечения . Обозначим через h единичный вектор нормали к траектории 
в плоскости , перпендикулярной В. Вектор скорости v _1_ параллелен h 
и равен дЕ 

v j_ = дрj_ . (6 . 1 7.22) 
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Это означает, что при увеличении энергии на бЕ каждый элемент 
dlP траектории сместится по нормали h на расстояние бр1_ = бEjv1_ . 
Приращение площади сечения бS при этом (заштрихованная часть на 
рис. 6 . 1 7.9 , 6) будет равно 

бS = f dlpбp1_ = f �= бЕ. 
L L 

(6 . 1 7.23) 

Но приращение бЕ не зависит от точки на траектории и может 
быть вынесено за знак интеграла. Следовательно, частная производная 
дS l dl 
дЕ = у v� · Отсюда для периода Тв (см. (6. 1 7.2 1 ) )  получим 

L 

1 дS 21r ( 1 дS ) Тв = i e iB дЕ = l e iB 21Г дЕ . (6 . 1 7.24) 

Из сравнения (6 . 1 7.24) с выражением для периода обращения То 
свободного электрона (6 . 1 7. 1 8) можно заключить, что при циклическом 
движении квазичастицы с произвольным законом дисперсии величина 
( 1 /27Г) ( дS /дЕ) ,  является циклотронной массой электрона : 

* 1 дS 
те = 21Г дЕ . (6 . 1 7.25) 

Так как объёмы р-пространства, заключённые внутри электронных 
изоэнергетических поверхностей ,  увеличиваются с ростом энергии ,  
а у дырочных, напротив ,  уменьшаются , то для поверхностей элек
тронного типа дS /дЕ > О и циклотронная масса m� положительна, 
а для поверхностей дырочного типа дS/дЕ < О и m� отрицательна. 
Различные знаки циклотронных масс означают, что прецессия фер
мневских электронов в магнитном поле на электронных и дырочных 
поверхностях происходит в противоположных направлениях. 

Изложенный метод введения циклотронной массы показывает, что 
она является величиной, усреднённой по периоду ларморавской пре
цессии электрона или по траектории прецессии за один цикл. Из вы
ражения (6. 1 7.25) следует, что m� определяется законом дисперсии и, 
вообще говоря ,  различна при различных ориентациях магнитного поля 
в .  

Если закон дисперсии известен ,  то можно установить связь между 
циклотронной массой и параметрами закона дисперсии. В частном 
случае , когда закон дисперсии выражается через компоненты тензора 
эффективных масс mTj • циклотронную массу m� можно также выра
зить через эти параметры . 

Рассмотрим квадратичный анизотропный закон  дисперсии 

(6 . 1 7.26) 
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СоответствуюtЦая изоэнергетическая поверхность представляет 
собой трёхосный  эллипсоид с полуосями (2тхЕ) 1 12, (2туЕ) 1 12, 
(2тzЕ) 1 12• Матрица тензора эффективной массы mi1 в главных осях 
эллипсоида имеет следуюlЦИЙ вид: ( mx О О ) 

{ т:j } = О ту О . 
О О тz 

(6 . 1 7.27) 

Направим магнитное поле вдоль оси z. Орбиты электронов опре
деляются сечениями Pil = Pzo = const . Известно, что любое сечение 
эллипсоида плоскостью является эллипсом . Найдём плоlЦадь S(E, Pzo )  
сечения, соответствуюlЦего плоскости Pz = PzO · 

Уравнение эллипса в плоскости сечения имеет вид 

ПлоlЦадь сечения S(E, pz0 ) при Pz = Pzo равна 

S(E, Pzo )  = 27Г y!rnxтy (Е - ��z)  · 

(6 . 1 7.28) 

(6 . 1 7.29) 

Отсюда, согласно (6 . 1 7.25) , циклотронная масса (m� ) z ,  соответству
ЮlЦая любому сечению, при В, параллельном Pz , выражается только 
через компоненты тензора эффективных масс rn.т и ту : 

(6. 1 7.30) 

Направляя магнитное поле вдоль осей .т и у, можно найти ана
логичным образом циклотронные массы (т� )у  и (т� )z , относяtЦиеся 
к любым сечениям Рх = const и Ру = const соответственно: 

(6 . 1 7.3 1 )  

Можно показать, наконец , что для произвольнаго направления h 
магнитного поля по отношению к главным осям эллипсоида циклотрон
ная масса (mn1, выражается через три главные компоненты тензора 
mij и направляюlЦие косинусы вектора h 

mx cos2 а + ту cos2 (3 + mz cos2 1 ' (6 . 1 7.32) 

где а, (3 и "( - углы между вектором h и осями Рх , Ру и Pz · 
Таким образом, для квадратичного закона дисперсии, при котором 

изоэнергетическая поверхность является всегда эллипсоидом или сфе
рой, циклотронная масса т� не зависит от величины Pil и в случае 
эллипсоида определяется только ориентацией магнитного поля по от
ношению к главным осям поверхности. Иными словами,  в магнитном 
поле данного направления все электроны на поверхности эллипсоида 
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или сферы в р-пространстве движутся с одной и той же частотой 
независимо от положения секущей плоскости, перпендикулярной В. 

6. 1 7  .5.  Общие замечания о перенормировке массы электро

на в металле. 1 .  Учёт сильного электрон-электронного взаимодей
ствия в ферми-жидкостной модели приводит к концепции элемен
тарных возбуждений, образующих слабо неидеальный газ, и появ
лению в электронном спектре квазичастиц двух типов : 1 )  фермн
евских электронов и 2) возбуждений типа <<ч астица•> с энергией 
Еч = vч (Р - PF) = PF (P - PF)/m� и <<античастица>> с энергией Еа = 
= Va (PF - р) = VF (PF - p)jm� . 

Эффективные массы фермневских электронов , <<частиц•> и <<антича
стиц•> равны и связаны с массой m0 свободного электрона соотноше
нием 

(6 . 1 7.33) 

где fL находится у разных металлов в интервале значений от О до 0, 1 5 .  
Основным признаком дифференциации квазичастиц является и х  за

ряд. У фермневских электронов и <<частиц•> заряд равен -е, у <<антича
стиц•> - +е. При расчёте термодинамического потенциала электронной 
жидкости знак заряда квазичастиц не играет роли .  

Принципиально важно, что в модели <<частиц•> и <<античастиц•> ,  в от
личие от модели фермневских электронов, все процессы описываются 
техникой рождения и исчезновения квазичастиц, т. е . изменением чис
ла квазичастиц, а не изменением их скорости под действием внешних 
сил. Скорости квазичастиц, независимо от их энергии Е, всегда равны 
Vч = Va и я вляются константой закона дисперсии Е = Е(р) . 

2 .  Рассеяние фермневских электронов на периодическом потенциале 
кристаллической решётки приводит к качественному изменению затра
вочного закона дисперсии Е =  р2 / (2m* ) . Возникает многозонный энер
гетический спектр, наиболее общей характеристикой которого является 
поверхность сDерми - совокупность изоэнергетических поверхностей 
в различных зонах. По топологической структуре изоэнергетические 
поверхности разделяются на открытые и закрытые , а по заполненности 
электронами - на поверхности электронного и дырочного типов. Изо
энергетические поверхности (в разных зонах) могут находиться в од
ном и том же объёме импульсного пространства, но при этом их инди
видуальность сохраняется . На основании теоремы о непересекаемости 
термов разные изоэнергетические поверхности не могут пересекаться 
по общей линии .  Но могут иметь общие точки соприкосновения .  

Характер движения фермневских электронов под действием внеш
них сил становится очень сложным.  Для его описания вводится по
нятие эффективной массы .  Направление ускорения фермневских элек
тронов, как правило, не совпадает с направлением приложенной силы. 

Для каждого заданного направления квазиимпульса квазичастицы, 
определяющего её положение на соответствующей изоэнергетической 
поверхности, движение квазичастицы можно описать тензором эф-
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фективной массы тij , компоненты которого могут не только сильно 
отличаться от т0, но и иметь различные знаки. Только для изоэнерге
тических поверхностей, имеющих форму эллипсоида, движение фермн
евских электронов может быть описано одним тензором эффективной 
массы. 

Для эллипсоидальных изоэнергетических поверхностей можно вве
сти единую эффективную массу, определяющую спектральную плот
ность электронных состояний .  Это масса называется эффективной мас
сой плотности состояний .  Циклотронная масса квазичастиц, определя
ет направление и частоту их прецессии в постоянном магнитном поле. 

Подчеркнём следующее важное обстоятельство. Изоэнергетические 
поверхности в различных зонах образуются из затравочной сферы 
Харрисона. При этом их объём может сильно различаться, также 
как и величины квазиимпульсов, соответствующих граничной энер
гии заполненных или свободных состояний в пространстве импуль
сов. Однако групповая скорость квазичастиц на поверхности Ферми ,  
при разделении исходной сферы на отдельные <<ЛИСТЫ•> ,  формирующие 
изоэнергетические поверхности, меняется слабо и сохраняет значение, 
близкое по порядку величины к исходному значению скорости 'VF 
на сфере Харрисона .  Пусть, например, при включении эффективного 
рассеивающего потенциала, образуется маленькая электронная поверх
ность сферической формы с квадратичным законом дисперсии Е;; = 
= (р�)2 / (2тт ) = тi(vi )2 /2. Скорость квазичастиц на этой поверхности 
vi "' VF и поэтому малым значениям энергии Е� ,  и импульса р� « PF 
должна соответствовать малая зонная эффективная масса тnь5 квази
частиц. 

3 .  Поляризация решётки при движении квазичастиц с этой зонной 
массой <<утяжеляет•> частицы , так что их масса опять перенормиру
ется : т = тьs ( 1 + Л) . В результате этой перенормировки плотность 
электронных состояний вблизи энергии Ферми увеличивается в слое, 
толщиной "'kвТо .  На кривой плотности состояний v(E) появится пик 
(см. § 6. 1 4, рис. 6 . 1 4 .3) вблизи энергии Ферми. 

§ 6. 18 .  Энергетический спектр квазичастиц 
в квантующем магнитном поле 

Чтобы построить энергетический спектр квазичастиц в квантующем 
магнитном поле используем тот же подход, который был применён 
при построении спектра квазичастиц в металлах: спектр строился для 
идеального газа заряженных частиц и затем включалось взаимодей
ствие между частицами .  При этом предполагалось, что классификация 
электронных состояний сохраняется, т. е .  характер распределения раз
решённых состояний по энергии и в пространстве квазиимпульсов не 
меняется, а следовательно не меняется объём, ограниченный поверх
ностью Ферми ,  и её форма .  На основе этого предположения строи-
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лось возбуждённое состояние ферми-жидкости , которое описывалось 
слабо неидеальным газом элементарных возбуждений типа фермиев
екие электроны ,  <<частица•> и <<античастица•> ,  обладающих достаточно 
большим временем жизни только в непосредственной близости от по
верхности Ферми .  Состояния внутри поверхности Ферми теряли свою 
индивидуальность . Поступим аналогичным образом : рассмотрим сна
чала идеальный газ электронов в квантующем магнитном поле. Будем 
считать далее, что систематика квантованных состояний идеального 
газа сохраняется при переходе к ферми-жидкости, и посмотрим ,  как 
изменится энергетический спектр элементарных возбуждений. 

6 . 1 8. 1 .  Идеальный газ электронов в квантующем магнитном 

поле. Рассмотрим вначале идеальный газ электронов, заключённых 
в прямоугольный потенциальный ящик размерами Lx, Ly и Lz вдоль 
осей х, у и z. В идеальном газе электроны не взаимодействуют между 
собой , и поэтому энергетический спектр всей системы можно постро
ить в одноэлектронном приближении, т. е. анализируя движение только 
одного электрона. 

Как уже отмечалось, компоненты импульса электрона, заключённо
го в потенциальный ящик, становятся квазинепрерывными величинами 
(см. (6. 1 .4 ) ,  (6 . 1 .5) ) .  Энергия электрона становится квазинепрерывной 
функцией импульса (см. (6 . 1 .6) ) ,  хотя и описывается той же формулой, 
что и энергия свободной частицы: 

Е =  E(px . Pv · Pz )  = 2
Рх + 2

Ру + 
2
Pz 

. то 1no то 
(6 . 1 8 . 1 )  

Разделим энергию электрона на две составляющие, связанные с 
движением электрона в плоскости ху и вдоль направления оси z :  

El_ 
В = О  

Е =  Рх + РУ + _12_ = Ej_ + Е11 · (6. 1 8 .2) 
2то 2то 

Движение электрона в плоскости 
ху эквивалентно движению частицы 
в пространстве двух измерений .  Как 

В #  О было показано выше (см. § 6 . 1 4) ,  плот
ность состояний z)1 (E) свободных элек
тронов в двумерном пространстве яв
ляется постоянной величиной, кото
рая определяется формулой (6. 1 4 . 1 3) .  
В таком случае разрешённые значе-
ния энергии электрона образуют си
стему эквидистантных квазинепрерыв
ных уровней э нергии (левая часть 
рис. 6 . 1 8 . 1 ) .  

Рис. 6. 1 8 . 1 .  Квантование энер
гии в магнитном поле В 

Каждый энергетический уровень 
системы сильно вырожден: одно и 
то же значение э нергии соответствует 
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большому числу электронных состояний .  Однако это не означает, что 
1 1ринцип Паули не выполнен, так как в состоянии с заданной энер.гией 
находятся электроны с различными значениями компонент Рх и Ру им
нульса (сумма квадратов которых равна постоянной величине 277t0Ej_ ) ,  
т .  е .  различными квантовыми числами nx и ny . 

Поместим теперь систему электронов в постоянное однородное маг
нитное поле В, направленное вдоль оси z .  

Магнитное поле не меняет продольную составляющую движения 
·мектрона. Связанная с ней энергия Е11 электрона, как и при В = О, 
будет равна p;j(2mo) .  

В плоскости , перпендикулярной В, электроны начинают прецес
сировать по окружности радиуса rв = mo·uj_/ ie iB (vj_ - компонента 
скорости электрона в плоскости, перпендикулярной магнитному полю) 
с циклотроной частотой wc = le iB jm0 . Энергия всякого периодическо
го движения (например, движения электрона по атомных орбитам) 
квантуется . Если не рассматривать пока собственный магнитный мо
мент электрона, связанный со спином, и использовать известное из 
I<Вантовой механики выражение для энергии осциллятора , то можно 
выражение (6. 1 8 .2) представить в виде 

2 
E = Ej_ + EI I = ttwc (n + 1 /2) + 2

Pz ,  n = 0, 1 , 2 , . . .  
1no 

(6. 1 8 .3) 

Для энергии Ej_ поперечного движения электрона в плоскости, 
1 1српендикулярной магнитному полю, допустимы только дискретные 
:\Начения ftwc ( n + 1 /2) , которые отстоят друг от друга на величину 
I\иклотронного кванта ttwc . Энергия продольного движения 

2 t. 2k2 + 2 2 + 2 Е = _1!_!__ = � = _,_,L _ (�) n2 1 1 2mo 2mo 2mo Lz z 
�шляется квазинепрерывной величиной. 

(6. 1 8 .4) 

Поскольку все электроны прецессируют с одной и той же цикло
тронной частотой независимо от их скорости, энергетический спектр 
одного электрона определяет энергетический спектр всей системы. 

Переход от квазинепрерывного спектра Ej_ (JJx , p11 ) при В =  О к дис
кретному 

Ej_ = tLwc (n + 1 /2) (6. 1 8 .5) 

1 1ри В # О иллюстрируется рис . 6 . 1 8 . 1 .  Полосы квазинепрерывного 
спектра Е1_ при В = О  шириной fLwc при В # О  стягиваются в дискрет
IIЫе энергетические уровни E1_ (n) . <<Центр тяжестИ>> каждой полосы 
1 1ри этом остаётся на своём месте. Степень вырождения каждого энер
гетического уровня n в магнитном поле становится значительно более 
высокой по сравнению со степенью вырождения уровней Е при В = 0: 
1 1а уровне n находятся все электроны ,  которые при В = О находились 
11а всех квазинепрерывных уровнях в полосе шириной ttwc . Число 
·мектронов NL в полосе ttwc равно произведению постоянной плотности 
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состояний z}1 (E) = Sm0j(1rn2 ) (S - площадь кристалла с линейными 
размерами Lx и Ly) на ширину полосы hwc : 

(6 . 1 8.6) 

Число N L определяет степень вырождения э нергетических уров
ней Ej_ в магнитном поле. Дискретные уровни э нергии Ej_ электро
нов в магнитном поле получили название уровней Ландау. Каждому 
уровню Ландау соответствует определённое значение квантового чис
ла n = О, 1 ,  2 ,  . . . 

Дискретным значениям энергии (6 . 1 8 .5)  циклического движения 
в квазиклассическом приближении (квазиклассическим называется 
приближение, при котором движение квантовой частицы может быть 
описано как движение по определённой траектории ;  оно остаётся спра
ведливым до тех пор, пока длина волны де Бройля электрона Лв много 
меньше характерных размеров орбиты (в данном случае радиуса rвJ) 
соответствуют дискретные значения r в,. , зависящие от квантового чис
ла n. Условие Л в « r в" эквивалентно выполнению  неравенства hwc « 
« Ер. Радиус орбиты rвп принимает дискретные значения, зависящие 
от квантового числа n.  Для нахождения тв" сопоставим между собой 
классическое Е'i_л и квантовое Е'1_8 выражения для энергии: 

2 2 
Екл _ mowc ·rв 

j_ - ---2 
(6. 1 8 .7) 

Сравнение этих величин показывает, что для радиуса rвп квази
классической орбиты разрешёнными являются значения 

rвп = (6 . 1 8 .8) 

Для того чтобы электрон с орбиты радиуса твп перешёл на орбиту 
радиуса т Вп+ 1 ,  ему необходимо сообщить энергию, равную величине 
кванта энергии f<wc . 

В состоянии, соответствующем определённому значению квантово
го номера n, электроны движутся по орбитам одинакового радиуса твп j' 
и обладают одним и тем же значением энергии (6. 1 8 .5 ) .  Электроны 
в этом состоянии могут отличаться величиной квантового числа nz, 1 
определяющего проекцию импульса Pz на направление магнитного по- ] 
ля ,  а также расположением центра орбиты на плоскости ху. ) 

Выясним теперь, как изменится энергетический спектр электро- 1 
на (6 . 1 8 .3) ,  если принять во внимание его спин . Известно, что со спи- � 
ном связан магнитный момент 1.1. электрона, равный по величине магне
тону Бора J.Lв = j e j ft/(2m0) = 9,724 · 1 0-24 Дж/Тл, J.Lв = l e l n/(2moc) = 1 
= 0,9274 · 1 0-20 эрг/Гс (СГС) . Энергия магнитного момента в поле В 
равна - (1.1.В ) . · 

Собственный магнитный  момент 1.1. в магнитном поле может быть 1 
ориентирован как в направлении +В, так и в направлении -В . Учёт 



§ 6. 1 8. Энергетический спектр квазичастиц в квантующем поле 287 

энергии - (JJ.B) приводит к расщеплению уровней Ландау на два под
уровня ,  соответствующих двум возможным ориентациям J.l по отноше
нию к вектору В. Из этих двух подуровней меньшей энергией обладает 
тот, на котором магнитный момент J.l электрона совпадает по своему 
направлению с В.  

Выражение (6 . 1 8 .3) для энергии Е электрона в магнитном поле 
с учётом спинового расщепления уровней энергии приобретает вид 

(6. 1 8 .9) 

где s - спиновое квантовое число, принимающее значения ± 1 . 
Таким образом , энергетический спектр электрона в магнитном по

ле определяется главным квантовым числом n, спиновым квантовым 
'Iислом s и величиной проекции Pz его импульса на направление 
магнитного поля, которая определяется квантовым числом n2 • 

С учётом спина электрона нумерация уровней Ландау производится 
11ри помощи двух квантовых чисел n и s. Значения s = + 1 и s = - 1  
обычно принято изображать значками + и - около соответствующего 
номера n. При таком обозначении самым нижним уровнем является 
уровень о-. 

Обратим внимание на то, что для свободного электрона в магнит
IЮМ поле величина спинового расщепления уровней, равная 2р,вВ , 
совпадает с расстоянием rи»с между уровнями Ландау, построенными 
без учёта спина электрона (поскольку образование уровней Ландау 
связано с движением электрона по орбите, расстояние Ти»с между 
уровнями Ландау иногда называют орбитальным расщеплением) .  

Возникает своеобразная ситуация : спиновое расщепление снимет 
вырождение уровней Ландау с одним и тем же значением n, однако 
11ри этом возникает вырождение уровней, соответствующих квантовым 
•1ислам (п,  s = + 1 )  и (n + 1 ,  s = - 1 ) . Переход от системы уровней 
Ландау без учёта спина к системе уровней с учётом спинового расщеп
:Jсния иллюстрирует рис. 6 . 1 8 .2 ,  а.  Видно, что вырождение, связанное 
('() спином , отсутствует только на уровне о-. 

Спектр разрешённых значений энергии электрона в магнитном 
Iюле представляет собой совокупность парабол p;/ (2m0) ,  сдвинутых 
относительно друг друга по оси энергии на расстояние, равное Т!wс 
( рис. 6. 1 8 .2 ,  6) . Как и уровни Ландау, каждое состояние на параболе 
сильно вырождена. Подчеркнём одно весьма важное обстоятельство . 
:·Jнсргия электрона в магнитном поле непрерывно зависит только от 
ощюй координаты Pz импульса. Вследствие этого система электронов 
в магнитном поле имеет многие черты одномерной системы .  

6. 1 8.2 .  Энергетический спектр идеального газа электронов 

в кристаллической решётке в квантующем магнитном поле. Дви
жение электронов в металле в квантующем магнитном поле имеет 
1" 1 1сцифические особенности. 
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Е Е 
2 

5 n = 2  nwc 2ttwc 
] +2-

в 

3 n = l nwc 1 2-nwc 
o+ J -

l 21iwc n = O  1iwc 
о- Pz 

а б 

Рис. 6 . 1 8 .2 .  а) Спиновое расщепление уровней Ландау; 6) зависимость энергии 
от импульса Pz в квантующем магнитном поле 

Во-первых, циклическое движение электронов в металле возможно 
лишь в том случае, если длина их свободного пробега l превосходит 
размеры электронной орбиты pj_/( \e \B) в плоскости ,  перпендикулярной 
магнитному полю. Вследствие этого величина квантующего магнитно
го поля ограничена снизу некоторым значением В 1 ,  зависящим от l , 
при котором характерный  размер pj_/( \e \B) орбиты сравнивается с l .  
Напомним оценку магнитного поля ,  которая была получена в § 6. 1 7  а 1i а а 

4 5 )  (см. (6 . 1 7. 1 3) ) :  В >  Т le  а2 ::::о Т В1 ::::о Т ( 1 0  - 1 0  Тл . Отсюда следует, 
что возмущение, которо� вносит магнитное поле в движение электро
нов , определяется не абсолютной величиной поля ,  а его эффективным 
значением. Обычно по этому признаку магнитные поля делятся на 
сильные эффективные и слабые эффективные: к сильным эффектив
ным относятся поля, для которых В >  В 1 ,  и ,  наоборот, к слабым - те, 
для которых в < в\ . 

Во-вторых, форма траектории движения электрона в металле опре
деляется сечением поверхности Ферми плоскостью, перпендикулярной 
В. Для изоэнергетической поверхности достаточно сложного вида при 
каждом направлении поля существует одновременно большое разно
образие орбит, отличающихся по форме и размерам .  При этом форма 
орбит зависит не только от значения Pz = const , но и от энергии Ферми 
в результате дисперсии  (см. рис. 6. 1 7.2 ) .  Частота wc = \е\В /то пре
цессии на каждой из орбит определяется соответствующим значением 
циклотронной массы ,  величина которой зависит от Pz и энергии :  те = 
= тс (Рz , Е) . При изменении ориентации поля характер орбит изменяет
ся (см . ,  например, рис . 6 . 1 7.2) . Направление прецессии электрона зави
сит от знака циклотронной массы т*. Для односвязных изоэнергетиче
ских поверхностей электронного типа (т� > О) направление движения 
совпадает с направлением прецессии свободного электрона. Для одно
связных поверхностей дырочного типа (т� < О) электроны прецессиру-
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ют в противоположном направлении. У многосвязных (типа <<тороид>>) 
и открытых поверхностей (типа <<монстр>> )  существуют одновременно 
траектории электронного и дырочного типов, по которым электроны 
прецессируют в противоположных направлениях. Зависимость состав
ляющей э нергии Е11 от Pz становится функцией ориентации магнитного 
поля и в общем случае может иметь сложный вид. 

В-третьих, в каждой зоне нельзя построить единую систему уров
ней Ландау, начиная от энергии, соответствующей дну зоны .  При 
удалении от дна зоны верх и от потолка зоны вниз эффективная масса 
частиц возрастает по абсолютной величине и стремится, соответствен
но, к +оо к -оо в середине зоны. Это связано с тем ,  что переход 
от минимума э нергии на дне зоны, окружённого замкнутыми изоэнер
гетическими поверхностям и  электронного типа, к максимуму на её 
потолке, окружённому замкнутыми изоэнергетическими поверхностя
ми дырочного типа, осуществляется через открытые изоэнергетические 
поверхности (соответствующие энергиям вблизи середины зоны) .  

В-четвёртых, величина спинового расщепления LiEs уровней Лан
дау в металлах в результате спин-орбитального взаимодействия мо
жет сильно отличаться от величины 2р,вВ для свободных электронов. 
У сложных изоэнергетических поверхностей величина LiEs является 
функцией Pz и направления магнитного поля. Это означает, что каждой 
траектории электрона соответствует определённая величина Ь.Еs :  

(6. 1 8. 1  О) 

Обычное спиновое расщепление LiEs выражается в единицах gр,в : 

(6. 1 8 . 1 1 ) 

Для свободного электрона g = 2. У электронов в металле g-фактор 
может существенно отличаться от 2 как в меньшую, так и в большую 
сторону; g-фактор различен и для разных групп электронов в одном 
и том же металле; g-фактор обычно сильно зависит от направления 
магнитного поля В и величины Pz · Таким образом , g-фактор является 
новой характеристикой электронов в металле и подлежит эксперимен
тальному определению наряду с другими характеристиками, такими, 
например, как эффективная масса ,  размер и форма поверхности Ферми 
и т. д .  

Из сказанного следует, что картина квантования энергии электро
нов с произвольным законом дисперсии необычайно сложна. Теорети
ческое рассмотрение этого вопроса представляет очень  трудную задачу, 
общее решение которой в настоящее время не найдено. Аналитическое 
выражение для энергии электронов в магнитном поле может быть 
получено только для простейших моделей спектра. 

Рассмотрим одну из таких моделей. Будем считать ,  что закон дис
персии квадратичен, а поверхность Ферми - трёхосный эллипсоид 
(см. формулу (6. 1 8 . 1 )) .  

1 0 Н.Б.  Брандт, В.А. Кульбачинский 
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Энергия электрона с законом дисперсии (6 . 1 7.26) в магнитном поле 
В произвольнаго направления распадается на сумму кваитованной 
энергии движения EJ_ в плоскости, перпендикулярной В, и квазинепре
рывной составляющей Е11 энергии продольного движения. Циклотрон
ная масса те . определяющая расстояние hwc между уровнями Ландау 
в магнитном поле, при произвольной ориентации В относительно глав
ных осей эллипсоида (6. 1 7.26) описывается выражением (6. 1 7.32), из 
которого следует, что те зависит только от углов о: ,  {3, "( , задающих 
ориентацию В, но не зависит от величины проекции импульса Pz 
электрона на направление В. Это означает, что при квадратичном ани
зотропном спектре (6 . 1 7. 26) все фермиевекие электроны имеют одну 
и ту же циклотронную частоту. Энергию движения электрона вдоль 
направления магнитного поля в11 = рfl/(2тИ) определяет продольная 
эффективная масса т И , равная 

* 2 + 2 {3 + 2 тн = тх cos 0: ту cos тz cos "( . (6. 1 8 . 1 2) 

Масса т� , так же как и те , зависит только от ориентации магнит
ного поля в .  

Напомним ,  что в § 6 . 1 4  была введена эффективная масса плотно
сти состояний тd = (тхтутz ) 1 13 (см . (6. 1 4 . 1 2) ) .  Согласно (6. 1 7.32) 
и (6. 1 8 . 1 2) ,  три эффективные массы электронов те. тИ и тd связаны 
между собой выражением 

т� = тйт� . (6. 1 8 . 1 3) 

Таким образом, энергетический спектр электрона с законом диспер
сии (6 . 1 7.26) в магнитном поле (без учёта спина) имеет вид 

где n = О, 1 ,  2 ,  . . .  

Е(п, рн )  = п le iB (п + �) + РТ1 • •  (6. 1 8 . 1 4) mc 2 2mн 

6 . 1 8.3.  Спиновое расщепление. Как и в случае свободных элек
тронов, для того чтобы учесть спиновое расщепление (6 . 1 8 . 1 1 ) уровней 
Ландау, в выражение для энергии (6. 1 8 . 1 4) необходимо добавить член 
l - sgp,вB ,  где S - спиновое квантовое число, принимающее значения 
1 1 .  При квадратичном законе дисперсии величина g-фактора определя
ется только ориентацией магнитного поля В и не зависит от величины 
проекции Pz импульса. 

Зависимость энергии Е электрона с квадратичным эллипсоидаль
ным законом дисперсии в магнитном поле от главного квантового 
числа n,  спинового квантового ч исла s и проекции Pll импульса на 
направление магнитного поля может быть записана в виде 

E(n, s , pll ) = п i�� ( n + 4) + 4 sgp,вB + 2�� . (6. 1 8 . 1 5) 
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где те и т� определяются формулами (6. 1 7.25) и (6 . 1 8 . 1 2) .  
Ввиду того, что мы рассматриваем идеальный газ элементарных 

возбуждений, выражение (6. 1 8 . 1 5) описывает энергию всех электронов 
с законом дисперсии (6. 1 7.26) . 

Существует несколько иной вид записи выражения (6 . 1 8 . 1 1 ) для 
спинового расщепления 6.Es .  Для этого вводится величина тs с раз
мерностью массы,  которая связана с g-фактором соотношением 

2mo g = - . 
ms 

(6. 1 8. 1 6) 

Величина ms называется спин.овой эффективной массой. С её 
помощью 6.Es может быть записано формально так же, как и для 
свободного электрона 

(6. 1 8. 1 7) 

Эффективная спиновая масса ms определяет величину эффектив
ного магнитного момента f-Lв = J e /1i/(2ms) у электрона в металле (эф
фективного магнетона) . 

Использование эффективной спиновой массы очень удобно для 
сопоставления величин спинового и орбитального расщепления . При 
тs = те спиновое расщепление совпадает с орбитальным .  При этом 
система уровней Ландау у электронов в металле подобна системе 
уровней для свободного электрона. 

На рис . 6 . 1 8 .3 приведены аналогичные рис . 6 . 1 8 .2 диаграммы для 
трёх случаев тs > те . ms = те и т5 < те. При ms < те спиновое 

5 
2ru.vc 
3 -1iwc 
2 
1 -1iwc 
2 

Е 

т; > m� 
а 

Е Е 

б 

�-- !+ 

'---- 2-

r---- o+ 

'---- ! -

т; < m� 
8 

Рис. 6. 1 8 .3 .  Спиновое расщепление уровней Ландау при различных соотноше
ниях спиновой и циклотронной масс 

расщепление превосходит орбитальное, что приводит к нарушению 
порядка следования уровней. В частности, при величине спинового 
расщепления, показаиной на рис . 6 . 1 8 .3 ,  в,  энергия состояния с Pii = О  
на уровне n+ становится больше э нергии состояния на уровне (n + 1 ) -. 

Остановимся на квантовании энергии электронов в окрестности 
максимума энергии в зоне, т. е .  на квантовании энергии электронов 
1 0* 
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на дырочной изоэнергетической поверхности. Циклическое движение 
этих электронов происходит в направлении, противоположном движе
нию электронов на электронной поверхности , т . е. их циклотроная мас
са отрицательна. Как уже отмечалось , энергия электронов на дыроч
ных поверхностях отсчитывается от потолка зоны вниз. В соответствии 
с этим нумерация уровней Ландау идёт сверху вниз. 

Энергетическая диаграмма уровней для дырочных поверхностей 
при Pi l  = О показана на рис. 6. 1 8 .4 .  Диаграмма соответствует случаю, 

Рис. 6. 1 8 .4 .  Уровни энергий для 
дырочной поверхности с учётом 
спинового расщепления . Стрелки 
указывают ориентацию спинов 

когда орбитальное расLЦепление пре
восходит спиновое. Сопоставление 
рис . 6 . 1 8 .3  и 6 . 1 8 .4 показывает, что 
соответствуюLЦие энергетические диа
граммы для электронов и дырок отли
чаются друг от друга только направ
лением отсчёта энергии. 

Выражение для энергии электро
нов на дырочных поверхностях в маг
нитном поле с учётом спинового рас
LЦепления уровней тождественно вы
ражению (6. 1 8 . 1 5) ,  где под Е, те 
и mй необходимо понимать абсолют-
ные значения энергии ,  циклотронной 

и продольной масс электронов на дырочных изоэнергетических поверх
ностях. Напомним ,  что нельзя построить полную систему квантовых 
уровней энергии в зоне, начиная с минимальной энергии или отсчи
тывая энергию от потолка зоны ,  так как приблизительно в середине 
зоны циклотронная масса обраLЦается в бесконечность. При подходе 
к открытым траекториям циклотронные частоты движения электронов 
в магнитном поле стремятся к нулю: периоды обраLЦения по орбите 
увеличиваются до бесконечности , движение перестаёт быть финитным ,  
квантование энергии нарушается и энергетический спектр носителей 
тока ,  соответствуюLЦий движению в плоскости ,  перпендикулярной маг
нитному полю, переходит в квазинепрерывный .  

6 . 1 8.4. Распределение электронов в р-пространстве в присут

ствии квантующего магнитного поля. Перейдём к построению ос
новного состояния идеального газа электронов в пространстве импуль
сов в квантуюLЦем магнитном поле. Для простоты проанализируем 
случай однозонного металла со сферической поверхностью Ферми при 
Т = О и будем пренебрегать спиновым расLЦеплением. При В = О раз
решённые состояния распределены равномерно внутри сферы Ферми 
и соответствуют элементарным  объёмам (2пh?. Для наглядности их 
можно изобразить точками, отстояLЦими друг от друга на расстояниях 
2пh ПО ОСЯМ Рх , Ру И Pz ·  

На рис. 6 . 1 8 .5 ,  а показано сечение сферы Ферми плоскостью P z  = = О. Разрешённые состояния в этой плоскости заполняют круг макси-
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а б в 
Рис. 6. 1 8 .5 .  Квазинепрерывный спектр (а) , квантованные состояния в магнит
ном поле, параллельном оси Pz (6) и стягивание состояний на квантованные 

окружности (в) 

мального радиуса PF = v2m* EF . в любом сечении Pz = const занятые 
состояния заполняют также круг, радиус которого равен V р� - р; . 
По мере увеличения Pz от нуля до PF радиус круга уменьшается 
и обращается в нуль в опорных точках Pz = ±PF · 

Равномерное заполнение сферы Ферми точками, изображающими 
разрешённые состояния, соответствует квазинепрерывному энергетиче
скому спектру Е = E(px , Py · Pz ) ,  где Рх , ру . Pz пробегают квазинепре
рывные наборы значений от О до PF · Заполненные состояния распо
ложены около минимума энергии в 1 -й зоне (около дна зоны) . Для 
однозонного металла число электронов в 1 -й зоне совпадает с полным 
числом электронов и не меняется при включении магнитного поля .  

Направим магнитное поле вдоль оси z .  При этом разрешённы
ми значениями энергии Е1_ для движения электронов в плоскости, 
перпендикулярной магнитному полю,  становятся дискретные уровни 
hwc (n + 1 /2) . Эти уровни энергии определяют дискретные разрешён
ные орбиты электронов в плоскостях Pz = const р-пространства. Для 
того чтобы найти радиус Рп орбиты , запишем классическое выражение 
для Е1_ в виде 2 2 2 

вкл _ Рх + Ру _ Рп l_ - 2тТ - 2m* (6. 1 8 . 1 8) 

и сопоставим его по принципу соответствия с квантовым выражением 
Е? = hwc (n + 1 /2) . Получим 

где n = О, 1 ,  2, . . .  
Рп = )2mi1Wc (n + 1 /2) , (6. 1 8 . 1 9) 

Все состояния ,  которые при В = О были расположены в плоскости 
Pz = const между орбитами с радиусами Рп (n = О , 1 ,  2, . . .  ) , при вклю
чении магнитного поля оказываются запрещёнными,  т. е. все состояния 
в плоскости Pz = const стягиваются на разрешённые квантованные 
орбиты (рис. 6 . 1 8 .5 ,  6) . Эти орбиты разделяют всю плоскость (рх . Ру )  на 
концентрические <<ПОЯСКИ>> ,  расположенные между соседними окруж-
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ностями  с радиусами Рп и Рп+ 1 • Легко заметить, что площади .6. S 
всех таких <<ПОЯСКОВ>> , равные n(Pn+ I - Рп )2, совпадают между собой 
и равны величине 2nm*hwc . Площадь круга внутри центральной орби
ты с радиусом р0 вдвое меньше этой величины :  np6 = nm*hwc . 

Проведём из начала координат на плоскости (Рх ,  Ру ) вспомогатель
ные окружности с радиусами р� = J2m* hwc (n + 1 ) , где n = О, 1 ,  2 ,  . . .  
На рис. 6 . 1 8 .5 ,  в квантован ные орбиты показаны в виде сплошных 
окружностей ,  а вспомогательные окружности - в виде пунктирных. 
Вспомогательная окружность с радиусом р� = y'2m*hwc расположена 
между орбитами с радиусами р0 и PI так, что она делит площадь 
<<пояска>> .6.S на две равные части nhmwc . Аналогично вспомогатель
ная окружность с радиусом р� расположена между орбитами с ра
диусами Рп и Pn+ I и также делит на две равные части площадь 
соответствующего <<пояска>> .  С помощью проведённого построения стя
гивание разрешённых состояний в плоскости (Рх , Ру ) на квантовые 
орбиты (6. 1 8 . 10 ) ,  возникающее при включении магнитного поля ,  мож
но сопоставить со стя гиванием уровней квазинепрерывного спектра 
в полосе шириной hwc в дискретные энергетические уровни EJ. (n) ,  
проведённым на рис . 6 . 1 8 . 1 .  

По существу, рис. 6. 1 8 . 1  и 6. 1 8 .5 ,  в являются различными иллю
страциями одного и того же физического явления : при включении 
магнитного поля В все состояния, которые ранее были расположе
ны между вспомогательными окружностями  с радиусами р� и p;,+ I , 
стягиваются на орбиту с радиусом Рп · При этом на орбиту с ради
усом ро стягиваются все состояния, расположенные между орбитой 
и окружностью с радиусом р� , а также состояния ,  расположенные 
внутри центрального круга с радиусом р� . Таким образом, на каждой 
разрешённой орбите оказывается одно и то же число электронных со
стояний NL , которое с учётом двукратного вырождения по спину равно 
отношению· удвоенной площади между соседними вспомогательными 
окружностями  2 (2nm*hwc ) к элементарной площадке (2nh)2 / (LxLy) 

(6. 1 8 .20) 

Это число, очевидно, совпадает со степенью вырождения уровня 
Ландау (6. 1 8 .6) .  Отсюда можно заключить , что разрешённые орбиты 
на плоскости (рх . Ру ) вырождены в той же степени, как и дискретные 
уровни энергии EJ. движения электрона в плоскости, перпендикуляр
ной магнитному полю .  

Поскольку радиус кваитованной орбиты Рп (6 . 1 8 . 1 9) не зависит 
от Pz , орбиты электронов во всех плоскостях Pz = const полностью 
совпадают между собой . Это означает, что разрешённые при В = О  
состояния в пространстве импульсов в магнитном поле стягиваются на 
поверхности коаксиальных круговых цилиндров, параллельных оси Pz . 
которые получили название цилиндров Ландау (рис. 6 . 1 8.6) . Общее 
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число состояний ,  заполненных электронами на каждом цилиндре, за-
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Рис. 6. 1 8 .6 .  Образование цилиндров Ландау при квантовании энергетического 

спектра в магнитном поле 

висит от его длины в пределах сферы Ферми .  С ростом радиуса Рп 

цилиндра его длина убывает. Количество цилиндров внутри сферы 
Ферми убывает с ростом магнитного поля. 

На рис. 6 . 1 8 .6 внизу приведён график зависимости энергии состо
яний на каждом цилиндре от радиуса цилиндра. Эти энергии пред
ставляют собой дискретный ряд tu»c (n + 1 /2 ) .  Справа показана также 
зависимость предельной энергии Ешах состояний на каждом цилиндре, 
отсчитанной от значения энергии при Pz = О, от Pz . Как уже говори-
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лось, степень вырождения состояний на цилиндре Ландау совпадает 
со степенью вырождения квантованных орбит. 

Как следует из (6. 1 8 .20), число электронов на цилиндре Ландау 
с номером n обращается в нуль при Рп = PF = v EF2m* , т. е. при 
rи»c (n + 1 /2) = EF. в этот момент длина цилиндра в пределах сферы 
Ферми становится равной нулю.  Выход цилиндра за пределы сферы 
Ферми сопровождается освобождением его от электронов , которые 
ранее находились на нём. Эти электроны перераспределяются на ци
линдры меньшего радиуса, расположенные внутри сферы Ферми. 

По мере того как всё большее число цилиндров освобождается от 
электронов, растёт степень вырождения цилиндров, оставшихся внутри 
сферы Ферми . При некотором значении магнитного поля все электроны 
будут сконденсированы на последнем цилиндре с номером n = О. 

Остановимся теперь на том, как меняется распределение электрон
ных состояний в р-пространстве при квантовании э нергии в магнитном 
поле в случае произвольнога закона дисперсии .  В квазиклассическом 
приближении,  при произвольнам законе дисперсии, циклотронная ча
стота движения электрона в плоскости , перпендикулярной магнит
ному полю Wc = j e jB/mc .  где те - циклотронная масса частицы 
(см. (6. 1 7.25) ) .  Расстояние между эквидистантными энергетическими 
уровнями 

откуда 

hJe JB дЕ = h jwc 1 = _!__ 1 дS 1 , 
27Г дЕ 

1 �� 1 i5E = дS = 21Гjе j1Ш. 

Интегрируя, находим 

Sn = 21Г je jhB (n + ')') , 

(6. 1 8 .2 1 )  

(6. 1 8 .22) 

(6. 1 8 .23) 
где 'У - неизвестная априори фазовая добавка, равная для квад
ратичного закона дисперсии 1 /2 .  Выражение (6. 1 8 .23) означает, что 
при фиксированном магнитном поле для любого сечения поверхности 
Ферми плоскостью Pz = const разрешёнными являются только орбиты 
с дискретным  значением площади S" , зависящим от квантового номе
ра n. 

Электронные состояния ,  расnоложенные равномерно в плоскости 
Pz = const внутри nоверхности Ферми, nри включении магнитного 
поля стягиваются на разрешённые квантовые орбиты, nлощади которых 
оnределяются выражением (6 . 1 8 .23) .  Поскольку Sn не зависит от вели
чины Pz · электронные состояния в объёме, ограниченном поверхностью 
Ферми, конденсируются на трубки ,  площади сечения которых всеми 
плоскостями  Pz = const постоянны и равны Sn (рис. 6 . 1 8 .  7 ) .  

Степень вырождения каждой трубки nропорциональна hwc . Эти 
трубки в случае сферической поверхности Ферми переходят в рассмот
ренные выше круговые цилиндры Ландау. При изотропном квадратич-
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ном законе дисперсии Е =  р2 /(2m*) квантованная площадь орбиты Sn 
равна 1Гр;, . В этом случае общее выражение для квантования площа
дей (6 . 1 8 .23) даёт полученное выше соотношение (6. 1 8. 1 9) ,  определя 
ющее радиус Рп квантаванной орбиты. 

Форма цилиндрических трубок с номером n при произвольнам 
законе дисперсии определяется формой сечений изоэнергетических по
верхностей плоскостью Pz = const . При увеличении магнитного поля 
площади разрешённых орбит и расстояния между ними увеличивают
ся . Вследствие этого трубки Ландау начинают последовательно осво
бождаться от электронов и выходить за пределы поверхности Ферми .  
Такая картина аналогична движе-
нию совокуrшости круговых цилин
дров Ландау в случае изотропного 
квадратичного закона дисперсии. 

Для того чтобы от картины ,  
изображённой н а  рис. 6 . 1 8 .7 ,  перей
ти в координатное пространство , на
до, как указывалось выше, повер
нуть систему трубок вокруг оси 
Pz 1 1  В на 1r /2 и изменить масштаб 
в 1 /  ( le iB) раз. При этом площади 
орбит sp в пространстве импульсов 
изменятся в 1 /  ( l e iB) раз. 

Таким образом, в координат
ном пространстве изменение площа
ди орбиты при переходе от уровня n 

к n + 1 равно 21Гf�/( l e iB) .  Магнит
ный поток, проходящий через коль
цевой контур, заключённый между 
двумя соседними орбитами ,  оказыва
ется равным 

Рис. 6 . 1 8 .7. Трубки Ландау при 
квантовании в магнитном поле 

f�c � = Фо(СГС) . (6. 1 8 .24) 

Величина Ф0 = 4 , 1 4  · 1 0-7 Гс · см2 (СГС) = 4 , 1 4 . 1 0- 1 5  (Вб) называ
ется квантом магнитного потока. 

Заметим ,  что величина магнитного потока, проходящего через ор
биту, соответствующую значению n = О, т. е . орбиту минимально воз
можного при данном В радиуса то , при 'У = 1 /2 составляет (см. фор
мулы (6 . 1 7. 1 1 ) и (6. 1 8 . 1 9) )  

2 Вр6 1ril f� Фо 1rт0В = 1Г-- = - = - = -(еВ)2 \ е \ 2 \ е \ 2 · (6. 1 8.25) 

Эта величина , в два раза меньшая Ф0, равна кванту магнитного 
потока в сверхпроводниках (см. гл . 7 ) .  
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6. 1 8.5. Плотность электронных состояний в магнитном поле. 

Вернёмся вновь к представлению энергетического спектра невзаимо
действующих электронов в магнитном поле в виде совокупности пара
бол , сдвинутых одна относительно другой по энергии на величину fи»с . 
На каждой параболе состояния с различными значениями Pz распо
ложены вдоль оси Pz на расстояниях 2nh друг от друга (рис. 6 . 1 8 .8) .  
Точки на парабалах при Е < EF условно изображают занятые состо
яния .  

Парабола с номером n пересекает уровень <Рерми при некотором 
значении Рzп . Чем больше номер параболы n, тем меньшее значе-

ние Рzп соответствует энергии, 
равной EF . Кратность вырожде
ния всех разрешённых состояний 
на каждой параболе совпадает с 
кратностью вырождения уровней 
Ландау и равна LxLy [e [Bj(nh) . 
Длина цилиндра с номером n в 

::z�;z:z��z$:�l!;.z;;tjzZ2 
Е1 + dE пределах сферы <Рерми совпада-
В' ет с размером соответствующей 

А' 
о 

2 А 

Рzп Pz 

Рис. 6. 1 8 .8 .  Энергетический спектр в 
1rнитном поле. Точки на парабалах 
.ловно изображают занятые состоя-

ни я 

параболы по оси Pz между двумя 
симметричными точками пересе
чения с уровнем <Рерми (напри
мер, между точками А и А' на 
рис. 6 . 1 8 .8) .  Следовательно, пол
ное число состояний на п-й па
раболе, находящейся ниже уров
ня <Рерми ,  совпадает с полным 
числом состояний Nn на п-м ци
линдре в пределах сферы <Рерми. 

Это число состояний уменьшается по мере того, как с ростом маг
нитного поля парабола поднимается вверх, а её часть, заполненная 
электронами, укорачивается . 

Энергия электрона на каждой параболе (при фиксированном зна
чении квантового номера п) зависит только от одной компоненты 
импульса р подобно тому, как это имеет место в одномерной элек
тронной системе. В связи с этим для описания плотности электронных 
состояний на параболе можно воспользоваться выражением (6 . 1 4 .20) . 
При этом необходимо учесть, что энергия электронов на параболе 
отсчитывается не от Е =  О, а от величины Е =  hwc (n + l /2 ) ,  которая 
соответствует низшему состоянию с Pz = О (т. е .  дну параболы) .  Это 
значит, что в качестве аргумента в формуле (6. 1 4 .20) следует рассмат
ривать разность Е - hwc ( n + 1 /2) . Кроме того, необходимо учесть, что 
в магнитном поле каждое состояние по Pz имеет кратность вырожде
ния LxLv fe [Bj(nfL) . 

Принимая во внимание сделанные замечания, формулу для плотно
сти vп (Е) состояний на п-й параболе Ландау для кристалла единичных 
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размеров (Lx = Ly = Lz = 1 )  можно записать в виде 

l e iB Гт 1 / ( 1 ) vп (Е) = 1Гh vf21rn V 
Е - ru..vc n + 2 . (6. 1 8 .26) 

Очевидно, чтобы получить полную плотность состояний vв (Е) 
электронной системы в магнитном поле для данного значения энер
гии Е, достаточно просуммировать выражения для vп(Е) по всем пара
болам, для которых аргумент Е - r�wc ( n + 1 /2) является положитель 
ной величиной. Например, для значения энергии Е = Е' (рис. 6 . 1 8 .8) 
вклад в полное число состояний в интервале энергий от Е' до dE 
вносят состояния из этого интервала ,  расположенные только на двух 
парабалах с n = О и n = 1 .  Поэтому для получения полной плотно
сти состояний vв (Е') надо сложить только v0 (E) и v1 (Е) . Полная 
плотность состояний vв (Е) в магнитном поле у электронной системы 
с квадратичным изотропным законом дисперсии без учёта спинового 
расщепления уровней Ландау может быть записана в виде 

3/2 ;, nв [ 1 -1/2  
vв (Е) = Jz 2Lw; L Е - flWc (п + 2) ] 

2 1Г  lL n=O 
(6. 1 8 .27) 

Максимальное число nE парабол для уровня энергии , которое опре
деляет верхнее значение индекса суммирования в (6. 1 8 .27) , находится 
из двойного неравенства 

Е - nwc/2 nE + 1 > � > nE . 
I.Wc 

(6. 1 8 .28) 

Плотность состояний v11 (E) на п-й параболе имеет бесконечную 
особенность при Pz = О или, иначе, при Е = flwc (n + 1 /2) .  Функции 
vn (E) для n = О, 1 ,  2 ,  . . .  показаны на рис . 6 . 1 8 .9 ,  а. Полная плотность 
состояний vв (Е) показана на рис. 6 . 1 8 .9, 6. На этом же рисунке пунк-

1 
О -nw 2 . с 

а 

vв (Е) 

EF Е 

б 

Рис. 6. 1 8 .9 .  а) Плотность состояний на уровнях Ландау; 6) полная плотность 
состояний трёхмерного металла в квантующем магнитном поле 
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тиром изображена зависимость зонной плотности состояний viii (E) от 
энергии при В = О. При уменьшении магнитного поля В плотность 
парабол Ландау увеличивается . Очевидно, в пределе при В ---+ О мы 
должны от дискретных парабол Ландау вновь перейти к квазинепре
рывному спектру трёхмерной системы Е =  E(px . Py . Pz ) .  Плотность 
состояний такой системы описывается формулой (6 . 1 4 . 1 1  ) .  

6. 1 8.6. Энергетический спектр электронов в квантующем маг

нитном поле с учётом ферми-жидкостного взаимодействия. Будем 
основываться на постулате о неизменности классификации электрон
ных состояний в полученном квантованном спектре для невзаимодей
ствующих электронов при включении взаимодействия. Из этого посту
лата следует, что хотя электроны ,  расположенные внутри простран
ства , ограниченного изоэнергетической поверхностью , теперь нельзя 
рассматривать как квазичастицы, функция спектральной плотности 
состояний ,  изображённая на рис. 6 . 1 8 .9 ,  6, не изменяется при учёте 
взаимодействия во всём интервале энергии от нуля  до энергии Ферми. 

Соответственно сохраняются полученные значения энергии, опре
деляющие величины смещения границ зон в квантующем магнитном 
поле (см . рис. 6 . 1 8 .4) . 

Сдвиг дна зоны проводимости 

д.Е = п��� _ п�:� = 
n i�IB (�с _ �J . (6. 1 8 .29) 

Сдвиг потолка зоны (см. рис. 6 . 1 8 .3) 

д.Е = _ ( n!e !B _ n ! e !B) = _ n!e !B (_!_ _ _ 1 ) . 
2mc 2rn3 2 mc ms 

(6. 1 8 .30) 

Однако, все процессы, связанные с переносом заряда и энергии, 
осуществляются так же, как в ферми-жидкостной модели при В = О, 
элементарными возбуждениями типа фермиевекие электроны, <<части
ЦЫ•> с зарядом -е и <<античастицы•> с зарядом +е, расположенными 
вблизи торцов электронных трубок (рис . 6 . 1 8 .6 ,  6 . 1 8 .7 ) .  Если трубки 
расположены достаточно близко друг к другу, на расстоянии по энер
гии, меньшем энергии Еч и Еа , то при возбуждении электроны могут 
переходить как из заполненных состояний на свободные состояния 
с изменением импульса Pz (т . е .  оставаясь на той же трубке) , так и на 
свободные состояния на соседних трубках. 

В сильных полях, когда расстояния между трубками становятся 
меньше энергии элементарных возбуждений , сохраняются только пе
реходы с сохранением квантового числа п,  т. е .  в пределах отдельных 
трубок. Переходы между трубками ,  с изменением квантовых чисел n 
становятся запрещёнными .  

Таким образом, принципиальным отличием элементарных возбуж
дений ферми-жидкости в сильном квантующем магнитном поле явля
ется их квазиодномерный характер и связанный с этим качественно 
отличный вид функции спектральной плотности состояний .  
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При увеличении магнитного поля расстояния между уровнями Лан
дау увеличиваются, в результате чего плотность состояний на уровне 
Ферми периодически изменяется . Периодическое изменение плотности 
магнитного поля приводит к осцилляционным зависимостям в маг
нитном поле всех кинетических и термодинамических характеристик 
маталлов: электропроводности (эффект Шубникова-де Гааза) , теп
лопроводности , термо ЭДС, электронной теплоёмкости, энтропии ,  объ
ёма, магнитной восприимчивости (эффект де Гааза-ван Альфена) 
и др. То же происходит при увеличении фермиевекой энергии при 
фиксированном магнитном nоле. В нулевом магнитном поле у ме
талла плотность состояний увеличивается монотонно при увеличении 
энергии .  



Г л а в а  7 

КВАЗИЧАСТИЦЫ В СВЕРХПРОВОДНИКАХ 

В нормальных металлах основному состоянию коллективизирован
ных электронов соответствует их распределение в импульсном про
странстве, ограниченное поверхностью Ферми :  все состояния с энерги
ей Е, меньшей или равной энергии Ферми EF , заполнены электронами, 
состояния с Е > EF - свободны .  Энергетический спектр квазичастиц 
типа <<Частица•> и <<античастица•> вблизи поверхности Ферми изображён 
на рис. 6 .3 .2 .  

Чтобы построить спектр элементарных возбуждений в сверхпровод
никах, надо, прежде всего, найти распределение электронов в основном 
сверхпроводящем состоянии при Т = О. Для этого необходимо сначала 
рассмотреть природу сверхпроводимости и основные изменения энер
гетического спектра электронов в металлах при переходе в сверхпрово
дящее состояние. При этом будем рассматривать реальные (фермиев
ские) электроны в металле и ,  для простоты, сферическую поверхность 
Ферми. 

§ 7 . 1 . Куперовские пары 

Как известно, сверхпроводимость в классических сверхпроводниках 
обусловлена взаимодействием коллективизированных электронов с по
ложительно заряженными ионами кристаллической решётки металлов . 
Наиболее наглядной моделью, поясняющей природу сверхпроводимо
сти, является модель, предложенная В. Вайскопфом . 

7 . 1 . 1 .  Модель поляризационного электрон-электронного при

тяжения. Рассмотрим простую кубическую решётку с периодом а, 
образованную положительно заряженными одновалентными ионами 
с массой М и электрон ,  который с фермиевекой скоростью движется 
в решётке. Пусть , для наглядности , он движется со скоростью VF 
вдоль какой-либо оси симметрии между ионами ,  как это показано на 
рис. 7. 1 . 1 ,  и температура Т = О . Когда электрон пролетает между бли
жайшими к нему ионами, последние получают импульс в направлении, 
перпендикулярном скорости электрона, 

(7. 1 . 1 )  
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где 6.t = аjщ - время ,  в течение которого электрон пролетает рас
стояние а. Под действием этого импульса ионы смещаются по на
правлению к оси, как показано на рис. 7. 1 . 1 .  При этом кинетическая 
энергия rv/::.p2 J (2М) , которую ион 
приобретает за время взаимодействия, 
переходит в потенциальную, которую 
можно оценить, рассматривая каждый 
ион как осциллятор, колеблющийся 
с собственной частотой 

(7. 1 .2 )  

f3I - коэффициент упругости решётки 
(см .  § 5 .5) .  

-е 

Рис. 7. 1 . 1 .  Простая модель объ
яснения возникновения сверх
проводимости при движении ча
стицы с зарядом -е в решётке 
положительно заряженных ионов 

Потенциальная энергия, соответствующая смещению иона на Ьа, 
равна fЗ1 ( 6а)2 j2. Приравнивая значения кинетической и потенциальной 
энергии: 

находим величину максимального смещения иона из положения равно-
весия: 

(7. 1 .3) 

В результате смещения ионов возникает область избыточного поло
жительного заряда . За время Т/ 4, в течении которого ион сместится 
на ба, электрон удаляется на рас
стояние l � TvF/4 = 11"VF/(2wD) � 
� 1 0-7 м .  Таким образом, за движу
щимся электроном следует область 
избыточного положительного заря
да размера 21 » а, который созда
ёт отрицательный (притягивающий )  
потенциал для другого электрона 
(рис .  7. 1 .2 , а) .  

При смещении иона на ба зна
чение его среднего потенциала и = 
= -е2 Ja изменяется на величину 

-е VF VF - е  + + + + - - + + + +  
'---у------' 

2l а 
VF -е -е VF - + + + + + + + + -

'-----у--------
� 
б 

Рис. 7. 1 .2 .  Схема взаимодействия 
двух движущихся навстречу друг 

другу электронов, � = 21 

= 
a3vF v7З:IVf

. (7. 1 .4) 

Величина би определяет глубину потенциальной ямы длины 2l 
(2l - так как ионы в области поляризации смещены симметрично 
вправо и влево относительно её центра ) ,  образующейся в области 
избыточного положительного заряда . Когда в эту яму попадает другой 
электрон, то его потенциальная энергия понижается и между парой 
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электронов возникают силы притяжения. Иначе говоря , если между 
двумя электронами  с зарядом -е имеется область избыточного поло
жительного заряда , то оба электрона притягиваются к этой области , 
что эквивалентно их взаимному притяжению. 

Очевидно, что энергия взаимодействия двух электронов, как функ
ция угла {) между их импульсами ,  имеет резкий максимум при {) = п, 
когда частицы движутся навстречу друг другу. Притяжение возни
кает только тогда, когда электроны начинают разлетаться в разные 
стороны (рис. 7. 1 .2 ,  6) . Поскольку длина потенциальной ямы во м ного 
раз превышает её диаметр, энергия взаимодействия двух электронов 
при {) i= 1r пренебрежимо мала. Следует также исключить случай ,  
когда электроны движутся друг за другом в одном направлении, т .  е .  
их импульсы параллельны .  При рассмотрении двухчастичной задачи 
следует различать движение центра масс и движение электронов друг 
относительно друга. Когда импульсы двух электронов равны и ори
ентированы антипараллельно, импульс центра масс равен нулю и ,  
следовательно, равна нулю кинетическая энергия, связанная с движе
нием центра масс пары электронов . Во втором случае, импульс центра 
масс равен 2pF и кинетическая энергия движения центра масс столь 
велика по сравнению с глубиной ямы ди, что на движение электронов 
взаимное притяжение практически не влияет, и связанное состояние 
не образуется .  

Обратим внимание н а  то, что величина поляризации решётки 
зависит от размеров области пространствеиной локализации заряда 
электрона. Из соотношения неопределённости !::lx!::lp ,...., h следует, что 
размер этой области !::lx rv h!::lp. Для электронов с фермневским им
пульсом PF '"" пhja, /::lx "'  аjп. Для меньших импульсов величина /::lx 
увеличивается и может стать больше а. Легко представить, рассматри
вая <<размазанный>> в пространстве заряд электрона в области !::l х » а, 
что в этом случае он практически не будет поляризовать решётку. 

Для того , чтобы один электрон в полной мере испытывал воздей
ствие потенциала, создаваемого другим электроном ,  частицы долж
ны иметь не только противоположно ориентированные импульсы, но 
и находиться внутри одной потенциальной поляризационной ямы,  т. е .  
двигаться по одной прямой . Для этого относительный угловой момент 
у пары частиц должен быть равен нулю, и ,  соответственно, должно 
равняться нулю квантовое число L их углового момента. Таким обра
зом , п ара взаимодействующих электронов должна находиться в в-со
стоянии , а, следовательно, электроны в паре имеют антипараллельную 
ориентацию спинов. 

Рассмотренное взаимодействие имеет одномерный характер . Из 
квантовой механики известно, что в одномерном (а также в двумерном) 
случае в потенциальной яме всегда образуется связанное состояние 
(в трёхмерном случае для образования связанного состояния потен
циальная яма должна быть достаточно глубокой) .  п'оэтому взаимо
действие электрон-ионы (или как его принято называть электрон-
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фононное взаимодействие) всегда приводит к образованию связанного 
состояния пары электронов, получившего название куперавекой пары. 

Куперавекие пары образуются реальными фермневскими электро
нами с равными по величине и противоположно направленными им
пульсами и противоположными спинами (р j ,  -р 1) .  Поскольку спин 
у каждой пары равен нулю, пары являются базе-частицами ,  которые 
могут конденсироваться в одно энергетическое состояние, образуя ба
зе-конденсат. Энергия связанного состояния частиц в паре определя
ется глубиной потенциальной ямы ,  т. е .  степенью поляризуемости да 
решётки и обозначается 2Ь.0 .  Подставляя в формулу (7. 1 .4) значения 
постоянной решётки а �  0,3 нм, фермиевекой скорости Vf � 1010 м/с, 
М �  1 00 масс протона, hwo � kвТо � 1 0-2 1  Дж, находим, что дu�ttw0 . 
Таким образом , глубина потенциальной ямы ,  определяющая энергию 
связи пары электронов, порядка энергии дебаенеких фононов . 

Выше не учитывалось отталкивание электронов, которое в рассмат
риваемой задаче является практически неэкранированным .  Неэкрани
рованное кулонавекое отталкивание может не только сильно умень
шить энергию связи в куперавекой паре, но и сделать её образование 
вообще невозможным.  Однако в реальных металлах, как будет пока
зано далее, кулоновским отталкиванием можно пренебречь, так что 
приведённые оценки оказываются полезными. 

При рассмотрении только двух электронов в решётке задача явля
ется практически одномерной . Нормированная волновая функция �Р(х) 
связанного состояния в этом случае при граничных условиях �Р(О) = 
= �P(2l) = О  имеет вид 

�Р( r) = {;z sin ( t r) = {;z sin ( N r) . (7. 1 .5)  

Пространствеиная протяжённость волновой функции пары опреде
ляет размер пары .  Эта величина называется длиной когерентности 
и обозначается буквой � - Для достаточно глубокой потенциальной ямы 
с нулевыми граничными условиями на волновую функцию её размер 21 
соответствует протяжённости волновой функции .  В этом приближении 
� = 2l = vF (27Г /wo )  (см. рис. 7. 1 .2, 6) . При уменьшении глубины потен
циальной ямы с двух сторон потенциальной ямы появляются области , 
в которых волновая функция экспоненциально затухает. Протяжён
ность этих областей тем больше, чем меньше разность между уровнем 
связанного состояния и глубиной ямы .  Поэтому длина когерентности, 
в общем случае, превышает размер потенциальной ямы .  

7 . 1 .2 .  Куперовскис пары в реальном металле. Посмотрим те
перь , как изменится ситуация, если рассматривать реальный металл . 
Металл электрически нейтрален . Это означает, что в каждом квази
микроскопическом объёме заряд электронов равен заряду ионов. Как 
скажется наличие большого количества электронов на рассмотренные 
выше взаимодействия? 
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Во-первых, может показаться, что в каждый момент времени каж
дый ион взаимодействует сразу с несколькими электронами, так что 
действующие на ион силы усредняются и никакого направленного 
смещения, приводящего к поляризации решётки не происходит. Однако 
это не так. 

Взаимодействие электронов с решёткой имеет виртуальный  харак
тер. Оно совершается за очень короткое время !::lt '"" 1 0- 1 3 с . При 
этом смещение ионов ба не распространяется по решётке как звуковая 
волна, а является частью квантового состояния электронов в кристалле 
и приводит, в частности, к увеличению эффективной массы электронов. 
После взаимодействия ионы возвращаются в первоначальное состояние 
за время t '"" l /w0 . Поскольку t очень мало, неопределённость энергии 
при таком взаимодействии бЕ '"" njt оказывается сравнимой с энергией 
кванта колебаний ионов 1iw0 . Поэтому закон сохранения энергии при 
виртуальных процессах может не выполняться . Это означает, что изме
нение энергии дЕ электронов при взаимодействии  может существенно 
отличаться от энергии rv1iш0 , которую приобретает ион кристалличе
ской решётки .  

В действительности оказывается, что максимальному понижению 
потенциальной энергии электронов при взаимодействии с решёткой со
ответствует условие дЕ « 1iш0 . Отсюда следует, что взаимодействовать 
с решёткой могут только частицы, расположенные в непосредственной 
близости к поверхности Ферми ,  так как все состояния внутри по
верхности Ферми заполнены электронами, и свободные состояния, на 
которые могут перейти электроны после взаимодействия, отсутствуют. 
Число таких частиц приблизительно равно (дEjilwo)N, где N - общее 
число электронов. 

В результате, реально взаимодействовать с ионами может только 
очень небольтое число из общего количества электронов. Поэтому 
наличие других электронов не может существенно заэкранировать вза
имодействие частиц с ионами ,  хотя , конечно, приводит к ослаблению 
связи в куперовских парах . 

В каждый момент времени в металле существует сложная трёх
мерная система пересекающихся потенциальных ям ,  создаваемых элек
тронами, движущимиен с фермневскими скоростями в различных на
правлениях. Время жизни каждой поляризованной области '"" l j ш0 , 
так что эта картина непрерывно изменяется. Одиночные фермиевекие 
электроны при своём движении в металле не «замечают•> областей 
поляризации, так как глубина потенциальных ям много меньше их 
кинетической энергии .  

В отличие от них пары электронов с импульсом р = О и кинети
ческой энергией движения центра масс, также равной нулю, образуют 
в ямах связанные состояния .  При увеличении концентрации фермн
евских электронов взаимная экранировка поляризованных треков уси
ливается и глубина потенциальных ям уменьшается . Поэтому, если 
характеризовать величину электрон-фонониого взаимодействия некото-
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рой постоянной, то её величина должна уменьшаться при увеличении 
плотности состояний квазичастиц на поверхности Ферми в результате 
усиления экранировки. Другое дело, что увеличение плотности состо
яний приводит к увеличению  числа актов электрон-фонанного взаимо
действия в единицу времени и тем самым к увеличению общей отри
цательной потенциальной энергии взаимодействующих электронов . 

Во-вторых, при рассмотрении процесса образования пар из газа 
квазичастиц, следует учитывать , что пары образуются не любыми 
электронами, а только парами  электронов с равными и противоположно 
ориентированными импульсами и антипараллельными спинами, распо
ложенными в узком слое вблизи поверхности Ферми. То есть электрон
ные состояния на поверхности Ферми должны быть коррелированы 
и их взаимодействие в пространстве импульсов имеет двумерный ха
рактер. 

В-третьих, большая плотность электронов приводит к сильной 
экранировке кулонавекого отталкивание электронов в куперовских па
рах. В результате электростатическое отталкивания взаимодействую
щих электронов практически не сказывается на энергии связи. Оттал
кивание пары электронов эффективно только на расстояниях, меньших 
дебаевекого радиуса экранирования .  Так как у металлов дебаенекий ра
диус порядка межатомного расстояния , а протяжённость отрицательно
го потенциала -дu во много раз превышает параметр решётки а ,  экра
нированное электростатическое отталкивание пары электронов лишь 
незначительно уменьшает энергию связи пары электронов. 

В-четвёртых, волновая функция куперавекой пары cp(r) ,  где r -
расстояние между электронами, представляет теперь линейную ком
бинацию волновых функций cp(r) пар взаимодействующих электронов, 
имеющих относительный импульс р "' 2рр и полный импульс р = 0: 

cp(r) = � a(p')ff sin p;tr ' 
р 

(7. 1 .6) 

где суммирование ведётся по всем возможным значениям р' , располо
женным в слое толщиной др rv fu.v0j(vp1Г) вблизи поверхности Ферми ,  
а коэффициенты Ja(p') J 2 определяют вероятность нахождения системы 
электронов в состоянии с волновой функцией Jl7l sin (p'r/f< ) .  Под
ставляя (7. 1 .6) в уравнение Шрёдингера 

(:� + v) �J = EФ, (7. 1 . 7) 

где 11 = m/2 - приведённая масса пары , а V = ди - глубина потенци
альной ямы, находим ,  что энергия связи пары 

2до � 2fLwo ехр [- ( 27Г е�; а ) ] , (7. 1 .8) 

т. е .  существенно меньше, чем fLwo , так как EF � е2 /а. 
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§ 7 .2 .  Электрон-фононное взаимодействие. 
Теория сверхпроводимости 

Бардина-Купера-Шриффера 

Поляризацию решётки фермневским электронам можно рассматри
вать как возбуждение электроном виртуального фонона с волновым 
вектором 2п/(2l) (2l - длина области поляризации) .  

Характер смещения ионов в области поляризации аналогичен сме
щению  атомов при возбуждении оптических колебаний и поэтому, 
независимо от длины области поляризации 2/, определяющей длину 
волны ""4l возбуждаемого фонона, ему соответствует частота "-'wo . 

Поляризованное состояние в заданной области пространства живёт 
в течение времени "-'1Г jш0 . Это время можно рассматривать как вре
мя жизни виртуального фонона . Ему соответствует неопределённость 
энергии электрона �Е "" nш0 и неопределённость импульса электрона 
�р ""  nш0j(vFп) , хотя реальное изменение энергии электронов , опре
деляемое глубиной поляризационной ямы ,  оказывается существенно 
меньше в результате экранировки. 

В теории сверхпроводимости Бардина-Купера-Шриффера 
(БКШ) процесс взаимодействия рассматривается как возбуждение 
электроном 

Рис. 7.2. 1 .  Взаимодействие 
двух электронов с началь-

с импульсом P I и энергией Ео виртуаль
ного фонона с энергией tLшo и импульсом 
q. При этом электрон переходит в состо
яние с импульсом р; и энергией Е0 - JE. 
Возбуждённый фона н за время "-'1Г / шо по
глощается другим электроном с импульсом 
-р2 и энергией Ео , который при этом пере
ходит в состояние с импульсом р; и энер
гией Е0 + бЕ (рис. 7.2 . 1 ) . В этом процессе 
закон сохранения энергии на промежуточ
ньiх стадиях не выполняется .  При условии 
JE < nш0 обмен фононом приводит к при
тяжению между электронами. 

Постулируется, что для всех импульсов 
в слое �пш0 вблизи поверхности Ферми 
при каждом акте рассеяния система приоб

ретает отрицательную потенциальную энергию -V. Эта энергия явля
ется аналогом -Ju в рассмотренной выше одномерной задаче. 

ными импульсами P I  и 
Р2 с виртуальным фононом 
с импульсом q и энерги-

ей nшv 

§ 7 .3 .  Основное состояние сверхпроводника 

При поляризации решётки энергия электрона изменяется. Поэто
му электрон-фонаиное взаимодействие возможно лишь при условии ,  
что состояния, в которые переходят электроны после взаимодействия ,  
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свободны . Для этого при Т = О под поверхностью Ферми должны 
быть свободные состояния ,  в которые могли бы переходить электроны, 
возбудив виртуальный фонон . Но это возможно только при условии ,  
что граница поверхности Ферми при Т = О, размоется в векоторой об
ласти значений энергии и импульсов вблизи энергии Ферми Е(р) = EF · 
Величина размытия определяется из условия , что происходящее при 
этом возрастание кинетической энергии квазичастиц компенсируется 
выигрышем в потенциальной энергии в результате поляризационного 
взаимодействия электронов с решёткой .  

Поскольку образование пар энергетически выгодно, то в основ
ном состоянии сверхпроводника при Т = О все состояния с равными 
и противоположными импульсами в области размытия поверхности 
Ферми попарно коррелированы :  они или заполнены квазичастицами ,  
или свободны .  Так как каждый акт взаимодействия квазичастиц с ре
шёткой осуществляется за время 1 /u.:D "' 1 0- 1 3  с (под актом электрон
фонанного взаимодействия подразумевается время , необходимое для 
поляризации решётки) , в процессе взаимодействия пары квазичастиц 
непрерывно переходят в области размытия распределения из одних 
состояний в другие. 

Распределение электронов в основном состоянии. Определим оп
тимальную величину размытия распределения электронов в основном 
состоянии .  Рассмотрим переходы пары электронов (обозначим их ис
ходное состояние как р 1 .  -р 1) в состояние р' 1 . -р' 1 или наобо
рот. Обозначим через '1/Jп волновую функцию состояния, в котором 
состояния (р 1 , -р 1) заполнены ,  а (р' 1 , -р' 1) - свободны, и через 
'1/Jm - волновую функцию состояния ,  в котором состояния (р' 1 , -р' 1 )  
заполнены, а состояния (р  1 . -р 1 )  - свободны . Очевидно, что обе 
волновые функции идентичны .  

Пусть v� - вероятность того, что состояние (р 1 ,  -р 1 )  заполнено, 
а и�, - вероятность того, что состояние (р' 1 , -р' 1 )  свободно. Будем 
искать общую волновую функцию попарно коррелированных квазича
стиц в виде линейной комбинации функций '1/Jrn : 

(7.3 . 1 )  
n 

Здесь а" - амплитуда состояния 1/Jп ,  а l a." 1 2 - вероятность обнаружить 
систему в состоянии с '1/J." . Оператор Гамилыона fi всей системы ква
зичастиц является суммой операторов кинетической и потенциальной 
энергий 

(7.3.2) 
Умножим уравнение Шрёдингера Н·ф = Е·ф на сопряжённую волно

вую функцию '1/J* и проинтегрируем по всему объёму. Получим среднее 
значение энергии системы 

(7.3 .3) 
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Подставим (7.3 . 1 )  в (7.3 .3) . Находим ,  что 

Е ер = Е��н + V';,p ' (7 .3 .4) 

il;,p = J ф* V фdv = J L а� ф� V L а;'" ф;'" dv = 
n m 

= L a�am J ф�Vфm dv = L a�amVn,rn ·  (7.3 .5) 
n,rn n,m 

Здесь Vn,m = J ф;, V Фm dv - матричный элемент перехода из состоя
ния Фm в Фп . определяющий изменение энергии при таком переходе . 
В теории БКШ V,,,m принимается равным - V в интервале энергий от 
Er - 'hwo до Er + 'hwo и равным нулю вне этого интервала. В модели 
Вайскопфа величине -V соответствует глубина потенциальной ямы 
-би (см .  (7. 1 .4 ) ) .  

Амплитуда состояния Фп . в котором (р r .  - р l) заполнено, а 
(р' r . -р' l )  - свободно, будет 

- [ 2 ( 1 2 )] 1 /2 _ an - vP - vp' - Vpup' ·  (7 .3 .6) 

Аналогично, амплитуда состояния Фm 

При 

о 

(7.3. 7 )  

введении элементарных возбуждений типа <<частица>> и 
<<античастица>> в электронной ферми-жидкости 
в нормальных металлах рассматривалось основ

PF 

ное состояние системы (при Т = О) и отсчёт 
энергии элементарных возбуждений проводился 
от энергии  Ферми .  Поэтому при записи энер
гии основного состояния электронной системы 

р в сверхпроводниках будем также отсчитывать 

Рис. 7.3 . 1 .  Зависи
мость от р вероят
ности заполнения со
стояния (pj, -pl) в 

кинетическую энергию электронов от энергии 
Ферми Е = р

2 / (2m) - p'f:/ (2m) . Тогда полная 
энергия электронов в сверхпроводнике в основ
ном состоянии (7.3 .4) , описываемом распределе
нием v� , (см. далее рис. 7.3 . 1 ) , с учётом выраже
ний (7.3 .5) ,  (7.3.6) и (7.3 . 7) равна 

сверхпроводнике 

Еср = Е��н + il;,p = L 2Epv; + V L a;1arn = L 2Epv; + V L Vp'UpVpUp' · 
р n,rn р p,pt 

(7 .3 .8) 
Первое слагаемое определяет полную кинетическую энергию пар 

электронов с равными и противоположно направленными импульсами, 
где Ер = р2 / (2m) - p'j:j(2m) есть энергия электрона с импульсом р,  
отсчитанная от уровня Ферми .  Второе слагаемое - средняя потенци-
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альная энергия взаимодействия электронов. Функция ·и� .  соответству
ющая минимуму энергии Е, находится из условия дЕ/диi, = О :  

(7.3 .9) 

При получении этого выражения учитывалось, что и� = 1 - v� . 
Отсюда получаем 

где 
до = v L Vp' "Up' . 

pl 

(7. 3 . 1 0) 

(7.3 . 1 1 )  

Структура этого выражения указывает на то, что .6.0 определяет 
среднюю энергию связи в куперавекой паре, так как первый множи
тель - это матричный элемент электрон-фонанного взаимодействия 
в единичном акте рассеяния, второй - вероятность (частота) таких 
актов. Подставляя ui, = 1 - vi, , находим 

(7.3 . 1 2) 

где ЕР = V Е� + .6.6 . Тогда 

(7.3 . 1 3) 

В выражении (7.3 . 1 3) взят знак минус, так как при Ер > EF 
и .6.0 _, О, и vi, должно обратиться в нуль . График зависимости vi, от р 
изображён на рис. 7.3 . 1 .  

Ширина области размытия по импульсу при линейной экстраполя
ции составляет .6.р "' 2дom/PF ·  Размытию по импульсу .6.р соответ
ствует раЗМЫТИе ПО энерГИИ .6.Е rv дррF jrn :::::; 2.6.о . 

Функция vi,(p) описывает распределение в пространстве импульсов 
попарно-коррелированных состояний электронов в основном состоянии 
сверхпроводника (при Т = 0), соответствующее минимальному значе
нию их общей кинетической и потенциальной энергии. 

Обратим внимание на величину Ер = JE� + .6.6 . При .6.0 = О  

Е = IE l = l.i_ - (PF)2 1 Р Р 2m 2m · (7. 3 . 1 4) 

Вне поверхности Ферми р > PF и Ер = Еч .  
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Для импульсов р < PF 

Ер = [Ер [ =  1:� - :: 1  = Еа . (7.3 . 1 5) 

Отсюда следует, что Ер при �о = О, т. е .  при отсутствии связанных пар, 
описывает энергию одночастичных возбуждений в электронной ферми
жидкости типа <<частица>> и <<античастица>> .  

В сверхпроводящем состоянии при �о  > О электроны вблизи по
верхности Ферми образуют связанные пары и теперь , чтобы создать 
одноэлектронное состояние над поверхностью Ферми,  надо не только 
увеличить кинетическую энергию электрона, но и затратить энергию 
на то, чтобы разорвать пару. Аналогично увеличивается энергия на 
создание возбуждения типа <<античастица>> .  Поэтому можно предполо
жить, что ЕР описывает элементарные возбуждения в сверхпроводни
ках. Рассмотрим этот вопрос более подробно. 

§ 7 .4. Энергия связи куперовских пар 

Вычислим теперь величину �о (см. (7.3 . 1 1 ) ) .  Так как и� = 1 - v� , 
используя (7.3 . 1 3 ) ,  получаем 

�о = v:z= [� ( 1 - �Р ) � ( 1 + Er, ) ] 1 /2 = 
� L (Е� -;  €� ) 1 /2 

2 Ер 2 Ер 2 Е р р р 
(7.4. 1 )  

Если учесть, что Е� - Е� = �6. то 

�о = 
Vf:lo 

L 1 
2 

р v €�, + f:l� 
(7.4.2) 

Перейдём от суммирования по импульсу р к интегрированию по 
энергии в области энергий EF - iu..vo « Е « EF + ru..v0 ,  в которой V -=f 0: 

rLWD 
L 1 

= J N(E) dE. (7.4 .3) 
р V Е� + f:l6 -hwo V Е� +  f:l6 

Плотность состояний квазичастиц в интервале энергий 2iu.v0 можно 
считать постоянной и равной их плотности состояний !V(O) на уровне 
Ферми в нормальном состоянии .  Тогда 

Интегрируя, получаем 
1 ru.<Jo 

N(O)V = Arsh i:lo 

(7.4 .4) 

(7.4 .5) 
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п�: = sh (N(�)V) .  (7.4 .6) 

Считая, что N(O)V мало по сравнению с tLшo (приближение слабой 
связи) ,  окончательно находим 

Ь.о ;:::; 21iшо ехр ( N(�) IV I ) . (7.4. 7) 

При N(O) JV J  ;:::; 0,3 и 1iш0 ;:::; 200 К величина .6.0 ;:::; 8 К .  Произведение 
N (O) JV J  обычно обозначают через Л и называют константой элек
трон-фонанного взаимодействия . 

Матричный элемент взаимодействия V определяется величиной по
ляризуемости решётки ди (см. (7. 1 .4 ) ) .  Поляризуемость решё•·ки умень
шается при увеличении её жёсткости {31 , определяющей при данной 
величине М частоту ш0 (см. (7. 1 .2) ) ,  а также при увеличении плотно
сти состояний в результате усиления экранировки электрон-решёточ
ного взаимодействия. Поэтому параметр Л =  N(O)V слабо зависит от 
плотности состояний и уменьшается при увеличении шо . 

§ 7 .5 . Элементарные возбуждения в сверхпроводниках 

При расчёте термодинамических параметров сверхпроводников, так 
же как и у нормальных металлов, удобнее использовать модель 
<<частица>> - и <<античастица>> -подобных элементарных возбуждений . 

7.5 . 1 .  <<Частица>>- и <<античастица>> -подобные возбуждения. 
Как указывалось ранее спектр квазичастиц строится на базе основного 
состояния системы взаимодействующих частиц. У нормальных метал
лов в основном состоянии электронной ферми-жидкости все состояния 
внутри поверхности Ферми заполнены электронами, а вне - свободны .  
Возбуждённое состояние строится путём переноса электронов из 
заполненных на свободные состояния вблизи поверхности Ферми .  
Энергия отсчитывается от энергии Ферми .  При этом все квазичастицы 
с импульсом больше PF имеют заряд -е, а с импульсом меньше PF -
+е. Энергии <<Частицы>> Еч = р2 / (2m) - р� / (2m) и <<античастицы>> Е а = 
= p�/(2m) - р2 / (2m) положительны, так как при изъятии электрона из 
любого заполненного состояния с импульсом р < PF энергия системы 
электронов с импульсами р < PF увеличивается , ибо изымаемый 
электрон имел отрицательную энергию Е = р2 /(2m) - p�j(2m) 
(см. гл . 6) . 

У сверхпроводников ситуация усложняется . Распределение попар
но-коррелированных электронных состояний в пространстве импуль
сов, в основном состоянии, описывается функцией v� (p) , которая опре
деляет вероятность заполнения электронами состояний (р 1 , -р l) 
(см. рис. 7.3 . 1 ) .  Характерной особенностью этого распределения яв-
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ляется то, что при Т = О его граница размыта в интервале !J..p = 
= 2/J..om/PF · 

В результате, часть состояний выше р = PF (р > PF) заполнена 
электронами, а при р < PF часть состояний свободна. Поэтому воз
буждения типа <<Частица•> с зарядом -е могут теперь иметь импульс 
как больше, так и меньше PF .  То же относится и к Возбуждениям 
типа <<античастица•> с зарядом +е. Таким образом, если у нормальных 
металлов во всех состояниях с импульсами  р > PF могут находиться 
только <<Частицы•> с зарядом -е, а во всех состояниях с р < PF -
<<античастицы•> с зарядом +е ,  то в спектре сверхпроводников <<Части
ца•> -подобные и <<античастица•> -подобные возбуждения (не имеющие 
партнёров с противоположными импульсами) могут находиться во всей 
области размытия . При этом кинетическая энергия <<Частица•>-подоб
ного состояния с и мпульсом р, отсчитанная от уровня Ферми Еч = 
= p2/ (2m) - p�/ (2m) , положительна при р > PF и отрицательна при 
р < PF . Соответственно кинетическая энергия Е а = р� / (2m) - р2/ (2m) 
<<античастица•> -подобного состояния с импульсом р положительна при 
р < PF и отрицательна при р > PF · 

Другой особенностью распределения элементарных возбуждений 
в сверхпроводниках является то , что вероятность их обнаружения 
в состоянии с импульсом р зависит от величины импульса I P I ·  

Вероятность того, что в состоянии с импульсом р может появиться 
<<Частица•>-подобное возбуждение (-е) , пропорциональна вероятности 
того, что это состояние свободно, т. е. 1 - v�(p) = u�(p) . Вероятность 

+е -е 
же того, что в состоянии -р появит
ся <<античастица•> -подобное возбуждение 
(+е) , определяется вероятностью того, что 
до этого состояние (р i, -р 1) было за
полнено, т. е .  функцией v�(p) . 

Вероятности заполнения состояний с 
различными значениями импульсов р 

PF 
2m6.o 

PF - --
Р вблизи р = PF <<частица•> -подобными и 

Zm6.o <<а нтичастица� -подобными возбуждения-

PF 
РF - -- ми изображены на рис. 7.5 . 1 .  

PF 
Рис. 7.5. 1 .  

И, наконец, принципиально важным 
Вероятности отличием элементарных возбуждений в заполнения  ячеек с раз-

личными значениями им
пульсов р вблизи р = 
= PF <<Частица» -подобными 
(справа) и <<античастица•>
подобными (слева) Возбуж-

дениями 

сверхпроводниках от элементарных воз
буждений в нормальных металлах явля-
ется то , что их рождение сопровожда
ется изменением не только кинетиче
ской (как в нормальных металлах), но 
и потенциальной энергии электронной 
системы. Это связано с тем, что в основ

ном состоянии сверхпроводника все электронные состояния попарно
коррелированы ,  т.  е. все парные состояния (р i, -р l) или заполне
ны электронами или свободны. В основном состоянии одночастичных 
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возбуждений нет. Поэтому добавление <<лишнего электрона•> в одно 
из свободных парных состояний или изъятие электрона из одного из 
заполненных состояний приводит к тому, что эти парные состояния 
перестают участвовать в рассеянии .  В результате отрицательная по
тенциальная энергия, возникающая из-за электрон-фанонного взаимо
действия, уменьшается по модулю. 

Изменение энергии при добавлении (или изъятии) одного электрона 
определяется величиной вклада в общую энергию сверхпроводника 
одного парнаго состояния :  заполненного парой электронов или свобод
ного. Вычислим энергию wP, которую вносит пара (р Т ,  -р 1) в полную 
энергию сверхпроводника. Используя формулу (7 .3 .8) ,  получаем 

Wp = 2Epv; - 2JV JvPuP 2: Vp' 'Up' · 
pl 

(7.5 . 1 )  

Так как v� - вероятность заполнения состояния ( р  Т ,  -р 1 )  элек
тронами, первое слагаемое описывает кинетическую энергию электро
нов, второе слагаемое описывает вклад в отрицательную потенциаль
ную энергию системы квазичастиц в результате перехода (рассеяния) 
пары из состояния (р Т. -р 1) во все возможные состояния (р' Т . -р' 1) 
и наоборот: перехода любых пар (р' Т .  -р' 1 )  в состояние (рТ , -р 1 ) . 
Коэффициент 2 во втором слагаемом в выражении (7.5 . 1 )  учитывает то, 
что пара (р Т , -р 1) при суммировании по р и р' встречается дважды . 

Используем выражение (7.3 . 1 1 ) для 60, соотношения Ер = 
= JE� + 66 и v� = ( 1 - Ер/Ер)/2. Получаем , что пара электронов 
вносит в общую энергию сверхпроводника вклад 

w = 2Е � ( 1 - �) - 2 Р Р 2 Ер 
� ( 1 - Е� ) 60 = Ер - Е� - .6.6 = Ер - ЕР . 
4 Ер Ер Ер 

(7.5 .2) 
Заметим ,  что как и следовало ожидать, вклад в общую энергию, 
вносимый парой , отрицателен , так как J EP J  < JEP J  и wP < О. 

<< Частица>>-nодобные возбуждения. Предположим теперь, что в ос
новном состоянии ячейки (р Т, -р l ) свободны .  Добавим оДин электрон 
р Т с кинетической энергией Ер = р2 / (2m) - р� / (2m) . В норма.пьных 
металлах эта операция приводила к появлению в спектре элементарно
го возбуждения типа <<Частица•> с энергией Ер = р2 /(2m) - р� /(2m) > 
> О. В сверхпроводящем состоянии , как уже указывалось, при отсчёте 
энергии от энергии Ферми энергия частицы Еч при р > PF положитель
на , при р < PF - отрицательна. При добавлении электрона энергия 
системы Ео изменится на Ер и ,  кроме того, увеличится на JwP I •  так как 
теперь пара (р Т .  -р 1) не может участвовать в процессах рассеяния . 
Таким образом , энергия системы (7 .3 .8) с добавленным электроном 
будет 

(7.5.3) 
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Подставляя сюда выражение (7.5 .2) для wr ,  находим величину измене
ния энергии при добавлении одного электрона : 

(7.5 .4) 

Появление в одном из свободных состояний электрона с кинетиче-
ской энергией Ер увеличивает энергию основного состояния электрон
ной системы на 

(7 .5 .5) 

независимо от знака Ер . Таким образом , Ерч - это энергия <<Ча
стица>> -подобного элементарного возбуждения системы коррелирован
ных (попарно-связанных) состояний электронной системы сверхпровод
ника. 

«Античастица>>-подобньtе возбуждения. Рассмотрим теперь пару 
заполненных электронами состояний (р j, -р l ) .  Изымем электрон р j .  
При этом в распределении электронов возникнет незаполненное состо
яние. В нормальном металле в спектре появилась бы <<античастица>> 
с энергией Еа = p�/ (2m) - р2 / (2m) > О. В спектре сверхпроводника 
изменение кинетической энергии Ер будет положительно при р < PF 
и отрицательно при р > PF · В результате общая энергия сверхпровод
ника с изъятым электроном 

Е_ ! = Ео + Ер +  lwP I '  
откуда, подставляя (7.5 .2 ) ,  получаем 

Е- 1 - Ео = Ера · 

(7.5.6) 

(7.5. 7) 
Возникновение одного незаполненного париого состояния приводит 

к увеличению энергии системы на Ера = j Е� + �6 , где Ер = р� /2m -
- р2 /2m. Таким образом, в спектре сверхпроводника возможно суще
ствование двух типов элементарных возбуждений: <<Частица>>-подобно
го с энергией Ерч и <<античастица>> -подобного с энергией Ера · Энергия 
этих возбуждений , независимо от соотношения импульсов р и PF всегда 
положительна. 

Энергетический спектр возбуждениИ в сверхпроводнике. Мини
мальное значение энергии элементарных возбуждений при Ер = О  и Т =  
= О составляет �0 . Следовательно, квазинепрерывный спектр одно
частичных возбуждений (квазичастиц) у сверхпроводников отделён 
от энергии основного состояния сверхпроводника энергетической ще
лью �о. как показано на рис . 7.5 .2 ,  а .  

Заметим ,  что при  �о = V Е� - Е� = О, Ерч = Ерч и Ера = Ера • т. е . 
спектры элементарных возбуждений в нормальном и сверхпроводящем 
состояниях совпадают. Но энергия в нормальном состоянии отсчитыва
ется от уровня Ферми. Поэтому уровень энергии основного состояния 
попарно-коррелированной системы квазичастиц совпадает с уровнем 
Ферми металла в основном состоянии .  
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Из рис . 7.5 .2 ,  а видно, что для того, чтобы разорвать пару нужно 
две составляющие её квазичастицы перевести в низшее возможное 
состояние в квазинепрерыв
ном спектре элементарных 

' возбуждений ,  т . е. затратить 
энергию 26.о . Эта энергия 
и определяет энергию связи 
квазичастиц в паре. 

а 
о 

б 
Таким образом ,  в спек

тре сверхпроводника вбли
зи уровня Ферми возника-
ет энергетическая щель .  За- Рис. 7.5 .2 .  Возбуждённое состояние ква-

зичастиц отделено от основного состояния висимость ширины щели 6. в сверхпроводнике щелью 60 (а) . Зависи-
от температуры приведена масть 6(Т) (6) 
на рис . 7 .5 .2 , б. Её величина 
определяет критическую температуру Те перехода в сверхпроводящее 
состояние. В теории БКШ отношение 26.0/kвТе = 3,52. Величина 
сверхпроводящей щели ,  а ,  следовательно, и величина Те определяются 
величиной матричного элемента V и частотой рассеяния пар из запол
ненных состояний (pj, -pl) в свободные (p'j ,  -р'l) -состояния. 

При повышении температуры , когда энергия теплового движения 
электронов kвТ становится порядка 26.0 , пары начинают распадаться 
и образуются одночастичные элементарные возбуждения ,  заполняющие 
свободные состояния р' или -р'. Уменьшение числа парных свободных 
состояний ,  в которые возможно рассеяние, приводит к уменьшению 
частоты рассеяния и ,  соответственно, энергии связи 26. и ширины 
щели в спектре, которые теперь становятся функцией температуры . 
При повышении температуры щель уменьшается . Уменьшение щели 
увеличивает вероятность распада пар и роста числа элементарных воз
буждений, что ещё сильнее уменьшает энергию связи пар . В результате 
при увеличении температуры щель уменьшается с увеличивающейся 
скоростью и при Т =  Те захлопывается (см. рис. 7.5 .2 ,  6) . 

7.5 .2 .  Закон дисперсии <<частица>>- и <<античаститца>> -подоб
ных возбуждений в сверхпроводниках. Поскольку величина Ер 
входит в выражение для Ерч и Ера в квадрате, то при малых отклоне
ниях импульса от значения PF оба выражения для энергии <<частица•> 
подобных и <<античастица•> -подобных возбуждений совпадают 

Ерч = Ера � llo ( 1 + � :& 6.р2) = llo + � :0 (6.р)2 , (7. 5 . 8) 

где 6.р = р - PF может принимать положительные и отрицательные 
значения .  

При р = PF (6.р = О) энергии Ерч и Ера равны 6.0 . При увели
чении или уменьшении импульса квазичастиц относительно PF их 
энергии квадратично возрастают. При значениях 6.р » m6./pF , т. е. 
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в области энергий Е » 60 , величиной 6о в выражении Ер = yt:� + 66 
можно пренебречь и зависимости Ерч = Ерч = р2 / (2m) - PF/(2m) � 
� PF (р - PF) при р > PF для <<Частица>> -подобных возбуждений и Ера = 

m 
= Ера = p�/(2m) - p2/(2m) � PF (PF - р) при р < PF для <<античасти-

m ца>>-подобных возбуждений становятся линейными. 
При построении зависимостей Еч (р) и Е а (р) следует иметь в виду, 

что <<Частица>>-подобные возбуждения существуют только в области 
значений р > PF - m6o/PF , а <<античастица>> -подобные - при р < PF + 
+ m6o/PF , причём вероятности обнаружить эти возбуждения описы
ваются функциями v� и и� , соответственно. Законы дисперсии этих 
частиц представлены на рис. 7.5 .3 .  Толщина линий условно отражает 

а б 
Рис. 7.5 .3 .  Спектр элементарных возбуждений сверхпроводника, а) <<частица>>

подобных и 6) <<античастица�-подобных 

вероятность обнаружить квазичастицы при данном значении импульса. 
При р » PF + m6o/PF и р « PF - m6o/PF обе вероятности равны 
единице .  

7 .5.3. Плюсоны и минусоны. Использование рассмотренных ра
нее <<частица>> -подобных и <<античастица>> -подобных элементарных воз
буждений при описании возбуждённого состояния сверхпроводников, 
т . е .  сверхпроводников при отличных от нуля температурах, неудобно 
по следующим причинам . Во-первых, <<частица>> -подобные и <<антича
стица>> -подобные возбуждения находятся в одной и той же области р
пространства и имеют одни и те же значения импульсов р в интервале 
PF - m6o/PF � р � PF + m6o/PF · Во-вторых, вероятности обнару
жить эти частицы в состоянии р зависят от величины [р[ импульса. 
В-третьих, энергии частиц не определяются однозначно величиной их 
импульса. Заданному значению энергии Е для каждого сорта частиц 
соответствуют два значения импульса (см. рис . 7.5 .3 ) .  
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Указанные недостатки исчезают, если классифицировать элементар
ные возбуждения по величине среднего статистического заряда в эле
ментарной ячейке, соответствующей импульсу р. В каждом состоянии 
с определённой вероятностью может находиться «частица» с зарядом 
-е и <<античастица>> с зарядом +е. Если вероятность найти в состоянии 
р <<Частицу>> больше, чем <<античастицу>> ,  то статистический заряд 
этого состояния будет отрицателен .  Если наоборот, вероятность найти 
античастицу больше - то положителен. При равенстве вероятностей 
(при р = PF) заряд равен нулю. 

Например, квазичастица с импульсом р* (см. рис .  7.5 . 1 )  имеет от
рицательный заряд, так как вероятность заполнения этого состояния 
<<частица>> -подобным (-е) возбуждением выше, чем <<античастица>> -по
добным (+е) . При уменьшении р* заряд, соответствующего этому им
пульсу состояния, уменьшается по абсолютной величине и при р* = PF 
обращается в нуль .  При р* < PF преобладает вероятность обнаружить 
в данном состоянии <<античастица>> -подобное возбуждение, в резуль
тате чего заряд квазичастиц становится положительным.  При такой 
классификации квазичастицам приписывается дробный заряд. 

Чтобы упростить терминологию и, в то же время ,  подчеркнуть 
специфику элементарных возбуждений в сверхпроводниках, будем на
зывать квазичастицы с переменным дробным положительным зарядом 
плюсоны,  а квазичастицы с перемен
ным дробным отрицательным заря
дом - минусоны. В этой интерпрета
ции все квазичастицы с импульсами  
р > PF  являются минусонами, а квази
частицы с импульсами р* < PF - плю
сонами, как показано на рис . 7.5 .4 .  

Рассмотрим, как преобразуется за
кон дисперсии плюсанов и минусанов 
при уменьшении �о (при Т = 0) . Как 
указывалось ранее распределение ча
стиц по импульсам в основном состоя
нии сверхпроводника размыто на вели
чину 2�0 . При уменьшении �о (умень
шении Те) величина размытия умень
шается. При обращении �о в нуль 
величина размытия также обращается 
в нуль , и закон дисперсии элементар-

tt2 

Ь.о ----

PF 

Рис. 7 .5 .4 .  Закон дисперсии 
плюсанов и минусанов 

ных возбуждений становится линейным как у нормальных металлов. 
Таким образом, при �о ---> О плюсоны и минусаны преобразуются 

в <<Частицы>> и <<античастицЫ>> с линейным законом дисперсии, соот
ветствующим распределению электронов в р-пространстве при Т =  О. 
Физически это означает, что у нормальных металлов энергия экраниро
ванного кулонавекого отталкивания превышает глубину образующихся 
в результате поляризации решётки потенциальных ям ,  в результате 
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чего связанные парные электронные состояния не образуются и спектр 
остаётся одночастичным до самых низких температур. 

7 .5.4. Плотность состояний плюсонов и минусонов. У нор
мальных металлов плотность состояний N(E) элементарных возбужде
ний по определению есть 

N(E) = d��c)
. (7.5.9) 

Здесь dN - число разрешённых состояний в интервале энергии от Е до 
Е + dE . По аналогии спектральная плотность плюсанов и минусанов 

(Е) = dN(E) 
р dE . 

Перепишем эту формулу в виде 

(Е) = dN(c) (:!!___)- ! 
р dc dE 

Так как Е = V Е2 - D-6 , получаем 

р(Е) = N(E) Е . 
)Е2 - D-6 

Для минусанов 

Е = Ем = V Е� - D-6 , 
2 2 

Е - ]!___ - 1!!__ 
ч - 2m 2m · 

Для плюсанов 
2 2 

Е -
1!!__ - ]!___ 

а - 2m 2m · 

(7. 5. 1 О) 

(7.5. 1 1 ) 

(7.5 . 1 2) 

Ещё раз подчеркнём, что в распределении квазичастиц по импульсам 
в основном состоянии сверхпроводника щели нет. Значения импульсов 
в области размытия функции v�(p) (см . рис . 7.3 . 1 ,  7.5 . 1 )  изменяются 
непрерывным образом. При этом значениям импульсов р > PF соответ
ствуют минусоны ,  а значениям р < PF - плюсоны .  

Энергетическая щель появляется в распределении квазичастиц по  
энергии. Рассмотрим как  изменяется функция плотности состояний 
N(E) у металлов при переходе их в сверхпроводящее состояние. 
Пусть Т =  О. Зависимость N(E) представлена на рис. 7.5 .5 .  Энергия Е 
отсчитывается от нуля .  Заштрихованные области заполнены электро
нами. Заполненные и свободные состояния разделяет резкая граница 
(см. рис . 7.5 .5 ,  а) .  

В сверхпроводящем состоянии граница распределения Ферми раз
мыта на величину 2mD.o/PF по импульсу. Такому размытию соответ
ствует размытие по кинетической энергии на величину 26.0 . Соответ
ствующее распределение электронов без учёта потенциальной энергии 
взаимодействия изображено на рис. 7.5 .5 ,  6. 
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n � - -
Т = О 

Е 
в 

Рис. 7.5 .5 .  Изменение функции плотности состояний N(E) и p(t:) у металлов 
при переходе в сверхпроводящее состояние 

В результате электрон-фонанного взаимодействия все электроны, 
находящиеся в области размытия распределения Ферми, объединяют
ся в пары с равными и противоположно направленными импульсами 
(р f ,  -р 1) . Импульс центра масс у всех пар равен нулю, однако кине
тическая энергия электронов в парах, отсчитанная от уровня Ферми, 
у различных пар различается и варьируется в пределах от нуля до 260 . 
В теории БКШ потенциальная энергия связи у всех пар независимо от 
величины импульсов образующих их электронов при Т =  О равна 260 . 

Если рассматривать каждую пару как некоторое виртуальное об
разование с нулевым спином, импульсом равным нулю и нулевой 
кинетической энергией, а кинетическую энергию образующих пары 
электронов и потенциальную энергию их взаимодействия считать внут
ренней энергией пар, то такие пары при Т = О сконденсируются 
в низшем энергетическом состоянии , совпадающем с уровнем Ферми 
(см . рис. 7.5 .5 ,  в) . 

Из сравнения рис. 7.5 .5 ,  а и 7.5 .5 ,  в видно, что при образовании пар 
и их конденсации на уровне Ферми кинетическая энергия электронов 
(по сравнению с энергией в нормальном состоянии) увеличивается на 
величину (60/2)N(ro)6o. Здесь 60/2 - средняя кинетическая энергия 
электронов в полосе с двойной штриховкой на рис . 7.5 .5 ,  а, отсчитанная 
от EF , N(ro)60 - число электронов в этой полосе . Однако при этом 
происходит выигрыш в потенциальной энергии взаимодействия. Возни
кающая при образовании пар потенциальная энергия равна числу пар , 
умноженному на их энергию связи : 

-N(EF)6o 2�0 = -N(EF)66 . 

Таким образом, энергия основного состояния сверхпроводника равна 

-N(EF )66 + � N(EF )66 = -� N(EF )66. 

Именно на эту величину изменяется свободная энергия металла при 
переходе его в сверхпроводящее состояние. 

Построим теперь функцию плотности состояний для элементарных 
возбуждений. Начнём с минусонов . Минусанам соответствует правая 
1 1  Н.Б.  Брандт. В.А.  Кульбачинский 
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ветвь на кривой Ер(р) рис. 7.5 .4 .  Плотность состояний минусанов 

Рм (Ем ) = N(O) Ем . (7.5 . 1 3) 
V Е� - Ь.6 

При Ем » �о.  Рм (Ем )  = N(O) , где N(O) = N(EF ) . При уменьшении 
Ем . т. е .  при движении по правой ветви закона дисперсии сверху 
вниз, плотность состояний минусанов увеличивается и при Ем = �о 
обращается в бесконечность на правой границе энергетической щели .  
Эта ветвь на рис . 7.5 .5 ,  в обозначена буквой <<М >> .  

У плюсонов плотность состояний равна 

Рп (Еп ) = N(O) Еп . 
V ER - Ь.6 

(7.5. 1 4) 

При Еп » �о она совпадает с плотностью состояний нормальных 
электронов на уровне Ферми N(O) .  При движении по левой ветви 
кривой на рис . 7.5 .4 слева вниз Еп уменьшается, плотность состояний 
плюсонов возрастает и обращается в бесконечность на левой границе 
энергетической щели .  Эта ветвь на рис. 7.5 .5 ,  в обозначена буквой <<П >> . 

Подчеркнём, что полученные кривые р(Е) (см . (7.5. 1 3) и (7.5 . 1 4) )  
относятся только к плюсонам (грубо говоря к распределению <<пустых>> 
состояний , образующихся ниже левой границы энергетической щели) 
и минусонам,  частицам, появляющимся выше правой границы щели .  
Так как при Т = О элементарных возбуждений нет, то состояния 
нормальных электронов, расположенных левее щели ,  остаются неиз
менными (заштрихованная область на рис. 7 .5 .5 , в). 

Возбуждённое состояние сверхпроводника. При Т i- О элемен
тарные возбуждения появляются в результате двух процессов: акти
вационных перебрасов электронов через энергетическую щель (как 
в прямозонных полупроводниках) и распада пар на уровне Ферми. При 
перебрасе через щель возникают минусоны справа от щели и плюсоны 
слева . Их концентрации равны .  При распаде пар оба электрона перехо
дят в состояние правее щели, в результате чего при распаде одной пары 
образуются два минусона. Но при этом уменьшается ширина щели, 
так как число спаренных электронов равно N(O)�. Так как центр 
щели всегда совпадает с уровнем Ферми, то при распаде пар правая 
и левая границы щели смещаются симметрично в направлении к уров
ню Ферми .  Каждой температуре соответствует определённое значение 
щели �(Т) . Поэтому при распаде пар образующиеся электроны распре
деляются так, чтобы положение уровня Ферми осталось неизменным. 
В равновесных условиях концентрации плюсонов и минусанов равны.  

При Т i- О в полученных выражениях для плотности состояний 
минусанов (7.5. 1 3) и плюсонов (7.5 . 1 4) следует заменить �о на �('Г) . 
Эти выражения определяют характер распределения образующихся 
плюсонов и минусанов слева и справа от энергетической щели .  Ха
рактер распределения плюсонов и минусанов можно изобразить двумя 
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способами .  Если исходить из характера распределения электронов при 
Т = 0, то при конечной температуре распределение будет иметь вид, 
представленный на рис. 7.5 .6 ,  а.  Плюсоны и минусаны распределяются 

а б 

Рис. 7.5 .6 .  а) Схематический вид спектральной плотности состояний плюсанов 
(п) и минусанов (м) при ненулевой температуре; 6) плотность состояний элек

тронов в сверхпроводнике при ненулевой температуре 

с учётом возрастающей плотности состояний при приближении к гра
ницам щели .  

Но  можно исходить и из функции распределения плотности состо
яний нормальных металлов при Т =1- О, .изображённой на рис. 7 .5 .6 , б. 
При Т =1- О граница заполненных состояний размыта на величину 
�2kвТ. При переходе в сверхпроводящее состояние образуется энер
гетическая щель 2�(Т) . Электроны, расположенные в области щели ,  
объединяются в пары и конденсируются на уровне Ферми .  Одновремен
но изменяются законы дисперсии электронов, расположенных правее 
щели (на рис. 7.5 .6 ,  а) и свободных состояний, расположенных левее 
щели .  Частицы справа превращаются в минусоны, а свободные состоя
ния слева - в плюсоны. До появления щели плотности состояний этих 
частиц в области вблизи c:F были постоян
ными и равны N(O) . Теперь их плотности 
состояний увеличиваются при приближе
нии к границам щели .  В результате оги
бающие распределения этих частиц стано
вятся более крутыми и менее растянутыми 
по энергии .  

При Е » �о плотности состояний ква
зичастиц в нормальном и сверхпроводящем 
состоянии совпадают. При Е ---? �о р(Е) 
возрастает и при с: = �о обращается в бес
конечность. Зависимость р(Е) иллюстри
руется рис . 7.5. 7. 

Обращение р(с:) в бесконечность при 
Е = �о является следствием отсутствия 
взаимодействий в системе элементарных 

р(Е) 1 1 1 1 ( 1 '  1 : 1 1 1 : 1 1 р(Е) ""' N(O) 

1 г--------
1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 

Рис. 7.5 . 7. 

Е 

Спектральная 
плотность элементарных 
возбуждений в сверхпро-

воднике 
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возбуждений. При учёте конечного времени жизни квазичастиц т 
и связанной с ним неопределённости энергии 6.Е ""' it/т, острый пик 
плотности состояний размывается , так что в действительности функ
ция р(Е) имеет только максимум вблизи значения энергии Е = 6.0 
(пун ктирная линия на рис. 7 .5 . 7 ) .  

7 . 5 .5 . Время жизни квазичастиц. В предыдущей главе было по
казана, что время жизни т элементарных возбуждений типа <<частица>> 
и «античастица» в металлах обратно-пропорционально вероятности VV 
рассеяния квазичастиц. Вероятность VV определяется произведением 
числа заполненных и свободных состояний и постоянной 1 взаимодей
ствия квазичастиц, определяющей время т установления статистиче
ского равновесия в системе 

1 1 

Т ""' W ,....., --./(р - PF )2 ""' ''?Е2 (р) . (7.5 . 1 5) 

При этом неопределённость энергии квазичастиц 6.Е ,....., it/т ,....., 
hr2E2 (p) у металлов оказывается существенно меньше их энер

гии Е(р) во всей области температур, вплоть до температуры плавле
ния Tm. 

Для элементарных возбуждений в сверхпроводниках неопределён
ность энергии невелика, т. е .  соотношение n12 Е2 (р) < Е(р) выполня
ется лучше, чем для <<частиц>> и <<античастиц>> ,  так как, во-первых, 
область размытия распределения v�(p) ,....., 26.0 много меньше kвTrn . а, 
во-вторых, часть состояний в области размытия при Т < Те (Те - тем
пература сверхпроводящего перехода) занята коррелированными пар
ными состояниями . В результате вероятность рассеяния элементарных 
возбуждений меньше, чем квазичастиц в нормальных металлах, так 
что элементарные возбуждения в сверхпроводниках являются хорошо 
определёнными квазичастицами. 

Таким образом , в сверхпроводящем состоянии система коллективи
зированных электронов разделяется на три группы .  

1 .  Электроны с энергией Е < EF - 6.(Т) . Состояния электронов 
в этой группе в равновесии не изменяются при переходе металла 
в сверхпроводящее состояние. Концентрация таких электронов состав
ляет более 99 % концентрации всех коллективизированных электро
нов по . 

2 .  Электроны ,  расположенные в энергетическом интервале EF -
- 6. (Т) < Е < EF + 6.(Т) , т. е .  в интервале шириной 26.(Т) вблизи 
уровня Ферми. Эти электроны образуют виртуальные связанные состо
яния (куперовские пары), которые конденсируются на уровне Ферми .  
Концентрация пар равна N(0)26.(T) ,....., 6. (T)/EF ,....., ( 1 О-2- 1 О-3)п0 .  

3 .  Одночастичные элементарные возбуждения ,  возникающие 
при Т -=F О. 

В р-пространстве первой группе соответствуют состояния с им
пульсами р < PF - m6./PF · Второй группе соответствуют состояния 
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в области размытия функции v� (p) , т. е. для этой группы PF - m6./PF < 
< р < PF + m6./PF · Третьей группе соответствуют состояния в той же 
области . 

7 .5 .6 . Заряд квазичастиц. Ранее рассматривалась ситуация при 
температуре Т = О. При Т = О элементарные возбуждения появлялись 
на фоне полностью коррелирован ных (спаренных) состояний .  

Пусть теперь Т -=J О .  При Т -=J О в спектре сверхпроводника кро
ме парных коррелированных электронов присутствуют одночастичные 
элементарные возбуждения . Поэтому заряд состояния с импульсом р 
определяется вероятностью нахождения в нём одночастичного возбуж
дения (неспаренного электрона) и электрона, принадлежащего спарен
ным состояниям .  Вероятность заполнения квазичастицей с энергией Ер 
ячейки р j описывается формулой 

JP = ( Е ) · ехр kв; + l 
(7 .5 . 1 6) 

При kвТ « Ер = V Е� + 6.6 возбуждения отсутствуют и JP :::::; О. При 
kвТ » Ер все попарно коррелированные состояния (р, -р) разорваны 
(одно из состояний заполнено, другое свободно) , так что в одном из 
них всегда находится квазичастица и JP :::::; 1 /2 . 

При конечной температуре для того, чтобы квазичастица могла 
заполнить состояние р, последнее не должно быть заполнено одним из 
попарно коррелированных электронов . Вероятность этого - "tL;, . Пол
ная вероятность обнаружить квазичастицу в состоянии р есть .{p1L� . 
Учтём теперь, что это же состояние может быть заполнено одним из 
спаренных электронов . Вероятность этого события равна произведению 
вероятности ( 1 - .{р) того, что в этом состоянии нет элементарного воз
буждения и вероятности v� заполнения состояний (р, -р) спаренными 
электронами : ( 1 - fp)v� .  

Полный заряд, находящийся в ячейке (состоянии) с импульсом р j ,  
равен 

(7.5 . 1 7) 

Посмотрим теперь, как изменится заряд, соответствующий ячейке 
р ,  при изменении вероятности о JP её заполнения неспареиным электро
ном и вероятности v� её заполнения одним из электронов пары (р, -р) : 

oq}J = -e [ov� - 2ov�.fp - 2v�ofp + ofp] = 
= -е [(и� - v�)ofp + ( 1 - 2fp)бv�] . (7.5 . 1 8) 

В этом выражении величина -е( и� - v�) играет роль эффективного 
заряда одночастичного возбуждения, а -е( 1 - 2fp) - заряда, принад-
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лежащего спаренным электронам . Функция fP определяет вероятность 
заполнения состояния р или -р (обе вероятности, очевидно ,  равны) 
одночастичным возбуждением . Вероятность того, что хотя бы одно 
состояние р или -р занято одночастичным возбуждением, равно 2/р . 
Вероятность того, что оба состояния свободны от одночастичных воз
буждений, равна ( 1 - 2/р ) ·  Таким образом , физический смысл второго 
слагаемого в (7. 5 . 1 8) - изменение эффективного заряда спаренных 

а 

б 

1 р .----- р rv2 u2 

1 /2 :---------)( 
0 \ PF 1 

qp : -е -----------�--:;.-;;;;;;--;;;.:р=.=----
1 1 
\ PF 
1 

+е f::-_".,_".,_=-::_",_""_=--'"'-"-:::--�-------1 

р 

р 

Рис. 7.5.8 . Зависимости функции v�(p) ,  
u�(p) (а) и заряда qp (б) квазичастиц от 

импульса р 

электронов в ячейках р и 
-р. Соответственно, эффек
тивный заряд спаренных элек
тронов в этих ячейках ра
вен -е( 1 - 2/р) ·  

Построим теперь зависи
мость эффективного заряда 
qp одночастичного возбужде
ния от величины его импульса 

qp = -[и� - v�] .  (7.5. 1 9) 

Зависимости v� и и� от р 

и и� � О, а заряд qp � +е. 
заряд qp = О. 

приведены на рис. 7.5 .8 ,  а .  За
висимость qP от р приведена на 
рис . 7.5 .8 ,  б. При р » PF , v� � О 
и и� � 1 ,  а заряд qP � -е. 
При р « PF наоборот, v� � 1 

При р = PF , v� = 1 /2 и и� = 1 /2 .  так что 

7 .5 . 7. Время релаксации заряда плюсопои и минусонов. Время 
релаксации заряда тq определяется временем установления равновес
ного заряда в системе квазичастиц после выведения её из состояния 
равновесия .  При возбуждении системы значения зарядов квазичастиц 
становятся отличными от их равновесных значений .  Поэтому для уста
новления равновесия необходим механизм, позволяющий квазичасти
цам изменять величину заряда . 

В нормальных металлах заряд элементарных возбуждений типа 
«Частица� и «античастица� постоянен и не изменяется в результате 
рассеяния электронов на фононах, которое приводит только к установ
лению термадинамически равновесного распределения квазичастиц по 
энергетическим состояниям .  Поскольку энергия термически возбуж
дённых <<частиц>> и <<античастиц>> является величиной порядка kвТ, т. е. 
порядка средней энергии возбуждённых при температуре Т фононов, 
то каждый единичный а кт взаимодействия <<Частиц>> или <<античастиц>> 
с фонанами приводит к обмену энергией порядка энергии теплового 
движения <<частиц>> или <<античастиц>> и является актом рассеяния .  
А так как число фонанов в трёхмерных кристаллах при низких тем
пературах пропорционально Т3, то вероятность WE рассеяния квази-
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частиц тоже пропорциональна тз. Время релаксации (установления 
термодинамического равновесия в системе квазичастицы-фононы) те "" 
rv 1 ;w€ rv т-з. 

При установлении зарядового равновесия в сверхпроводниках ситу
ация отличается . В этом процессе не каждое электрон-фононное вза
имодействие приводит к изменению заряда квазичастиц .  Электрон-фо
нонное рассеяние квазичастиц с энергией большей 2.6.0 (см. рис. 7. 5 .4) 
не приводит к изменению их заряда(так же как у металлов в нор
мальном состоянии) , если после рассеяния их энергия не становится 
меньше 2Ь.о. Поэтому такие столкновения квазичастиц с фотонами не 
вносят вклад в процесс установления зарядового равновесия . 

Для установления зарядового равновесия существенно лишь рассе
яние квазичастиц в области энергий Ь. ::;; Е ::;; 2.6., где заряд квазича
стиц зависит от величины их импульса, так что изменение величины 
импульса квазичастицы приводит к изменению величины её заряда . 
Доля таких квазичастиц составляет .6./kвТ от общего числа элементар
ных возбуждений при температуре Т. Рассмотрим область температур 
вблизи критической температуры Те перехода в сверхпроводящее состо
яние. Энергия связи пар 2.6. (как указывалось ранее) уменьшается при 
повышении температуры от значения 2.6.0 при Т =  О до нуля при Т = Те 
(см. рис. 7.5 .2 , 6) . При температурах Т, немного меньших Те . величи
на Ь.(Т) много меньше тепловой энергии квазичастиц kвТ. Поэтому 
частота рассеяния тq- I квазичастиц, приводящая к релаксации заряда, 
в области температур вблизи Те будет много меньше частоты рассеяния 
тJi 1 , приводящей к релаксации энергии квазичастиц. Величины тч

- I 
и тJi 1 связаны соотношением 

откуда (7.5 .20) 

Видно , что время релаксации тq растёт при Т ---+ Те (Ь.(Т) ---+ О) и, 
вообще говоря , расходится при Т =  Те , причём всегда т<1 > ТЕ . Вре
мена ТЕ обычно имеют порядок 1 0- 1 1  секунды , времена т,1 вблизи Те 
приблизительно на порядок больше. 

7 .5 .8 . Скорость квазичастиц. Скорость движения квазичастиц в 
реальном пространстве (групповая скорость) определяется их законом 
дисперсии Ер =  Ер(р) : 

_ dEp _ 1 dEp 
v - dp - h dk . (7.5 .2 1 )  

Напомним ,  что ЕР = jE� + Ь,2 ,  Ер = р2 / (2m) - p�/(2m). Диффе
ренцируя (7.5 .2 1 )  по р, находим для минусанов ( IP I  > IPF I ) 

(7. 5 .22) 
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и плюсанов � lcr iP 1 
Vn � - - (7.5.23) 

Ум 

т V"� + 6,2 
При IEP I » .6. ,  скорости квазица

стиц равны �VF и ;:::j-vp , соответ
ственно. 

При Ер = О ,  т. е . п ри р = рр , ско
рость квазичастиц равна нулю. Зави
симость скорости плюсанов и мину
сонов от значения их импульса изоб
ражена на рис . 7.5 .9 .  Таким образом , 
если двигаться по кривой закона дис
персии справа налево, то скорость ми
нусонов монотонно уменьшается от 
значения щ· до нуля при р = рр . Од
новременно уменьшается заряд квази
частицы (см . рис. 7.5.8 и 7.5.9) . 

Рис. 7.5 .9. Зависимости от им-

При р = PF заряд квазичастицы 
(минусона) обращается в нуль .  Затем 
скорость и заряд квазичастиц изменя
ют знак и возрастают до значений -vp пульса р скоростей плюсанов Vn 

и минусанов Vм 
и +е соответственно. 

7 .5.9. Эффективная масса квазичастиц. Эффективная масса 
квазичастицы, определяющая её кинетику, является второй произ-
водной энергии квазичастицы Ер = V Е� + д 2 , где Ер = р2 / (2m) -
- p�/(2m) , по её импульсу в степен и - 1 .  Так как 

то 

При р = PF величина 

дЕр _ Ep VF 

т* � 

др - (c�
+
6.2 ) I /2 ' 

(с� + 6.2)3/2 

( Vf6.)2 

* m2 6. 6. rn � -2- = 2 ·  
PF Vf 

(7.5 .24) 

(7.5.25) 

(7.5 .26) 

Эффективная масса квазичастиц вблизи минимума пропорциональ
на ширине энергетической щели и, соответственно, энергии связи пар. 

Поскольку д зависит от температуры, эффективная масса квазича
стиц также зависит от температуры. При пониженин температуры она 
возрастает и уменьшается при её повышении. 

Обратим внимание, что кривая Er(P) несимметрична относительно 
р = рр . При увеличении импульса в области значений р > PF энер
гия Ер неограниченно возрастает, а при уменьшении р при р < PF 
величина Ер стремится к постоянному пределу, равному Ер при р = О .  
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Ассиметрия функции Ер(Р) при малых отклонениях р от значения PF 
мала по сравнению с значениями энергии Ер, так что, рассматривая 
энергии плюсанов и минусонов , этой ассиметрией можно пренебречь. 
Однако ассиметрия функции Ер(Р) вносит столь значительный вклад 
во вторую производную Ер по р, что он качественно проявляется даже 
в области малых отклонений р от PF · Из формулы (7.5.25) следует, что 
эффективная масса минусанов (при р > PF )  уменьшается при движении 
по кривой Ер(р) от минимума вправо, а плюсанов при движении по 
кривой Ер(р) от минимума влево - наоборот увеличивается . 

Следует, конечно, иметь в виду, что поскольку абсолютные зна
чения изменения импульса квазичастиц j.6.pj = iP - PF i  не превыша
ют j.6.p j  :'( m.6./pF , знаменатель формулы (7.5.25) Зр2 - р� ::::о 2p� ( l  + 
+ 3.6.p/pF) изменяется всего на несколько процентов . Соответственно 
различие m* у плюсанов и минусанов и изменение m* при измене
нии импульса квазичастиц малы, так что можно считать, в первом 
приближении ,  что эффективные массы плюсанов и минусанов равны 
и практически не зависят от импульса. 

§ 7 .6. Элементарные возбуждения 
и свойства сверхпроводников 

Элементарные возбуждения в сверхпроводниках и грают такую же 
роль как фермиевекие электроны в нормальных металлах, находящиеся 
в области размытия распределения Ферми, где имеются заполнен
ные и свободные состояния .  Поэтому такие эффеюы как поглощение 
ультразвука, электронная теплоёмкость , время продольной релаксации 
ядерных спинов, электронная теплопроводность в сверхпроводниках 
определяются только концентрацией и законом дисперсии элементар
ных возбуждений. 

7 .6. 1 .  Логлощение ультразвука в сверхпроводниках. При рас
смотрении механизма поглощения звука в металлах надо иметь вви
ду, что металл электрически нейтрален . Экранировка положительно 
заряженных ионов осуществляется всей системой коллективизирован
ных электронов . Продольная звуковая волна создаёт области сжатия 
и разряжения кристаллической решётки .  Поскольку скорость фермн
евских электронов порядка скорости Ферми VF ::::о 1 06 м/с, а скорость 
смещения узлов решётки порядка скорости звука ·u38 ::::о 1 03 м/с, фер
миевекие электроны адиабатически смещаются вместе с ионами так, 
что условие электронейтральности в любой момент времени сохраня
ется. При перемещении электроны неупруго рассеиваются на фононах 
и энергия звуковой волны передаётся решётке, превращаясь в тепло. 
Это электронный механизм диссипации звуковых волн в проводящих 
средах. Рассеиваться на фононах могут только электроны ,  располо
женные непосредственно вблизи поверхности Ферми .  В нормальных 
металлах это фермиевекие электроны .  В сверхпроводниках при Т = 
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= О экранировка избыточного положительного заряда в области сжатия 
решётки осуществляется сверхпроводящим током, так что передачи 
энергии от волны к решётке практически не происходит. Электронный 
канал поглощения не приводит к диссипации энергии звуковой волны. 
При повышении температуры вблизи поверхности Ферми появляются 

элементарные возбуждения, которые, как 
а и фермиевекие электроны в нормальных ме-

о 

таллах, рассеиваются на фононах, что при
водит к диссипации энергии .  Величина за
тухания волны пропорциональна числу эле
ментарных возбуждений .  Поэтому темпера
турная зависимость коэффициента поглоще

Т 
ния а волны описывает зависимость концен
трации элементарных возбуждений (квази-

Рис. 7.6. 1 .  Качественная частиц) в сверхпроводниках от температуры 
зависи мость коэффициен- (рис . 7.6. 1 ) .  
та поглощения а звуковой 

волны от температуры 
При Т = Те концентрация элементарных 

возбуждений в сверхпроводниках равна кон
центрации элементарных возбуждений при 

этой температуре в нормальном состоянии, а не общей концентрации 
коллективизированных электронов. 

7 .6.2 .  Электронная теплоёмкость. Электронная теплоёмкость 
в нормальных металлах, как известно, определяется только электро
нами, находящимиен в области теплового размытия (rv2kвT) распре
деления Ферми,  ибо электроны внутри поверхности Ферми не могут 
взаимодействовать с фононами ,  так как энергия последних не превы
шает kвТ. Электронная теплоёмкость пропорциональна первой степени 
температуры (см. (6. 1 5 .2) ) .  

В сверхпроводниках в тепловом равновесии с решёткой находятся 
только элементарные возбуждения. Их концентрация n(T) экспоненци
ально зависит от температуры с энергией активации rvtl(T) . Средняя 
тепловая энергия элементарных возбуждений составляет rvn(T)kвT. 
Вклад элементарных возбуждений в теплоёмкость 

с � д(п(Т)kвТ) � (T)k k Т дп(Т) � дТ � п  в + в ---ау-- · (7.6 . 1 )  

Таким образом, электронная теплоёмкость сверхпроводников, в пер
вом приближении, экпоненциально быстро убывает при поиижении 
температуры ниже критической Те , хотя зависимость С от Т не описы
вается во всей области температур ниже Те одной экспонентой. 

7 .6.3. Электронная теплопроводность. Вклад электронной со
ставляющей в теплопроводность для газа слабо взаимодействующих 
частиц описывается формулой 

(7.6.2) 
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где 'Г/е - электронный коэффициент теплопроводности, Се - электрон
ная теплоёмкость, le - средняя длина свободного пробега электронов. 
в нормальных металлах Се rv т (см. § 6. 1 5) ,  Ve = Vp , le = VfTe . Время. 
релаксации те """ 1 /we , We - вероятность рассеяния электрона. Под 
процессами рассеяния понимаются процессы, при которых электрон 
теряет добавочную тепловую энергию rvkвT. 

Ограничимся. рассмотрением только процессов рассеяния электро
нов на фононах. Каждое взаимодействие электрон-фанон вызывает 
рассеяние, так как тепловая энергия электронов и фонанов одинакова 
и составляет величину rvk8T. Поэтому вероятность рассеяния We при 
низких температурах пропорциональна числу акустических фононов, 
зависящему от температуры как Т3 (см . гл . 5). Итак ,  Се rv Т, Ve ""' rv Vp , le ""' I /T3 и 'Г/е rv T( l /T3) = I /T2 . Учтём теперь ,  что в области 
достаточно низких температур, когда величина le становится сравнима 
с размерами образца, она перестаёт зави-
сеть от температуры и теплопроводность 
линейно убывает при Т ___, О в результа
те изменения электронной теплоёмкости 
(сплошная линия на рис. 7.6 .2) .  

В сверхпроводящем состоянии пере
носить тепловую энергию могут только 
элементарные возбуждения.. Теплоёмкость 
элементарных возбуждений описывается 
формулой (7.6 . 1 ). Скорость элементарных 
возбуждений в интервале энергий 26.(Е) 
изменяется от нуля до vp и не зависит от 
температуры .  Для оценки будем считать, 
что среднее значение скорости элементар-

Рис. 7.6 .2 .  Качественная 
зависимость коэффициента 
электронной теплопровод-

ности 'Г]е от температуры 

ных возбуждений v ""' vp .  Длина свободного пробега l элементарных 
возбуждений, так же как фермневских электронов в нормальных ме
таллах, пропорциональна 1 /Т3• Тогда теплопроводность TJ элементар
ных возбуждений "' [ , , дп(Т) ] 1 ТJ rv n(T)kв + kвТ � уз . (7.6 .3) 

В области температур, где l не зависит от температуры, зависи
мость ry(T) становится экспоненциальной (штрих-пунктирная линия на 
рис. 7.6.2 ) .  

7 .6.4. Релаксация ядерных спинов. Рассмотрим систему ядер
ных спинов. В сильном магнитном поле ядерные магнитные моменты 
выстраиваются вдоль поля . При выключении поля система спинов разу
порядочивается. Скорость этого процесса определяется временем про
дольной релаксации ядерных спинов. Обозначим это время т1 • Основ
ным механизмом продольной релаксации в нормальных металлах яв
ляется взаимодействие спинов ядер со спинами коллективизированных 
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электронов (рис. 7.6 .3) . Спин ядра взаимодействует со спином элек
трона, имеющим противоположную ориентацию . При этом спин ядра 

и спин электрона изменяют свою ориентацию .  
t 1 1 • Время продольной релаксации обратно про-

+ t - t + 1 порцианальна вероятности таких процессов: Т! "' 
я э я э ""' 1 jw1 • Рассеиваться могут только электроны ,  

расположенные в области размытия (rv2kвT) рас-
Рис. 7.6.3 .  Взаи- Ф П " 
модействие спи- Пределенин ерми .  оскольку каждыи акт рас-
нов ядер и спинов сеяния происходит без изменения энергии, вели-

электронов чина w1 определяется произведением плотности 
заполненных электронных состояний со спином 

вниз, плотности свободных состояний со спином вверх, в которые 
могут перейти электроны после взаимодействия со спином ядра , и ши
рины энергетического и нтервала 2k8T: 

wr ""' N(O)N(0)2k8T = 2k8N(0)2T. (7.6.4) 
Соответственно 

(7.6 .5) 

где N(O) плотность состояний на уровне Ферми .  При поиижении тем
пературы т1 возрастает как 1 /Т (кривая 1 на рис. 7.6 .4) . Величина 

N(O)kвT - это число электронов в области раз-тt мытия распределения Ферми,  а N(O) - плотность 

о т 

Рис. 7.6.4 . Зависи
мость тt (Т) в нор
мальных металлах 
(/ )  и сверхпровод

никах (2) 

их состояний. В нормальных металлах N(O) -
вблизи Ер можно считать постоянной величиной. 
Поэтому т1 изменяется обратно пропорционально 
числу электронов , на которых рассеиваются ядер
ные спины. 

В сверхпроводниках ядерные спины могут рас
сеиваться только на элементарных возбуждениях, 
так как энергия магнитного взаимодействия ядер-
ных магнитных моментов на несколько порядков 
меньше энергии связи куперовских пар 2.6о "' 
"' kвТс . В сверхпроводниках в области размытия 
распределения v�(p) находятся , как указывалось, 

не только элементарные возбуждения, но и попарно коррелированные 
связанные электроны .  При температуре Те концентрация элементарных 
возбуждений n(T) близка к концентрации возбуждений в нормальных 
металлах. Ниже Те она экспоненциально быстро убывает. Кроме то
го, ниже Те закон дисперсии элементарных возбуждениИ изменяется 
и N (О) следует заменить на р(Е). Поэтому формула (7.6.5) приобрета-
ет вид 1 

71 � 2kвр(Е)п(Т) · 
(7.6.6) 

При Е = .6 плотность элементарных возбуждений в сверхпровод
нике р(Т) имеет максимум (см . рис. 7.5.7) ,  т. е. при лереходе вещества 
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в сверхпроводящее состояние плотность элементарных возбуждений 
увеличивается по сравнению с плотностью в нормальном состоянии. 
В результате т1 существенно меньше по сравнению с нормальны
ми  металлами при температуре ниже Те , а при дальнейшем пони
жении температуры экспоненциально возрастает (см. рис. 7.6 .4 ,  кри
вая 2) . 

7 .6. 5. Сверхпроводящий ток. Остановимся более подробно на 
вопросе о том, как связаны концентрации элементарных возбуждений 
и сверхпроводящих электронов . Подчеркнём ещё раз одно важное об
стоятельство. В явлениях переноса следует различать перенос заряда 
и перенос энергии .  В сверхпроводниках энергия переносится квазича-
стицами с законом дисперсии Ер = JE� + 6.2 и групповой скоростью 
дЕр/др. Заряд переносится фермневскими электронами массы т, с за
рядом -е и импульсом "'PF со скоростью PF /т. 

Определим прежде всего, что подразумевается под понятием 
<<сверхпроводящие электроны>> .  Будем называть сверхпроводящими 
электронами электроны с плотностью n8 , которые переносят сверх
проводящий ток ls = n,e·u8 • Рассмотрим массивный сверхпроводник 
в постоянном внешнем магнитном поле В0 . Поскольку в толще сверх
проводника магнитная индукция всегда равна нулю, по поверхности 
сверхпроводника в слое толщиной Л течёт экранирующий магнитное 
поле поверхностный  ток Iп08 , плотность которого определяется 
только напряжённостью магнитного поля и поэтому не зависит от 
температуры . При В0 = const 

(7.6. 7) 

Здесь Js - объёмная плотность поверхностного тока. Из эксперимента 
следует, что глубина проникновения Л(Т) увеличивается при повыше
нии температуры от значения Л0 при Т = О до Л = оо при Т = Те по 
закону 

(7.6 .8) 

Чтобы обеспечить постоянство In08 , величина Js также должна 
зависеть от температуры и изменяться как 

(7.6.9) 

где ]so - плотность сверхпроводящего тока при Т = О. При Т = 
= Те ток Js обращается в нуль , т. е .  при повышении температуры 
Л(Т) увеличивается , а плотность сверхпроводящего тока уменьшается 
и наоборот: Л(Т) "' 1 /js (T) . 

В общем случае токовому состоянию соответствует смещённая в 
пространстве импульсов поверхность Ферми на некоторую величину 
flp. При flp = О  импульсы всех электронов распределены симметрично 
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относительно центра поверхности Ферми, суммарный импульс равен 
нулю и ток отсутствует. Ток, возникающий при смещении поверхности 
Ферми, можно описать двумя способами .  

В первой модели (модель Друде-Лорентца) плотность тока рас
сматривается как направленное движение всех коллективизированных 
электронов п0 со скоростью дрейфа vд . связанной с изменением их 
импульсов Ь..р соотношением vд = Ь..р/m • епоt.р J = еп0vд = ---;;:-- · (7.6 . 1 О) 

Во второй модели у несмещённой поверхности Ферми и смещённой 
поверхности Ферми выделяется центральная часть с симметричным 
распределением импульсов относительно центра несмещённой поверх
ности Ферми (точка р = О, см .  рис. 6 . 1 3 . 1 ) . Соответствующие этой 
области электроны не вносят вклад в электрический ток, так как 
их распределение не изменилось при смещении поверхности Ферми .  
Ток создаётся нескомпенсированными электронами в областях 1 и 3 
(см. рис. 6. 1 3 .3 ,  6) , движущимиен с фермневскими  скоростями .  В этой 
модели плотность тока 

j "' еЬ..N Vf , (7.6. 1 1 ) 

где Ь..N -- число электронов в областях 1 и 3 или удвоенное число 
электронов в области 3.  Если в первом случае j определяется величи
ной средней дрейфовой скорости всех электронов при постоянстве их 
числа, то во втором случае - числом электронов Ь..N при постоянстве 
их фермиевекой скорости VF . 

В нормальных металлах концентрация электронов, переносящих 
ток, не зависит от температуры, и обе модели при сферической поверх
ности Ферми дают один и тот же результат 

Ь..N rv N(c:F)Ь..c: =  по PFt.p = 2 по PFt.p rv пot.p rv пo vд .  (7.6 . 1 2) 
EF т РF/(2т) т PF VF 

так что 
(7.6 . 1 3) 

У сверхпроводников, как указывалось, система коллективизирован
ных электронов разделяется на три группы:  куперавекие пары, эле
ментарные возбуждения и одночастичные электронные состояния, не 
изменяющиеся при переходе металла в сверхпроводящее состояние. 
Концентрации пар и элементарных возбуждений зависят от темпера
туры .  

Плотность сверхпроводящего тока Js = еп8Vд определяется концен
трацией сверхпроводящих электронов пs и скоростью их дрейфа vд 
относительно кристаллической решётки .  

При Т = О элементарных возбуждений нет и ситуация в сверх
проводниках при условии, что � « Л, отличается от ситуации в нор
мальных металлах только тем, что теперь поверхность Ферми размыта 
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на величину Ь..р "' 260m/pf . Величина смещения Ь..р поверхности 
Ферми, так же как у нормальных металлов , однозначно определяет 
скорость дрейфа всех электронов vд = Ь..рjт, независимо от того, 
образуют они куперавекие пары или нет. Наличие куперовских пар 
обеспечивает только бездиссипативность переноса тока . Поэтому при 
Т =  О сверхпроводящий ток создаётся всеми кол-
лективизированными электронами, как в нор
мальном состоянии . 

Обратим внимание ,  что поляризационный ме
ханизм притяжения электронов обеспечивает 
притяжение пары электронов с противополож
но направленными импульсами и в том случае, 
когда пара имеет импульс Ь..р ,  т. е . один элек
трон в паре имеет импульс р + Ь..р,  а второй 
-(р - Ь..р) (рис. 7.6 .5) . Иногда в литературе паре 
приписывается импульс 2/::lp .  В действительно
сти 2/::lp - импульс двух электронов в паре 
с массами rn. Если же рассматривать пары как 

р р 
1 2 : : 1 � !:::.р !:::.р !:::.р 

Рис. 7.6.5. Куперов-
екая пара электро
нов в бестоковом со
стоянии с нулевым 
импульсом (вверху) 
и с добавочным им
пульсом !:::.Р при пе
реносе тока (внизу) 

связанные состояния, то центр масс пары имеет импульс Ь..р ,  а её 
приведённая масса � = m/2. При этом кинетическая энергия центра 
масс пары (.6.р)2 /2� (� = m/2 - приведённая масса пары) намного 
меньше величины разбаланса разности кинетической энергии электро-
нов в паре 

1 ( )2 1 ( ) 2 2р!:::.р - р + Ь..р - - р - Ь..р � -- .  � 2m m 
(7.6 . 1 4) 

Здесь р "' PF , а Ь.р на несколько порядков меньше фермиевскрго им
пульса. 

Разность кинетических энергий двух электронов 1 и 2 
(см. рис. 7 .6 .5) определяет величину термодинамической нестабиль
ности движущейся пары . При переходе электрона из точки 1 на 
одно из свободных состояний вблизи точки 2 кинетическая энергия 
уменьшается на величину rv2p!::lpjrn (см. (7.6 . 1 4) ) .  Однако при этом 
пара разрывается и уменьшается отрицательная потенциальная энергия 
системы на величину энергии связи электронов в паре 2.6.(Т) . 

Поэтому разрыв пар становится энергетически выгодным только 
при значениях импульса Ь..р, удовлетворяющих неравенству 

2р!:::.р > 2/::l (T) . 
m 

(7.6 . 1 5) 

Граничное значение импульса Ь..рс = Ь.. (T)rnjp � Ь..(Т) /vF опреде
ляет предельную величину бездиссипативного смещения пары в им
пульсном пространстве и ,  тем самым, критическую скорость V s c  � 
� Ь..(T)/(2mVF) ,  выше которой пары распадаются .  

При меньших скоростях рассеяние термадинамически не  выгодно 
и поэтому не происходит. Поскольку пары образуют жёстко когерент
ную систему виртуальных базе-частиц, все пары в токовом состоянии 
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имеют один и тот же импульс .6.р центра масс. Отсюда следует, что 
в токовом состоянии (со смещённой поверхностью Ферми) рассеяние 
идёт между всеми возможными парными состояниями с импульсом .6.р. 
Величина .6.р задаётся величиной сверхпроводящего тока. При распаде 
пары решётке передаётся энергия (.6.р)2 /2м. 

При этом следует иметь в виду, что поверхность Ферми в сверх
проводящем состоянии при Т = О размыта на величину (по энергии) 
2.6.0 и по импульсам на .6.р' ;:::::; 2.6.0m/pF = 2.6.0/vF · Поэтому пары обра
зуются электронами с разными величинами импульсов. В бестоковом 
состоянии рассеяние электронов идёт между парными состояниями 
с суммарными импульсами, равными нулю,  хотя кинетические э нергии 
электронов в разных парах различаются . Соответственно и в токовом 
состоянии модули импульсов электронов у разных пар различаются на 
величину 2.6.р'. Поэтому при увеличении тока (увеличении импуль
са .6.р) , в первую очередь, разрушаются пары , образованные электро
нами с наибольшими импульсами jp j ,  так как у них, при заданном 
значении .6.(Т), выигрыш в кинетической энергии при распаде больше, 
чем у пар с меньшими jp j .  

Таким образом, в первую очередь распадаются пары, у которых 
один электрон расположен на левой границе смещённой в направлении 
Рх поверхности Ферми (см. рис . 6 . 1 3 . 1 ) . Важно подчеркнуть, что при 
распаде пар положение центра масс у всех оставшихся пар не изменя
ется .  

Посмотрим теперь, что происходит при повышении температуры . 
При повышении температуры энергия связи пар 2.6.(Т) уменьшается. 
Когда кинетическая энергия теплового движения kвТ становится срав
нима с энергией связи пар 2.6.(Т), пары начинают распадаться . При 
распаде пар появляются элементарные возбуждения, которые теряют 
избыточный (токовый) импульс и переходят на свободные состояния из 
области 1 в область 2 (см. рис . 6 . 1 3 . 1 ) . При Т 1- О появляются элемен
тарные возбуждения, которые не участвуют в переносе тока, так как 
у них импульс .6.р = О. При повышении температуры, так же как и при 
увеличении тока, всё большая и большая часть спаренных состояний 
разрывается , что приводит к всё большему и большему заполнению 
области 2 (рис. 6 .3 . 1 3) одночастичными состояниями ,  не участвую
щими в переносе тока. В результате центр масс всех неспареиных 
электронов, включая элементарные возбуждения и одноэлектронные 
состояния внутри поверхности Ферми, смещается вправо, в результате 
чего скорость их дрейфа уменьшается . 

При Т = О все электроны имеют дополнительный импульс и пs = 
= п0 , где по - общая концентрация коллективизированных электро
нов . При Т 1- О сверхпроводящий ток создаётся всеми электронами 
в смещённой поверхности Ферми, включая одноэлектронные состояния 
внутри поверхности Ферми и куперавекие пары, за исключением эле
ментарных возбуждений (с концентрацией пэв (Т)) ,  центр масс которых 
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совпадает с центром распределения Ферми в бестоковом состоянии: 
п. (Т) = по - пэв (Т) . Поскольку максимальное число элементарных 
возбуждений порядка числа спаренных электронов rvN(0)26.(T) ""' 
""' п06.(Т) / EF , а 6.(Т)/ EF � 1 0-3, можно считать , что число сверхпро
водящих электронов п. � п0 и не зависит от температуры, тем более, 
что при Т ---+ Те 6.(Т) ---+ О. 

Таким образом, если исходить из модели Друде-Морента, при по
вышении температуры происходит следующее: 

центр масс пар не смещается , хотя их концентрация уменьша-
ется ; 

в результате появления элементарных возбуждений центр масс 
всех неспареиных электронов смещается от равновесного положения, 
так что их вклад в ток уменьшается и при Т ---+ Те стремится к нулю. 

Итак ,  из первой модели следует, что концентрация сверхпрово
дящих электронов, создающих сверхпроводящий ток , практически не 
зависит от температуры и равна общей концентрации электронов, со
здающих ток в нормальном состоянии. Плотность сверхпроводящего 
тока определяется исключительно величиной смещения распределения 
одночастичных состояний, которое уменьшается и стремится к нулю 
при Т ---+ Те . 

Посмотрим теперь, что даёт вторая модель. В этой модели при 
Т =  О сверхпроводящий ток j. rv e6.NvF , где 6.N - концентрация 
электронов в областях 1 и 3 (или удвоенная концентрация электронов 
в области 3, см. рис. 6 . 1 3 . 1 ) .  При Т =  О для сферической поверхности 
Ферми формула (7.6. 1 1 ) переходит в (7.6 . 10 ) ,  т. е .  ток создаётся всеми 
коллективизированными электронами в металле. 

При повышении температуры парные состояния в области 3 
(см. рис. 6 . 1 3 . 1 )  распадаются, и элементарные возбуждения заполняют 
область 2. В результате , с одной стороны ,  уменьшается число 
заполненных состояний в области 3, создающих ток в направлении 
смещения поверхности Ферми:  6.N(T) = 6.N(O) - nэв (Т)/2, а, 
с другой стороны, квазичастицы, перешедшие в область 2, создают 
ток, направленный в противоположную сторону по отношению к току, 
создаваемому электронами в области 3. Плотность этого тока 

(7.6 . 1 6) 

Здесь nэв(Т) - концентрация элементарных возбуждений в области 2 ,  
так как элементарные возбуждения распределены симметрично отно
сительно р = О. В результате сверхпроводящий ток при температуре Т 

(7.6 . 1 7) 

При Т =  Те эта разность обращается в нуль .  
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Таким образом , оба способа описания электрического тока в сверх
проводниках приводят к одинаковым значениям концентрации сверх
проводящих электронов, равной общей концентрации электронов про
водимости, пs = п0 , при Т =  О. Однако, в первой модели ток убывает 
при повышении температуры при практически постоянном значении 
концентрации сверхпроводящих электронов за счёт уменьшения сме
щения центра масс одноэлектронных состояний внутри поверхности 
Ферми .  

Во  второй модели ток убывает з а  счёт уменьшения создающих 
сверхпроводящий ток электронов в области 3 (см. рис . 6 . 1 3 . 1 )  при по
стоянном, не зависящем от температуры смещении поверхности Ферми. 

Обе модели можно объединить, если ввести эффективную плот
ность сверхпроводящих электронов п; , зависящую от Т, 

Js :=;:j [дN(О) - пэв(Т)]еvF ,....., п; (Т) еЕ!.р ' (7.6. 1 8) т 
где п; (Т) rv дN(О) - пэв (Т) .  При Т =  О, пэв = О, LlN(O) rv по (Т) -
общей концентрации коллективизированных электронов. При Т ---с> Те , 
пэв ---с> дN(О) и п; (Т) ____, О. 

В обоих случаях причиной уменьшения плотности ]s сверхпроводя
щего тока при повышении температуры является увеличение концен
трации элементарных возбуждений. Интересно отметить, что малое по 
абсолютной величине изменение концентрации элементарных возбуж
дений приводит к сильному изменению плотности тока . В действитель
ности (на что указывают экспериментальные дан ные) при повышении 
температуры концентрация сверхпроводящих электронов монотонно 
уменьшается от значения пs (О) = п0 при Т = О до нуля при Т = 
= Те .  Отсюда следует, что модель Друде-Лорентца непосредственно не 
применима для описания сверхпроводящего тока. Корректной является 
вторая модель. Физическая причина неприменимости первой модели за
ключается, по-видимому, в том ,  что в ней предполагается возможность 
смещения поверхности Ферми как целого. В сверхпроводниках наличие 
элементарных возбуждений в области размытия поверхности Ферми, 
которые не участвуют в создании сверхпроводящего тока ,  препятствует 
этому процессу. Грубо говоря, при наличии элементарных возбуждений 
поверхность Ферми может смещаться лишь частично; частичному сме
щению поверхности Ферми и соответствует эффективная концентрация 
сверхпроводящих электронов п; (Т). 

Уменьшение общей концентрации электронов при повышении тем
пературы можно ещё пояснить следующим образом .  Предположим ,  что 
при Т = О вся поверхность Ферми смещается в направлении оси Рх 
на одну ячейку 2JТ1ija (а - период решётки) . Рассмотрим цепочку 
ячеек в направлении Рх . проходящую через центр поверхности Ферми. 
Такая цепочка вносит вклад в сверхпроводящий ток Js = 2evF (по 
второй модели) или епцllР = епц27Т1ij(ат) ( в  первой модели) , где т 
число атомов ,  пц - число заnолненных состояний в цепочке. Пусть 
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теперь при повышении температуры пары разрушаются, и электрон из 
области 2 переходит в область 3 (см. рис. 6 . 1 3 . 1 ) . При таком процессе 
появляется два элементарных возбуждения в областях 1 и 3. Вклад 
цепочки в сверхпроводящий ток Js становится равным  нулю .  Таким 
образом ,  при разрушении  одной куперовекай пары и появлении  эле
ментарного возбуждения в области 3, число электронов, создающих 
сверхпроводящий ток в модели Друде-Лорентца , уменьшается на ве
личину ns (�108) .  

7 .6 .6 . Андреевекое отражение. Рассмотрим границу между нор
мальным и сверхпроводящим металлом, через которую течёт постоян
ный ток. Как происходит процесс преобразования элементарных воз
буждений в нормальном металле в элементарные возбуждения в сверх
проводнике? Пусть направление тока таково, что к границе , со стороны 
нормального металла, подлетает <<частица>> с энергией Ерч и зарядом 
-е. 

Граница между нормальным и сверхпроводящим металлом пред
ставляет собой слой, толщиной �. равный размеру куперовских пар 
(длине когерентности), в котором энергетическая щель в спектре изме
няется от нуля в нормальном металле до значения l:l(T) в сверхпровод
нике, как изображено на рис. 7.6 .6 ,  ось х направлена перпендикулярно 
границе. Предположим, что энергия частицы Ерч < !:.(Т) . 

Е 

Е 
<] 

Er�--��--��------�--�--------� 
Нормальный х о  х 

металл Сверхпроводник 

Рис. 7.6 .6 .  Изменение энергетического сnектра квазичастиц на границе нор
мальный металл-сверхпроводник 

Как только <<Частица>> попадает в область, в которой появляется 
щель l:l(T) cl О, её закон дисперсии преобразуется в закон диспер
сии элементарных возбуждений Ер(Р) в сверхпроводнике. <<Частица>> 
превращается в <<Минусон>> ,  энергия которого Ер равна энергии <<части
ЦЫ•> Ерч и сохраняется постоянной при движении <<минусона>> вправо 
(см. рис. 7.6 .6) , так как в граничной области l:l(T) cl О, электрическое 
сопротивление отсутствует и электрическое поле равно нулю. По мере 
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движения минусона вправо щель в спектре сверхпроводника увели
чивается и «минусон» перемешается из одной ячейки в другие вдоль 
правой ветви кривой закона дисперсии ,  приближаясь к точке миниму
ма .  При этом групповая скорость <<Минусона>> и его заряд монотонно 
уменьшаются и обращаются в нуль в точке ха , в которой Ер становится 
равной Ь.. (Т) . 

В этой точке квазичастица отражается от границы и переходит 
на левую ветвь закона дисперсии ,  превращаясь в плюсон .  В точке ха 
направление скорости движения квазичастицы изменяется на обратное, 
и она начинает двигаться влево, переходя на левой ветви в ячейки всё 
более и более удалённые от минимума. Заряд и скорость плюсона при 
этом увеличиваются и при значении Ер = Еч , при котором щель Ь..(Т) 
обращается в нуль ,  становятся равными +е и -Vf . В этот момент 
плюсон трансформируется в <<античастицу>> нормального металла с ли
нейным законом дисперсии . Поскольку движение положительного за
ряда влево эквивалентно движению отрицательного заряда направо, 
рассмотренное отражение приводит к переносу заряда из нормального 
металла в сверхпроводник .  

Формально, отражение можно рассматривать как процесс, при ко
тором заряд и импульс <<Частицы>> в нормальном металле передаётся 
системе сверхпроводящих электронов, создающих сверхпроводящий 
ток. Поэтому никакого электрического поля, ускоряющего сверхпрово
дящие электроны, в этом случае на границе не возникает, а также не 
изменяется число одночастичных элементарных возбуждений в спектре 
сверхпроводника, соответствующее заданной температуре. 

Иначе, на границе ,  в переходной области ,  происходит следующий 
процесс . Токовому состоянию в нормальном металле при Т -1- О соот
ветствует большая заселённость ветвей спектра при р = Pf ,  чем при 
р = -pF (рис. 7.6 .7 ,  а ) .  

Минусоны Плюсоны Плюсоны Минусоны 
Еч , Е"а 1 '\ Еn, Ем 2 1 \ \ \ \ \ - --\-\ 

ток \ "' \ \ о \ 
<1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 

р 
EF -PF PF р 

а 
Рис. 7 .6 .7. а) Токовое состояние в нормальном металле на  границе нормальный 
металл - сверхпроводник; б) образование пары с зарядом -2е . En , Ем -

энергии плюсанов и минусанов 

Заселённость ветвей при р = -PF является следствием теплового 
возбу)Кдения квазичастиц .  В переходной области на границе фаз воз-
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никает щель, т. е .  спаривание частиц с противоположными импульсами 
становится энергетически выгодным .  Спектр нормального металла из
меняется . 

Минусаны на ветви 1 (рис. 7.6 .7 ,  6) с импульсом PF + /::;..р спари
ваются с минусанами на ветви 1' с импульсами :;.:;;;pr= . В результате 
образуются пары с зарядом -2е и импульсом :;.:;;;/::;..р, которые вклю
чаются в сверхпроводящий ток. При этом на ветви 2 появляются 
избыточные плюсоны ,  которые, двигаясь влево, преобразуются в ан
тичастицы и возвращаются в нормальный металл . Обратим внимание 
на то, что импульс таких отражённых <<античастиц•> при падении на 
границу под углом, близким к 1r j2, всегда антипараллелен импульсу 
соответствующих <<частиц•> ,  падающих на границу. 



Г л а в а  8 

ТЯЖЁЛЫЕ ФЕРМИОН Ы  

§ 8 . 1 .  Общая характеристика тяжёлых фермионов 

Тяжёлыми фермионами называются квазичастицы с зарядом -е, 
спином 1 /2 и эффективной массой т* � ( 102- 103)т0, где то - масса 
свободного электрона. Тиnичными представителями системы с тяжёлы
ми фермионами являются различные интерметаллические соединения 
на основе церия ,  например СеА\з , CeCuzSiz , СеСuб, и урана, наnример 
UBe1 3 , UPtз . 

Плотность электронных состояний v(E) на уровне Ферми в этих 
системах возрастает при поиижении температуры до величины, в 
1 02- 103 раз превышающей плотность состояний в нормальных метал
лах, т. е .  функция v (E) при низких температурах имеет в окрестностях 
уровня Ферми узкий ,  шириной порядка 1 мэВ (� 1 0  К), пик гигантской 
амnлитуды . Так как в металлах характерная ширина зоны проводимо
сти составляет 1 - 1 О эВ ( 1 04- 1 05) К, а эффективная масса обычно в ме
таллах составляет (0, 1 - 1  )т0, то частицам ,  образующим чрезвычайно 
узкий пик в nлотности состояний, соответствуют эффективные массы , 
сравнимые с массой протона .  Эти квазичастицы и получили название 
<<Тяжёлые фермионЫ•> .  Это означает, что у системы с тяжёлыми фер
мионами nри низких темnературах на поверхности Ферми формируется 
тонкий, порядка 1 о-зРF , слой электронов с огромной эффективной 
массой .  

По совокупности низкотемпературных свойств системы с тяжё
льtми фермионами (СТФ) не имеют аналогов среди всех известных 
тиnов твёрдых тел и nредставляют собой, по существу, особый класс 
металлических систем . 

§ 8.2 .  Эффект Кондо. Природа пика плотности 
состояний в системах с тяжёлыми фермионами 

Все известные СТФ являются хорошими металлами с локализо
ванными !-оболочками, несущие некомпенсированный локальный маг
нитный момент М. Характерный  радиус r f этой оболочки весьма мал 
и составляет 0,03-0,05 нм. Поэтому прямое перекрытие !-оболочек 
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пренебрежимо мало, даже когда 4!- и 5f-элементы находятся в каждой 
элементарной ячейке .  Плотность упаковки 4f- или 5f-центров , при 
которой !-оболочки перекрываются , в нормальных условиях недости
жима. Поэтому прямое обменное взаимодействие между магнитными 
моментами 4f- или 5f-центров отсутствует, так что, если бы эти 
соединения были диэлектриками ,  то они обладали бы парамагнетизмом 
во всей области температур. 

Наличие высокой концентрации электронов проводимости приводит 
к возникновению двух конкурирующих механизмов взаимодействия 
в системе магнитных моментов и коллективизированных s- и d-элек
тронов . 

Первый - механизм косвенного обменного взаимодействия ло
кализованных магнитных моментов через блохавекие sd-электроны ,  
получивший название взаимодействия Рудемана-Киттеля-Касуи
Иосиды (РККИ) . Природа этого взаимодействия заключается в по
ляризации локализованными магнитными моментами окружающих их 
sd-электронов .  Вокруг каждого магнитного иона возникают РККИ 
осцилляции (волна) спиновой плотности sd-электронов. Обозначим 
через J константу обменного взаимодействия локализованного момента 
М с sd-электронами .  Для электронов, расположенных непосредственно 
вблизи магнитных ионов , константа J отрицатель
на, т. е .  взаимодействие имеет а нтиферромагнит
ный характер, и спины электронов ориентируют
ся антипараллельно магнитному моменту М иона 
(рис. 8 .2 . 1 ). На расстояниях порядка параметра ре-

s s s s 
� 
ф ф ф ф 
м м м м 

шётки ориентация спинов в волне спиновой плот- Рис. 8 .2 . 1 .  Анти-
ности изменяется на противоположную, что приво- ферромагнитный 

дит к антиферромагнитной ориентации магнитного тип ориентации 

момента соседнего магнитного иона . В результате спинов электро-

РККИ взаимодействия в системе магнитных ионов нов 13 относитель
но магнитных мо-

устанавливается (при J < О) антиферромагнитное ментов атомов м 
упорядочение. 

Энергия взаимодействия определяется модулем константы обменно
го взаимодействия J. При упорядочении магнитные моменты соседних 
ионов дважды взаимодействуют со спинами sd-электронов. Поэтому 
энергия РККИ взаимодействия пропорциональна 12 и обратно пропор
цианальна кубу расстояния между магнитными ионами .  Так как общая 
энергия РККИ взаимодействия определяется также плотностью (s + 
+ d) -электронов на уровне Ферми ,  соответствующая ей температура 
РККИ-упорядочения будет 

J2v(EF) 2 ( ) Тркки rv 3 rv J v EF х, (8 .2 . 1 )  
R 

где х - концентрация магнитных ионов в единице объёма, v(EF) -
плотность электронных состояний на уровне Ферми ,  R - расстояние 
между магнитными ионами .  Константа J, в свою очередь, зависит от 
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степени гибридизации (величины перекрытия волновых функций) f- и 
sd-состояний и положения Е41 4f-уровня относительно уровня Ферми 
EF (рис .  8.2 .2 ,  а) .  

v(E) 

б 

Рис. 8.2.2. а) Плотность состояний v(E) в системах с тяжёлыми фермионами .  
6 ) К механизму кондо-сопротивления :  обмен спинами при  рассеянии электро

нов 

Степень гибридизации определяется величиной матричного элемен
та Vsf перехода электронов между f- и sd-состояниями,  так что 

(8 .2 .2) 

Таким образом, под действием косвенного обменного взаимодей
ствия в системе непосредственно не взаимодействующих магнитных 
моментов при температурах ниже Тркки должен установиться антифер
ромагнитны й  (при J < О) или ферромагнитный  (при J > О) порядок, 
или же состояние спинового стекла при J < О  (спиновое стекло - со
стояние, возникающее в разбавленном магнитном веществе при пони
жении  температуры, при котором локализованные магнитные моменты 
каждый раз замерзают со случайной ориентацией) . 

Второй механизм определяется эффектом Кондо. Эффект Кондо 
проявляется в появлении минимума при Т =  Тк в зависимости электри
ческого сопротивления р от температуры при поиижении температуры 
металлов с магнитными примесями .  В 1 964 г. Кондо показал , что ло
гарифмический рост сопротивления при поиижении температуры ниже 
Тк является следствием рассеяния с переворотом спина блоховских 
sd-электронов на локализованных магнитных моментах примесных ато
мов, и может быть получен в теории возмущений во втором бориовеком 
приближении .  

Механизм кондо-рассеяния заключается в следующем 
(рис. 8.2 .2 ,  6) . Электрон на уровне Ферми со спином, ориентированном 
противоположно спину на уровне E4f (на рис. 8.2.2, б - со спином 
вниз) ,  переходит на  уровень E4f .  Одновременно электрон с ориента
цией спина вверх переходит с уровня E4t на уровень Ферми.  Частота 
таких переходов определяется энергией кондовского взаимодействия 
"'kвТк и при Тк ;:::::: 1 0  К составляет ;:::::: 1 0 1 2  Гц . Измерение магнитного 
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момента уровня E4f с такой частотой означает, что среднее значение 
магнитного момента 4f-электронов становится равным нулю.  Темпера
тура Т =  Тк получила название температуры Кондо . 

Однако, как было показано А .  А. Абрикосовым и Х .  Сулом в 1 965 г. , 
при температуре 

T ---+ Tk � TF exp [- v(E�)Jg] , (8 .2 .3) 

где J - константа обменного взаимодействия ,  TF - температура Фер
ми sd-электронов, v(EF) - плотность электронных состояний ,  g = 2j + 
+ 1 - кратность вырожденИя магнитного уровня (j - полный маг
нитный момент f электронов), ряд теории возмущений ,  используемый 
Кондо, расходится. Эта расходимость является следствием образования 
вблизи EF при низких температурах резкого (шириной �kвТк) много
частичного резонанса, получившего название <<резонанс Абрикосова
Сула� .  Этот резонанс отвечает переходу от слабого взаимодействия 
зонных электронов с магнитны ми моментами  примесей при высоких 
температурах Т » Тк к сильному взаимодействию при низких Т � Тк 
температурах, когда вокруг магнитного иона формируется квазисвя
занное состояние - <<гало•> зонных электронов с противоположным 
направлением спина .  При Т « Тк кондовские процессы могут быть 
описаны в рамках ферми-жидкостного подхода. 

В последние годы Б .  Вигману и Н. Андрею удалось получить 
точное решение проблемы Кондо для невзаимодействующих магнитных 
примесей с j = 1 /2 ,  которое позволяет при помощи единой , найденной 
ими  зависимости , соединить все предыдущие решения во всём тем
пературном интервале от Т «  Тк до Т »  Тк . В частности , ими было 
показано, что на зависимости v(E) вблизи энергии Ферми возникает 
лоренцевекий резонанс шириной �kвТк . 

Таким образом , переход в результате кондо-флуктуаций спина от 
магнитного состояния при Т >> Тк к синглетному немагнитному со
стоянию при Т ----+ О следует связывать с возникновением вблизи EF 
узкого многочастичного резонанса Абрикосова-Сула.  Амплитуда этого 
резонанса для одной магнитной примеси равна 

R(E ) _ 1rkв _ 1 ,297Гkв vl F - 6Т0 
-

6Tk · (8 .2 .4) 

Здесь Тк/То = 1 ,29 - константа Вильсона . Чем ниже температура 
Кондо, тем уже резонанс и тем больше его амплитуда .  

При повышении температуры в области Т > Тк резонанс размыва
ется в результате рассеяния электронов на фононах. Кроме того, при 
повышении температуры увеличивается частота термических флукту
аций спина !-электронов. Когда эта частота сравнивается и стано
вится больше частоты кондовских переходов из состояния s = 1 /2 
в состояние s = - 1 /2 ,  кондовские процессы рассеяния электронов 
подавляются . В результате этих двух процессов амплитуда резонанса 
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Абрикосова-Сула уменьшается с ростом температуры ,  и при Т » Тк 
резонанс вообще исчезает. Кондо-системы становятся парамагнетиками 
с магнитными моментами !-оболочек ,  близкими к магнитным  момен
там свободных ионов . 

Для одной магнитной примеси амплитуда резонанса пренебрежимо 
мала по сравнению с невозмущённой плотностью состояний v0 (E) 
в sd-зоне. Однако при переходе к кон центрированным кондо-системам , 
когда концентрация Nf невзаимодействующих магнитных примесей 
велика (сравнима с кон центрацией немагнитных атомов) возникает 
обратная ситуация : R ( ) 1rkв vн1 E4f � бТk N1 . (8 .2 .5) 

При N1 � 1 022 см-3 и Тк � 1 0 К величина vf.J1 (E4J ) � 

� 1 000 мДж/К2 моль ,  что в "' 1  03 раз превышает невозмущённое 
значение плотности состояний v0 (EF ) . Например, для меди vo (EF) � 
� 1 мДж/К2 моль .  С этим обстоятельством и связано колоссальное 
увеличение эффективной массы электронов на поверхности Ферми ,  
и появление системы тяжёлых фермионов . 

Тяжёлый  фермион можно представить как некоторое смешанное 
образование из локализованных 4f- или 5j-состояний и фермневских 
3d-электронов (рис. 8 .2 .3 ) .  Формирование такого состояния,  с одной 

Рис. 8 .2 .3 . Схематическое 
изображение образования 

тяжёлого фермиона 

стороны,  приводит к эффективному по
давлению локального магнитного момента 
!-оболочек за счёт быстрых кондонских 
флуктуаций спина ,  а ,  с другой стороны ,  
вызывает резкое утяжеление самих фермн
евских электронов из-за их существенного 
<<смешивания>> с локализованными !-состо
яниями .  

Итак ,  в металлических системах, содер-
жащих невзаимодействующие локализован

ные магнитные моменты, наиболее существенными являются два ме
ханизма взаимодействия: РККИ, приводящее к магнитному упорядоче
нию ,  и взаимодействие Кондо, приводящее к основному немагнитному 
состоянию с гигантским резонансом Абрикосова-Сула в плотности 
состояний вблизи энергии Ферми.  

Если у данной системы Тркки > Тк , то при пониженин температу
ры сначала металлическая система переходит в магнитно-упорядочен
ное состояние.  Магнитные моменты связываются обменными силами 
с энергией �kвТРККИ · Так как в этом случае энергия связи магнит
ных моментов превышает энергию,  соответствующую кондо-процессу 
(�kвТк) ,  магнитные моменты М <<замораживаются >> ,  и кондо-процес
сы ,  сопровождающиеся переворотом спина ( изменением направления 
магнитных моментов !-оболочек) становятся невозможны:  магнитные 
моменты М жёстко фиксированы силами косвенного обменного взаи
модействия .  
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Наоборот, если Тк > Тркки, то при понижении температуры сначала 
возникает сильная динамическая кондо-экранировка локализованных 
магнитных моментов ,  эффективные магнитные моменты обращаются 
в нуль .  Система становится немагнитной, что исключает возможность 
образования магнитно-упорядоченного состояния. 

Рассмотрим зависимость Тркки и Тк от величины константы .J: 

Тркки (х) "' 12(x)v(EF)x, Tk "' TF exp [- J(x)�(EF) ] · 
Здесь х - концентрация магнитной примеси . 

(8 .2 .6) 

Характер этих зависимостей иллюстрируется рис. 8 .2 .4 . В области 
значений J < J* величина Т Ркки > Тк . При понижени и температуры 
в этой области при Т = Тркки си-
стема переходит в антиферромаг-
нитное (или ферромагнитное) со- 4 / 
стояние или же состояние спи
нового стекла .  При J > ]* ре
ализуется немагнитное состояние 
Кондо с образованием системы тя
жёлых фермионов. Таким обра
зом, для образования систем с тя
жёлыми фермионами необходимо, 
чтобы константа обменного вза-

/,1 / 1  / 1 / 1 
Тркки _,.., ,..- i _...- : ........ ........ 1 

о - -- -- l 
i l* 1 

0,02 0,04 0,06 

имодействия sd- и локализован- 1, уел. ед. 

ных !-электронов была достаточ- р 8 2 4 х " ис .  . . . арактер зависимостен 
но велика. Для этого (см. (8 .2 .2)) Тркки и 1� от величины J 
Е4f-уровень должен быть распо-
ложен непосредственно под уровнем Ферми.  В этом случае малость 
знаменателя EF - Е41 в формуле (8 .2 .2) и достаточно большой числи
тель V821 обеспечивают большое значение параметра J. 

Из сказанного следует, что системы с тяжёлыми фермионами - это 
не просто металлические соединения или сплавы с большой концентра
цией ионов с локализованными магнитными  моментами ,  а такие систе
мы кондо-центров , для которых выполняется условие Тк > Тркки , т. е. 
такие системы, у которых косвенное обменное (РККИ) взаимодействие 
магнитных ионов друг с другом ,  несмотря на большую концентрацию 
магнитных ионов , оказывается подавленным .  

§ 8.3. Резонанс Абрикосова-Сула 

Ulирина резонанса (kвТк)  Абрикосова-Сула определяется 
температурой Кондо Тк . Положение резонанса относительно EF 
(см. рис . 8 .2 .2 ,  а) зависит от полного магнитного момента !-электро
нов И Тк . 
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Так как каждый тяжёлый  фермион является гибридным состоянием 
sd- и !-электронов , ч исло состояний в резонансе Абрикосова-Сула,  
которы й  можно рассматривать как зону тяжёлых фермионов, равно 
числу Nf магнитных ионов в решётке . Каждое состояние в области 
резонанса вырождена в зависимости от степени вырождения !-уровня . 
При j = 1 /2 степень вырождения равна 2j + 1 = 2 .  При j = 5/2 сте
пень вырождения равна б. Число электронов , участвующих в каждый 
данный момент времени в кондо-рассеянии и образующих тяжёлые 
фермионы,  равно числу магнитных ионов N1 в решётке. 

При j = 1 /2 в зоне тяжёлых фермионов имеется Nf двукратно 
вырожденных состояний .  Nf тяжёлых фермионов заполняют резонанс 
при Т = О наполовину - рис. 8.3 . 1 ,  а.  На этом рисунке изображена 

Е 

б 
Рис. 8 .3 . 1 .  а) Плотность состояний для случая Тк > Тркки . 6) Расщепление 

уровня f кристаллическим полем решётки 

функция плотности состояний квазичастиц .  Граница заполненных со
стояний ,  определяющая при Т = О К положение уровня Ферми, точно 
совпадает с положением максимума Еле резонанса Абрикосова-Сула.  

При j = 5/2 резонанс содержит Nf шестикратно вырожденных со
стояний ,  так что его ёмкость составляет бN1 . Nf тяжёлых фермионов 
заполняют его на 1 /б часть . В этом случае граница заполнения (энер
гия EF) расположена левее, ниже по энергии ,  максимума резонанса 
Абрикосова-Сула Еле - Другими  словами максимум резонанса сдви
нут относительно уровня Ферми вправо в область больших значений 
энергии .  

В действительности необходимо учитывать, что в реальных кри
сталлах уровень E4f расщепляется в кристаллическом поле решётки .  
Предположим ,  что симметрия поля такова , что шестикратно вырож
денный !-уровень расщепляется на три дублета, расположенных на 
расстояниях � �  и �2 • как изображено на рис. 8.3 . 1 ,  б. 

При наличии расщепления важное значение и меет соотношение 
энергии кондо-взаимодействия ( rvkвTк ) и величины расщепления � �  
и �2 уровней в кристаллическом поле. Если kвТк « � � , то в эффек
тивном кондо-рассеянии ,  формирующем резонанс Абрикосова-Сула, 
принимает участие только нижний дублет с j = 1 /2. Его степень вы
рождения равна 2 .  В этом случае кондо-рассеяние происходит, в первом 
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приближении ,  точно так же , как на двукратно вырожденнам уровне 
с j = 1 /2, в результате чего значения энергии EF и Еле совпадают. 

Такая ситуация реализуется у кондо-сплавов СеА\3 , CeCu2Si2 , 
UBe 1 3 . Полный магнитный  момент !-электронов у этих соединений 
j = 5/2 .  Например, у CeCu2Si2 и СеА\3 шестикратно вырожденные 
f-уровни расщепляются на три дуплета, расстояния между которы
ми составляют !J. t /kв = 1 40 К, !J.2 /kв = 364 К у CeCu2Si2 и СеАlз 
и !J. 1 /kв = 50 К, !J.2/kв = 1 1 4 К у СеАl з .  

Если же kвТк ;;;:: !J.1 , !J.2 , то  эффективное рассеяние происходит одно
временно на всех трёх двукратно вырожденных уровнях, и реализуется 
случай,  при котором Еле расположен правее EF ; резонанс заполнен 
на 1 /б часть. Очевидно, что в последнем случае плотность состояний 
тяжёлых фермионов на уровне Ферми,  а ,  следовательно, и их эффек
тивная масса, будут существенно меньше, чем в случае Еле = EF . 

Однако, следует иметь ввиду, что орбитальное вырождение !-состо
яния увеличивает вероятность кондонских процессов рассеяния даже 
при kвТк « !J.1 , !J.2 и приводит к доминированию локальных кондов
ских флуктуаций спина над многоцентровым магнитным РККИ-вза
имодействием . По мере роста g = 2j + 1 по сравнению с j = 1 /2 
кондовский перебрас спина по разным проекциям магнитного момента 
!-электронов облегчается, так что подавление магнитного момента 
!-состояний за счёт кондонских флуктуаций может превалировать над 
многоцентровым магнитным взаимодействием, что приводит к увели
чению Тк . Таким образом, в выполнении условия Тк » Тркки играет 
роль кратность g вырождения !-уровня. При g --+  оо, т. е .  при увеличе
нии числа проекций магнитного момента !-электронов (-j � 1n � j) ,  
кондонские флуктуации спина ,  приводящие к перескокам по всем т 
проекциям, начинают доминировать над магнитным  РККИ-взаимодей
ствием при всё более и более низких значениях J. 

Из сказанного следует, что для реализации гигантской плотности 
состояний на уровне Ферми и, соответственно, гигантских значений 
эффективной массы sd-электронов ,  необходимо брать такие концентри
рованные системы ,  у которых низшее, отщеплённое кристаллическим 
полем состояние является дублетом и выполняется условие !J.1 » 
» kвТк » kвТРкки . Но при этом должно быть обеспечено подавление 
косвенного магнитного взаимодействия РККИ магнитных моментов 
друг с другом, а сам резонанс расположен при Еле = EF . 

§ 8.4.  Классификация кондо-систем 
с тяжёлыми фермионами 

Зависимости Тк и Тркки от J (см .  рис . 8 .2 .4) могут быть исполь
зованы для классификации различных типов систем с тяжёлыми фер
мионами .  Соединения с Тк » Тркки и подавленным магнитным  момен
том !-электронов принято называть немагнитными кондо-системами. 
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Немагнитные кондо-системы с периодически расположенными кондо
центрами получили название немагнuтных кондо-решёток. 

Немагнитные кондо-системы и кондо-решётки ,  в свою очередь, 
можно разделить на два типа .  

1 .  Системы ,  у которых положение уровня Ферми совпадает с мак
симумом резонанса Абрикосова-Сула (Er = Еле) .  Они удовлетворяют 
условиям j = 1 /2 или j > 1 /2,  но величина расщепления !-уровня 
в кристаллическом поле при Т =  О много больше kвТк :  kвТк « D. t ,  D.2 . 
Так как в этих соединениях кондонское рассеяние осуществляется 
только на н ижнем дублете с j = 1 /2, этот тип систем с тяжёлыми 
фермионами  принято называть <<j = 1 /2>> -немагнитные кондо-системы 
или кондо-решётки .  

2 .  Системы, у которых Еле > Er. Сюда относятся все кондо-со
единения с kвТк » D. t , D.2 . Для таких систем представляется целе
сообразным использовать термин <<j = 5/2>> -концентрированные кондо
системы .  

Металлические соединения на основе редкоземельных элементов, 
в которых косвенное обменное взаимодействие доминирует над кон
довекими  флуктуациями  спина и Тркки » Тк . представляют собой 
обычные магнитные 4f-металлы с обычными значениями эффективной 
массы блоховских электронов на уровне Ферми .  

§ 8 .5. Ферми-жидкостные эффекты 
в системе тяжёлых фермионов 

При пониженин температуры в области выше Тк сначала возникает 
кондо-рассеяние, приводящее к логарифмическому возрастанию элек
трического сопротивления. В области температур Тког � Т � Тк идут 
невзаимодействующие кондо-процессы , возникает гигантский резонанс 
Абрикосова-Сула и образуется газ тяжёлых Фермионов. 

При достаточно низких температурах Т � Тког "" Тк / 1 0  в системе 
периодически расположенных кондонских центров (в  кондо-решётках) ,  
согласно теореме Блоха, устанавливается когерентность кондонских 
флуктуаций спина .  При появлении когерентности тяжёлые фермио
ны образуют энергетические зоны с вполне определённым законом 
дисперсии Е(р ), характеризуемым наличием очень больших значений  
эффективной массы . 

Переход к режиму когерентных кондонских флуктуаций может 
привести к появлению в резонансе Абрикосова-Сула локальной щели 
(локального уменьшения плотности состояний) ,  которую,  по-видимо
му, можно сравнить с кулонавекой щелью в примесных зонах полу
проводников. В обоих случаях уменьшение плотности состояний на 
уровне Ферми связано с электрон-электронными корреляциями  типа 
эффективного отталкивания.  Образование щели приводит к уменьше
нию потенциальной энергии кулонавекого взаимодействия, и, пока это 
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уменьшение превалирует над процессом увеличения (при образовании 
щели) кинетической энергии ,  образование щели оказывается энергети
чески выгодным .  

Образование ферми-жидкости тяжёлых фермионов приводит к то
му, что при Т < Тког кондовское возрастание электрического сопро-
тивления при пониженин  температуры сменяется его уменьшением по 
закону 

Ь.р = р(Т) - р(Т __, О) = АТ2, (8 .5 . 1 )  

характерному для ферми-жидкостного рассеяния квазичастиц. П о  тео
рии ферми-жидкости Ландау сильное взаимодействие между электро
нами при Т __, О не изменяет величину волнового вектора kf . Учитывая 
это обстоятельство, и полагая , что поверхность Ферми  является сфе
рой, концентрация nтФ тяжёлых фермионов определяется по формуле 

k� nтф = -2 .  37r (8 .5 .2) 

Для CeCu2Si2 фермиевекий волновой вектор J..;F = О, 75 · 1 08 см� 1 , 
а эффективная масса m�Ф = Зrn/kf :::о 5 1 2m0 . Здесь 1 - коэффици
ент в электронной части теплоёмкости се = ,т. Тогда фермневская 
скорость получается VF = rLkF/m�Ф :::о 1 ,7 · 1 05 см/с, TF = m�фVF/2kв :::о 
:::о 47 К .  Полученные значения параметров тяжёлых фермионов следует 
рассматривать как оценочные ,  поскольку при их вычислении использо
вался ряд упрощений .  

§ 8.6 .  Сверхпроводимость систем 
с тяжёлыми фермионами 

Одним из удивительных свойств немагнитных кондо-решёток яв
ляется возникновение при температуре Т = Те сверхпроводимости 
в системе тяжёлых фермионов. Переход в сверхпроводящее состояние 
сопровождается скачком теплоёмкости, возникновением аномального 
диамагнетизма и обращением в нуль сопротивления .  

Следует отметить , что скачок теплоёмкости при Т = Те имеет такой 
же порядок величины,  как электронная теплоёмкость немагнитных 
кондо-решёток до перехода в сверхпроводящее состояние, что ука
зывает на то, что за сверхпроводимость ответственны именно тяжё
лые фермионы .  Другой особенностью сверхпроводимости таких систем 
являются гигантские значения производной по температуре второго 
критического поля Нс2 · 

Для сверхпроводников с длиной свободного пробега электронов 
l « �о (�о - длина когерентности) производная второго критического 
поля по температуре определяется формулой 

dHc2 1 . 
dт � ::::O Jpo ,  Т�Т, 

(8 .6 . 1 )  



352 Гл. 8. Тяжёлые фермионы 

где j ,....., v (EF ) , р0 - остаточное сопротивление.  Экспериментально 
полученные значения dHc2fdT согласуются с огромными значениями 
плотности состояний тяжёлых фермионов. Характеристики  некоторых 
сверхпроводников с тяжёлыми фермионами  приведены в табл . 8.6 . 1 .  

Сверхпроводимость в системах с тяжёлыми  фермионами ,  существу
ющая в условиях гигантского усиления  плотности состояний на уровне 
Ферми,  является своеобразным аналогом сверхтекучести гелия .  Таким 
образом , на примере сверхпроводимости немагнитных кондо-решёток 
осуществляется смыкание двух, казалось бы, совершенно различных 
областей физики :  физики квантовых жидкостей и физики металлов. 

Т а б л и ц а  8 .6 . 1 
Характеристики некоторых сверхпроводников: � - длина когерентности, .>.. -
глубина проникновения, Не2 , Het - второе и первое критические магнитные 
поля, Те - критическая температура, dHe2/dT - производная второго кри
тического поля по температуре, 1 - коэффициент электронной теплоёмкости, 

пропорциональный плотности состояний на уровне Ферми 

Сверх- м Дж Не2 > Не2 кЭ dHe2 кЭ �. провод- "( . -- Те, К 
кЭ Т: '  к - dT ' . 

МОЛЬ·К2 к НМ ник 

CeCщSi2 
1050 0,04-0,6 1 0- 1 8  20-44 1 00-250 1 9  

UВе1 з  1 1 00 0,85 1 30 1 50 260 1 4,2 

UPtз 450 0,54 > 1 6 >32 63 1 2  

U PtC2 75 1 ,47  - - - -
Sn 1 ,78 3,73 0,3 0,08 0, 1 4  230 

§ 8. 7 .  Системы с тяжёлыми фермионами 
особый класс веществ 

Л, 
н м 

200 

1 4,2  

360 

-

5 1  

Hel , 
э 

23 

-
22 

-
-

Возникновение тяжёлых фермионов приводит к качественному из
менению вел ичины и температурных зависимостей всех параметров 
этих систем ,  зависящих от плотности состояний (эффективной массы) 
электронов на уровне Ферми .  Перечислим основные изменения .  

1 .  Резко возрастает электронная теплоёмкость се = 1Т при темпе
ратурах ниже температуры Кондо, вместо её уменьшения при умень
шении температуры по линейному закону у обычных металлов. 

2. Аналогичным образом усиливается парамагнетизм Паули .  
3 .  Эффективные магнитные моменты 4f-оболочек магнитных ионов 

обращаются при поиижении температуры в нуль .  Вместо ферро- или 
антиферромагнитного состояния при низких температурах система ста
новится немагнитной . 
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4. При низких температурах система тяжёлых фермионов становит
ся когерентной, что nриводит к ферми-жидкостной зависимости элек
трического сопротивления от температуры (Ь.р = АТ2) .  Коэффициент 
А и коэффициент Зеебека 

7!"3 k� 
S(T) = - 3  eTF Т =  о:Т (8 .7 . 1 )  

у немагнитных решёток аномально велики п о  сравнению с нормальны
ми металлами. 

5 .  Наблюдается сильное, аномальное увеличение коэффициента 
Холла при поиижении температуры от Т �  Тк до Т :(: �, .  

6 .  Гигантское увеличение эффективной массы электронов при  Т < 
< Тк приводит к резкому уменьшению электронного вклада в тепло
проводность в этой области температур. 

7. Сверхпроводящие характеристики сверхпроводящих кондо-сн
етем резко отличаются от аналогичных характеристик обычных, клас
сических сверхпроводников . 

Некоторые характеристики немагнитных <<j = 1 /2•> кондо-решёток 
CeCu2Si2 , СеАlз , CeCu6 , UBe 13 и ,  для сравнения, нормального метал
ла - меди - приведены в табл . 8 .  7. 1 .  

Т а б л и ц а  8 .7. 1 
r - коэффициент электронной теплоёмкости, пропорциональный плотно
сти состояний на уровне Ферми ,  х(О) - магнитная восприимчивость, 
m;Ф/mo - эффективная масса в единицах массы свободного электрона, TF, 
kF и VF - фермиевекие температура, волновой вектор и скорость электронов, 
Rн(4,2)/Rн ( 1 00) - отношение коэффициентов Холла при двух температурах 

4,2 к и 1 00 к 

г( Т _, О), 
х, m;Ф kF ,  VF , Rн (4,2) Металл м Дж TF ,  к 

моль·К2 eд. CGSM тпо \ 08 см- 1 \05 см 
Rн ( \ 00) с 

CeCu2Si2 
1050 0,0065 500 8 0,74 1 ,7 1 5  

СеА13 \ 620 0,036 800 5 0,73 1 1 8  

СеСuб 1 450 0,027 1 02- 1 03 3 1 ,0 1 \ 0  

UBetз \ 100 0,0 1 5  10  0,87 3,4 12 

Cu 0,7 \о-б 8 .  1 04 1 ,36 0,57 1 

Таким образом , по совокупности низкотемпературных свойств 
немагнитные кондо-решётки не имеют аналогов среди всех известных 
типов твёрдых тел ,  и должны рассматриваться как принципиально 
новый класс металлических систем. 

12 Н.Б.  Брандт, В .А.  Кульбачинский 



Г л а в а  9 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ 

В ПОЛУПРОВОДНИКАХ 

§ 9. 1 .  Общие положения 

В физике полупроводников принято рассматривать два основных 
типа элементарных возбуждений электронной системы :  электроны 
и дырки. Отметим, что электроны и дырки в полупроводниках, как ква
зичастицы, принципиально отличаются от элементарных возбуждений 
типа <<Частица>> и <<античастица>> ,  которые были рассмотрены  в гл . 6 , 
при описании энергетического спектра электронов в металлах. 

<<Частицы >> и <<античастицЫ>> независимо от их энергии имеют одну 
и ту же скорость.  При включении  электрического поля эта скорость не 
меняется ,  а меняется ч исло элементарных возбуждений ,  которое опре
деляет силу тока. В терминах <<Частица>> и <<античастица>> смещение 
изоэнергетических поверхностей в электрическом поле описывается 
увеличением ч исла пар элементарных возбуждений,  скорость которых 
определяется законом дисперсии ,  а не величиной приложеиного элек
трического поля .  

В полупроводниках электрический ток создаётся <<электронами>> 
и <<дырками >> ,  число которых при заданной температуре сохраняется 
постоянным ,  а величина тока определяется средней скоростью, кото
рую они приобретают в электрическом поле. 

Различие в характере элементарных возбуждений в спектре метал
лов и rюлупроводников связано с различием химической связи у этих 
двух классов веществ .  В металлах связь осуществляется коллекти
визированными электронами внешних электронных оболочек атомов . 
Поэтому металл можно представить как решётку, образованную по
ложительно заряженными атомными остовами ,  погружённую в отри
цательно заряженную ферми-жидкость. У полупроводников решётка 
образована нейтральными  атомами ,  связанными или  чисто ковалент
ной связью (атомарные полупроводники подгруппы вrv периодической 
системы элементов) или смешанными ковалентно-ионными связями  
(кристаллы соединений лшвv, A1vвvr и другие бинарные системы) . 

Беспримесные и бездефектные полупроводники при Т = О К явля
ются фактически диэлектриками .  Это означает, что у полупроводников 
полностью заполненная верхняя валентная зона, образованная пара
ми  электронов на связывающих молекулярных гибридных орбиталях 
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(например, sp3 у полупроводников типа алмаза и кремния) ,  отде.пена 
от зоны проводимости запрещённой зоной Eg. По своему физическому 
смыслу ширина запрещённой зоны соответствует энергии  ионизации -
минимальной энергии, которую необходимо затратить, чтобы перевести 
электрон из связанного состояния на молекулярной орбитали в несвя
занное состояние в зоне проводимости, т. е. в состояние, в котором 
электрон может свободно перемещаться в решётке. 

§ 9.2 .  Электроны и дырки 

Для создания подвижных электронов необходим ра зрыв некоторого 
количества связей. Связи могут разрываться при повышени и  темпера
туры и под действием ионизирующих излучений .  При разрыве каждой 
связи возникает один электрон в зоне проводимости и одно вакантное 
квантовое состояние в валентной зоне. Обычно в полупроводниках 
число возбуждённых электронов мало по сравнению с числом атомов 
в решётке. Поэтому электроны в полупроводниках, в большинстве 
случаев за исключением сильнолегированных систем, можно рассмат
ривать как слабо неидеальный ферми-газ. Соответственно, можно не 
учитывать поправки ,  связанные с перенормировкой массы электронов 
в результате· ферми-жидкостного взаимодействия . 

Вакантные квантовые состояния,  возникающие в решётке при раз
рыве ковалентных или смешанных связей , получили название дырок 
(рис. 9 .2 . 1 ) .  Напомним,  что каждая связь 
образуется nарой электронов с противоnо
ложно наnравленными спинами .  В основ
ном состоянии система атомов, связанных 
ковалентными связями ,  электрически ней
тральна.  Удаление электрона с одной из 
связей со спином, наnример, 1 /2 приводит 
к образованию положительно заряженной 
области с зарядом +е и спином - 1 /2. 
В это состояние может перейти электрон Рис. 9.2 . 1 .  Отсутствие элек-
с одной из соседних связей . Но при этом трона (светлый кружок) на 

соседняя связь разрывается и область по- одной из ковалентных свя-

ложительного заряда (дырка) перемещает- зей в кремнии 

ся в это место. Поскольку переходы элек-
тронов в состоян ие с разорванной связью с соседних эквивалентных 
молекулярных орбиталей равновероятны, дырка хаотически мигрирует 
в кристаллической решётке. Естественно, что состоян ие с разорванной 
связью может заполнить также любой из оторванных электронов, т. е. 
любой электрон, находящийся в зоне проводимости (если он прибли
жается к разорванной связи) ,  что энергетически выгодно. 

Поэтому при каждой заданной температуре в полупроводниках 
устанавливается динамическое равновесие между числом (р) разрыва
ющихся связей, т. е .  числом (п) электронов, перебрасываемых в зону 

1 2* 
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проводимости , и ч ислом обратных переходов . В связи с этим электроны 
и дырки можно рассматривать как квазичастицы лишь при условии ,  
что их времена жизни т настолько велики ,  что соответствующие им  
неопределённости энергии  �Е ,....., njт существенно меньше энергии 
самих квазичастиц .  

Среднее время жизни электронов в зоне проводимости (и соответ
ственно дырок в валентной зоне) в собственных (без примесей) полу
проводниках обратно пропорционально вероятности VV рекомбинации, 
т. е .  заполнения электроном одной из разррванных связей в валентной 
зоне. Из самых общих соображений ,  вероятность рекомбинации про
порцианальна числу р разорванных связей (дырок) :  VV = ар. Коэффи
циент пропорциональности а характеризует вероятность рекомбинации 
при единичном акте взаимодействия .  

В газовой модели каждый акт рекомбинации рассматривается как 
результат соударения электрона с дыркой, которой приписывается 
некоторое эффективное сечение S рассеяния (взаимодействия) .  Тогда 
частота соударения  электронов с одной дыркой будет равна ч ислу 
электронов , заключённых внутри цилиндра с основанием S и длиной, 
равной средней тепловой скорости vт движения электронов , т. е .  Svтn. 
где n - число электронов в единице объёма ,  а средняя частота ссуда
рений одного электрона - Svт. Частота рассеяния одно

.
го электрона 

на р дырках будет соответственно Svyp, а время жизни электрона 
1 1 т ,....., -- = -- так как n = р. (9.2 . 1 ) S11тр Svтn ' 

Чтобы электрон можно было рассматривать как квазичастицу 
с энергией En . неопределённость его энергии !J.Еп должна быть мень
ше этой величины:  

�Еп ,....., � ,....., nSvтn(T) « Еп .  т 
Полагая En = mov}/2 � kвТ. находим 

2 
nSvтn(T) « m�vт . 

Подставляя значение vт � j2kвT /то , находим 

n(T) « 
h
1S v kв�mo . 

(9 .2 .2) 

(9 .2 .3) 

(9.2 .4) 

Естественно считать , что радиус эффективного сечения взаимодей
ствия у дырки порядка пространствеиной протяжённости разорванной 
связи, т. е .  rvO, l нм. При этом предположении неравенство (9 .2 .4) вы
полняется в области высоких температур практически для всех соб
ственных полупроводников 

_I_�kвTmo ,....., 1 020 -з (Т r1s 2 см V !К · 
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Оно также хорошо выполняется в области низких температур, так как 
n(T) при поиижении температуры экспоненциально быстро уменьша
ется .  

Таким образом, элементарные возбуждения  - электроны (будем 
обозначать их индексом е) и дырки (будем обозначать их индексом h) 
в полупроводниках можно рассматривать как квазичастицы с опреде
лёнными значениями энергии и импульса. 

Подчеркнём ещё раз, что дырка в полупроводниках и <<античастица•> 
в металлах - существенно разные понятия .  Дырка имеет опреде
лённый физический  образ - разорванную связь в решётке полупро
водника. Обязательным условием рождения дырки является наличие 
двухзонного спектра: валентной зоны и зоны проводимости, разделён
н ых энергетической щелью, т. е .  областью запрещённых значений  энер
гии .  <<Античастица>> в металлах не имеет определённого физического 
образа - она описывает возбуждённое состояние ферми-жидкости, 
как единой системы сильно взаимодействующих электронов . Рождение 
<<античастиц•> не связано с межзонными переходами электронов . <<Ан
тичастицы•> вводятся в каждой энергетической зоне, т . е .  для каждой 
изоэнергетической поверхности в отдельности .  

§ 9.3. Закон дисперсии электронов и дырок 

Энергетические спектры электронов и дырок в полупроводниках 
и их законы дисперсии  формируются движением электронов и дырок 
в поле периодического потенциала решётки .  

Волновая функция электрона и Дырки в полупроводнике, так же 
как волновая функция электрона в металле, может быть представлена 
на основании теоремы Блоха (см . § 6.4) в виде плоской волны ,  моду
лированной с периодом решётки 

фk (r) = щ (r) ехр (ikr) , (9 .3 . 1 )  
где 

uk (r) = щ(r + а), (9.3 .2) 
а - период решётки.  

Рассеяние Блоховских волн на периодическом потенциале решётки 
приводит к образованию многозонного энергетического спектра элек
тронов и дырок в полупроводниках. 

Однако, при рассмотрении этой задачи надо учитывать следующее. 
У металлов величины разрыва энергии на границах зон Бриллюэна 
(рис. 6 .7.2) ,  определяющие расстоян ия между энергетичеСiшми зонами 
(ширины областей запрещённых значений энергии) равнялись, прибли
зительно, удвоенному значению величины эффективного рассеивающе
го потенциала V,Ф для данного направления в пространстве импульсов. 
У металлов величины V,Ф практически всегда малы. Малость Vэф 
является следствием , с одной стороны, сильной экран ировки истинного 
кулоновского потенциала ионов решётки электронами,  концентрация 
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которых у металлов велика, и, с другой стороны ,  большой величины 
фермиевекой (vF � 1 06 м/с) скорости движения электронов в решётке. 

У полупроводни ков ситуация сильно отличается :  концентрация сво
бодных электронов мала и мала также скорость их движения, со
ответствующая значению тепловой энергии kвТ. Поэтому величина 
рассеи вающего потенциала в полупроводниках намного больше, чем 
в металлах. В результате, расстояние между энергетическими зонами 
(зонами разрешённых значений энергии квазичастиц) у полупроводни
ков во много раз превышают аналогичные расстояния у металлов, что 
приводит к тому, что нижняя валентная зона у полупроводников всегда 
полностью заполнена, а верхняя зона проводимости - пуста, причём 
расстояние между потолком валентной зоны и дном зоны проводимости 
обычно достаточно велико. 

В связи со сказанным ,  энергетический спектр квазичастиц в по
лупроводниках можно приближённо рассчитать, используя уравнение 
Шрёдингера 

-h��
2 1/J + И 1f; = Еф, (9 .3 .3) 

где И - потенциальная энергия квазичастиц в периодическом поле 
решётки. Выражение для И, в первом приближении ,  соответствует 
неэкранированному кулонавекому потенциалу атомов решётки rve2 jт, 
если т < а  (а - период решётки) и "'е2 jЕт (при т » а) ,  где Е -
диэлектрическая проницаемость решётки .  

Кроме того, в большинстве случаев следует учитывать энергию 
спин-орбитального взаимодействия, описываемую гамильтонианом Н50 .  
С учётом энергии спин-орбитального взаимодействия уравнение (9 .3 .3) 

Е 

а 

1 �nxo Рх 
б 

Рис. 9 .3 . 1 .  Зависимости энергии 
электрона от одной компонен
ты импульса для зоны Ei (а) 

и Ei+ I  (6) 

приобретает вид 

h2 � 
--2 \121/; + Hso1/J + Иф = Еф. 

2m 
(9.3 .4)  

Решение этого уравнения опреде
ляет собственные значения волновой 
функции вида (9 .3 . 1 )  и собственные 
значения энергии Е; = Ei (p) ,  выра
жающие закон дисперсии квазичастиц 
в i-й энергетической зоне . 

Закон дисперсии удобно изобра
жать графически . При этом обычно 
используется одно из следующих двух 
представлений .  

1 .  В выражении Е; = Ei (P) фиксируются поочерёдно две из трёх 
компонент квазиимпульса, и строится зависимость энергии от третьей 
компоненты . Зафиксируем, например, компоненты Ру и Pz · Возмож
ные зависимости Е; = Е; (Рх )  для i-й и (i + 1 ) -й зон изображены на 
рис. 9.3 . 1 ,  а, б. Для анизотропного закона дисперсии зависимости Е; = 
= Е; (Рх ) .  Е; = Е;(Ру ) . Ei = Ei(Pz ) различаются между собой . Импуль-
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сы отсчитываются от точек в зоне Бриллюэна, соответствующих мини
мумам энергии в зоне проводимости (например, Рпхо для электронов) 
и максимумам энергии в валентной зоне для дырок (например, Ррхо для 
дырок) . Пусть положения этих точек определяются векторами (Рехо , 
Реу0 • Pez0 ) и (Phxo •  PI'Yo • Phz0 ) , а изоэнергетические поверхности элек
тронов и дырок - трёхосные эллипсоиды . Для простоты предположим, 
что компоненты импульса Рех •  Реу • Pez совпадают с главными осями 
электрон ного эллипсоида, а Phx · р,,у , Pl1z - дырочного. 

Тогда, выражения для энергии электронов и дырок имеют вид 

Ее(Р) = Ее + (Рех2
- Рехо )2 + (Реу - Реуо )2 + (Pez - Pez0 )2

' (9.З.S) 
тех 2mey 2rnez 

Eh(P) = Ev _ (Phx
2
- Phxo)2 + (Phy - Phy0 )2 + (pl,z - Phz0 )2

' (9.З.6) 
ffihx 2mhy 2mhz 

где п�ех •  1Пеу •  mez и m,,x , mhy . mhz - диагональные компоненты тензо
ров эффективной массы электронов и дырок соответственно. 

2 .  Фиксируются различные значения энергии в i -й  зоне и строятся 
соответствующие им изоэнергетические поверхности Ei (р) = const . 
Совокупность изоэнергетических поверхностей в зоне полностью опи
сывает закон дисперсии .  Изоэнергетические поверхности имеют центр 
симметрии  и обладают всеми элементами симметрии данной кристал
лической решётки .  

Заметим ,  что у полупроводников, благодаря большой величине ре
шёточного потенциала, отклонение от квадратичного закона дисперсии 
вблизи точек в зоне Бриллюэна, соответствующих минимумам и мак
симумам энергии ,  проявляется при значительно меньших значениях 
квазиимпульса, чем у металлов. Законы дисперсии электронов и ды
рок определяют тензор их динамической (транспортной) эффективной 
массы (см. (6 . 1 1 .9)) для заданного направления квазиимпульса. 

§ 9.4. Плотность состояний электронов и дырок 

Рассмотрим сначала квадратичные законы дисперсии для электро
нов и дырок. В этом случае их полные энергии заnисываются в виде 

(9.4 . 1 )  

для электронов и 

(9.4 .2) 

для дырок. 
Плотность состояний в пространстве импульсов nостоянна - на 

каждое значение импул ьса приходится объём (21Гn)3 JV (V - объём 
кристалла) . Число квантовых состояний ,  рассчитанное на единицу 
объёма кристалла, составляет 2/(21Гn)3. Множитель 2 учитывает две 
возможные ориентации спина электрона в каждом состоянии .  Для 
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сферической поверхности Ферми плотность состояний  легко рассчиты
вается. Число состояний  в сферическом слое радиуса р и ширины dp 

dN = 87Гp2df . (9 .4 .3) 
(27Гn) 

Для электронов 

р; = 2те (Ее - Ее) .  

Функция спектральной плотности электронных состояний имеет вид, 
аналогичный  выражению (6 . 1 4.9) , только энергия в данном случае 
отсчитывается от дна зоны проводимости Ее : 

(Е ) 
_ dN (Е ) _ J2 ( )3/2 ( Е ) 1 /2 

lJ е - dE е - -т-3 те Ее - с . е 7Г 1i (9.4.4) 

Соответственно, для дырок энергия отсчитывается от потолка ва
лентной зоны Ev : 

(9.4.5) 

Для эллипсоидальных изоэнергетических поверхностей с квадра
тичным законом дисперсии  в формулы (9 .4 .4) и (9.4 .5) вместо сомно
жителей эффективных масс те и т1, войдут произведения диагональ
ных компонент тензоров эффективной массы электронов и дырок в сте
пени 1 /3 :  (тexrnexrnex ) 1 13 и (rnhxrn/,xrn/,x) 1 13, которые определяют со
ответствующие эффективные массы плотности состояний (см . § 6 . 14 ) .  

§ 9.5. Статистика электронов и дырок 
и их концентрации 

Электроны и дырки ,  как частицы с полуцелым  спином подчиняются 
статистике Ферми-Дирака . Вероятность того, что электрон при темпе
ратуре Т находится в квантовом состоянии с энергией Ее .  выражается 
функцией распределения fE. (см. ( 1 .3 . 1 0) ,  рис . 1 .3 . 1 ) .  

Химический потенциал JL определяется как величина изменения 
любого термодинамического потенциала системы при изменении числа 
частиц на единицу. Обратим внимание, что при этом учитывается 
изменение как кинетической, так и потенциальной энергии системы .  
Поэтому в зависимости от того, какая энергия при добавлении ча
стицы меняется сильнее, химпотенциал имеет или положительное или 
отрицательное значение.  Положительное значение JL означает, что при 
увеличении  числа частиц кинетическая энергия с истемы возрастает 
быстрее, чем меняется потенциальная . И наоборот, отрицательное зна
чение JL указывает на то, что при увеличении числа частиц возрастание 
(по модулю)  отрицательной потенциальной энергии ,  обусловленной си
лами взаимодействия между частицами,  преобладает над положитель
ным значением увеличения кинетической энергии .  
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Вероятность заполнения энергетических состояний  для ферми-газа 
описывается формулой ( 1 .3 . 1 О) , J-t всегда положительно. Напомним,  
что в ферми-распределении ( 1 .3. 1 О)  учитывается только кинетическая 
энергия частиц .  Потенциальной энергии здесь просто нет. Добавим 
к системе электронов оди н  электрон. При Т = О К распределение 
Ферми имеет вид ступеньки. Все состояния с энергией Е � EF за
полнены электронами. Поэтому, независимо от того, добавляем ли мы 
один электрон , или рассматриваем систему с увеличенным на единицу 
числом электронов, при этой операции появляется дополнительный 
электрон в ближайшем состоянии к энергии Ферми .  Это означает, что 
энергия системы увеличивается на энергию электрона в этом состоя
нии ,  т. е .  на Ер = р�/(2те) · Следовательно, при Т =  О химпотенциал 
совпадает с Ер (J-t(O) = EF) .  

При температурах, отличных от нуля,  граница распределения Фер
ми размывается на величину ""kвТ. Однако, в этом случае, очевидно, 
что при добавлении  электрона размытая граница распределения ,  т. е .  
химпотенциал, будет положительным .  

Заметим ,  что при размытой ступеньке в распределении  Ферми 
добавляемый электрон может, с определённой вероятностью, занять 
любое место в области размытия. Химпотенциал определяется средней 
энергией электрона (Е) в этой области. Ширина размытия определя
ется температурой ,  а не количеством электронов в системе. Поэтому 
при изменении  ч исла электронов 
граница распределения  смещает
ся, оставаясь подобной самой себе. 
При этом среднее изменение энер
гии определяется значением энер
гии, соответствующим вероятно
сти заполнения состояний равной 
1 /2 , которая и определяет величи
ну J-t(T) при заданной температу
ре. Зависимость J-t от температуры 
связана с тем , что при повыше
нии температуры ступенька размы-
вается несимметрично относитель

о 

1 1 1 kвT I f---1 
1---=::::---.... 1 Г1 1 

J-L(T) EF = J-L(O) 

Рис. 9 .5 . 1 .  Распределение Ферми 
при Т = О и двух разных темпера

турах Л и Т2 (Tz > Т1 # О) 

но значения J-t(O) при Т = О (рис. 9 .5 . 1 ) .  Зависимость /L от температуры 
описывается формулой 

[ 1r2 ( kвТ )
2
] J-t(T) � J-t(O) 1 - \2 J-L(O) . (9.5 . 1 )  

Система квазичастиц, для которой распределение Ферми имеет харак
тер ступеньки, т. е. когда kвТ « J-t(O) = EF , называется вырожденной. 
Наоборот, при условии  kвТ » J-t вероятность заполнения электронных 
состояний описывается <<ХВОСТОМ>> фермиевекого распределения. 

Как видно из формулы (9.5. 1 )  химпотенциал при этом становится 
отрицательным .  Формально это означает, что вероятность заполнения 
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состояний в области положительных значений энергии  (Е > О) стано
вится меньше 1 /2 .  Если к такой с истеме добавить оди н  электрон , то 
его средняя энергия ,  соответствующая значению J.L(T) при !в = 1 /2 ,  
будет отрицательна. Такая система частиц называется невырожденной . 

Рассмотрим собственный полупроводник и будем отсчитывать энер
гию от дна верхней валентной зоны (рис. 9 .5 .2 ,  а) . При Т = О все 
состояния в валентной зоне заполнены ,  в зоне проводимости - сво-

Рис. 9 .5 .2 .  Схема зонной структуры и распределения электронов по энергии 
для собственного полупроводника при Т =  О (а) и Т #- О (б) . Занятые электро

нами состояния заштрихованы 

бодны .  При повышени и  температуры электроны с верхних энергетиче
ских уровней валентной зоны начинают перебрасываться (приобретая 
добавочную энергию "'kвТ) на свободные состояния у дна зоны прово
димости (рис. 9 .5 .2 ,  6) . В результате образуются свободные состояния 
(разорванные связи - дырки) в верхней части валентной зоны и за
полненные электронами состояния у дна зоны проводимости . Такому 
распределению электронов соответствует фермиевская функция с раз
мытой границей. 

Напомним ,  что функция !в, определяет вероятность заполнения 
состояний с заданной энергией при температуре Т. Поскольку в за
прещённой зоне электронных состояний нет, то распределение квази
частиц описывается только начальным и конечным участками области 
размытия функции f Ее . 

Как видно из рис. 9 .5 .2 ,  уровень J.L расположен в запрещённой 
зоне. Будем считать , что Ее - J.L ?: 2kвТ. Тогда и Ее - fL (поскольку 
Ее ?: Ее) будет заведомо удовлетворять этому условию. Тогда , прене
брегая единицей в распределении  ( 1  .3. 1 0), получаем функцию распре
деления электронов в зоне проводимости типа распределения Максвел
ла-Больцмана 

fEe � ехр (- E�B;fL) . (9.5 .2)  

Вероятность того, что состояние с энергией Eh не занято электро
нами,  т. е. вероятность того, что это состоян ие заполнено дыркой, есть 

(9.5 .3) 
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При условии J.L - Ev � 2kвТ это выражение переходит в � ( JL - El, ) 
!Е,, � ехр - -т;;у-- . (9.5 .4) 

Остановимся на положении  уровня химпотенциала . В собственном 
полупроводнике количества электронов и дырок всегда равны .  Од
нако их распределения по энергии (для электронов энергию будем 
отсчитывать от дна зоны nроводимости Ее , для дырок - от потолка 
валентной зоны Ev) зависят от плотности состояний в зоне проводи
мости и валентной зоне . Число электронов в интервале энергии dEe 
равно v(Ee)JEJEe, Т) dEe, где v(Ee ) - функция плотности состоя
ний  (9.4 .4) , а fE" (Ee , Т) вероятность их заполнения (9 .5 .2) .  

Число дырок в интервале энергии dE1, определяется выражением 
v(EJ, )!E,, (Eh , Т) dEJ, . Видно, что чем больше плотность состояний 
в зоне, тем больше заполненных электронных состояний при данной 
энергии .  Поэтому, чем выше плотность состоя
ний ,  тем уже (по энергии) область заполненных 
состояний в зоне проводимости и дырок в валент
ной зоне. И наоборот, чем меньше плотность со
стояний - тем в более широком энергетическом 
интервале вблизи Ее распределяется то же самое 
количество электронов . 

Выше указывалось , ч то величина химпотен
циала определяется изменением энергии системы 
частиц при увеличении их числа на единицу или 
иначе - средней энергией добавляемого элек
трона .  Если плотности состояний в валентной 
зоне и зоне проводимости одинаковые, то средняя 
энергия добавляемого электрона будет соответ
ствовать середине запрещённой зоны (кривая 1 
на рис. 9 .5 .3) ,  химпотенциал J.LJ находится в се
редине зоны .  Пусть теперь плотность состояний 
в зоне проводимости уменьшается. Тогда среднее 
значение энергии заполненных состояний ,  отсчи
танное от дна зоны ,  будет увеличиваться (кривая 
2 на рис. 9 .5 .3) . В результате это приводит к уве
личению средней энергии системы при добавле
нии одного электрона и соответственно смеще
нию уровня химпотенциала вверх (р.2 расположен 
ближе к дну зоны проводимости ) .  При уменьше-
нии плотности дырочных состояний в валентной 

""
L 

Ее - - - - {!2 - - - - {!! 
Еv

Г 
р 

1 ' 

El, 

Рис. 9.5 .3 .  Зависи-
масть энергии элек
тронов Ее в зоне 
проводимости (/) и 
энергии дырок в ва
лентной зоне Ер ( ! ') 
при высокой сов
падающей плотно-
сти состояний, хим
потенциал - f/ I  и 
при низкой плотно-
сти состояний элек
тронов (2) , химпо-

тенциал - р.2 
зоне J.L смещается вниз .  Таким образом, уровень химпотенциала все
гда располагается ближе к той зоне, в которой плотность состояний 
меньше. 

При повышении температуры ,  концентрации электронов и дырок 
увеличиваются .  При этом среднее значение энергии квазичастиц рас-
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тёт быстрее в зоне с меньшей плотностью состояний .  В результате 
уровень  химпотенциала смещается при повышени и  температуры в сто
рону зоны ,  в которой плотность состояний меньше и, при достаточ
но высокой температуре может пересечь границу зоны и оказаться 
в зоне проводимости . Это приведёт к тому, что электроны в зоне 

проводимости, при определённой концентра
ции, перейдут в вырожденное состояние. 

Ev �------------

т 

Рис. 9 .5 .4 .  Положение 
уровня химического 
потенuиала fL в зависи
мости от температуры 
у собственного полу
проводника с плотно
стью состояний в зоне 
проводимости Ее мень
шей , чем в валентной 
зоне Ev (эффективная 
масса электронов n<e 
меньше эффективной 

массы дырок mh) 

Плотность состояний пропорциональна эф
фективной массе квазичастиц.  Поэтому поло
жение уровня химпотенциала в запрещённой 
зоне определяется отношением эффективных 
масс me/ml1 электронов и дырок: fL всегда 
расположен ближе к зоне лёгких квазичастиц, 
и тем ближе к ней , чем больше разница в мас
сах квазичастиц (рис. 9 .5.4) . 

Концентрации электронов и дырок в зо
нах. 

Ограничимся рассмотрен ием невырожден
ного газа электронов и дырок . При известной 
плотности состояний v (E) и функции распре
деления !в. (Ее . Т) концентрация n электронов 
в зоне проводимости определяется формулой 

00 
n = J v(Ee)fв, (Ее , Т) dEe . (9 .5 .5) 

Е, 
Здесь v(Ee ) - плотность состояний в зоне для 
кристалла един ичного объёма в приближени и  

квадратичного закона дисперсии ,  !в" (Ее ,  Т )  - функция (9 .5 .2) ,  опре
деляющая вероятность заполнения энергетических состояний в зоне. 
Подставляя (9 .5 .2) в (9 .5 .5) ,  находим 

( 3/2 � 2 21ГmеkвТ) fL - Ее � ехр

---
. 

(27rh)2 kвТ 

Аналогично, для концентрации дырок р получаем 

= 2 21ГmhkвT ех Е;, - fL ( )3/2 
р (27rh)2 р kвТ · 

(9.5.6) 

(9 .5 .7) 
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экситоны 

§ 10. 1 .  Экситоны Френкеля и Ванье-Мотта 

Экситоном называется электрически нейтральная квазичастица . 
Это - или мигрирующее в кристалле возбуждение атомов или моле
кул, не связанное с переносом массы или электрического заряда, или 
связанное состояние пары электрон-дырка в полупроводниках. Энер
гетические уровни этих возбуждений располагаются ниже дна зоны 
проводимости в полупроводнике. Представление об экситоне впервые 
введено в 1 93 1  г. Я. И. Френкелем для объяснения поглощения све
та в некоторых кристаллах без генерации носителей тока .  Позднее 
Дж. Ванье и Н. Мотт ввели представление об экситоне как о связан 
ном состоянии электрона и дырки ,  перемещающемся по  кристаллу. 

Экситон представляет собой связанное состояние двух квазичастиц 
противоположного по знаку и равного по абсолютной величине за
ряда . Необходимым условием образования экситонов является слабая 
экранировка взаимодействующих квазичастиц ,  т. е. большая величи
на  радиуса экранирования по сравнению с размерами  образующихся 
экситонов. Поскольку радиус экранирования обратно пропорционален 
концентрации квазичастиц, то экситоны могут образовываться толь
ко в полупроводниках и диэлектриках , в которых концентрация n 
свободных носителей заряда мала: обычно n не должно превышать 
1 016_ 1 01 7  см-з. 

В металлах концентрация электронов настолько велика, что куло
навекое притяжение между фермневскими электронами, расположен
ными на электронных и дырочных изоэнергетических поверхностях, не 
может привести к образованию связанных состояний с радиусом ,  пре
выwающим межатомные расстояния .  Существует два типа экситонов -
экситоны малого и экситоны большого радиуса. Первые получили 
название экситонов Френкеля, вторые - экситонов Ванье-Мотта. 

1 0. 1 . 1 .  Экситоны Френкеля. Экситонами Френкеля называются 
экситоны ,  радиус которых меньше расстояния между атомами в ре
шётке. Такие экситоны могут существовать в кристаллах, в которых 
внутримолекулярное взаимодействие значительно сильнее межмолеку
лярного. Обычно это бывает в диэлектриках, полупроводниках или 
органических проводниках (типа антрацена) .  
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Экситоны Френкеля возникают при переходах одного из связанных 
электронов (электронов внутренних оболочек) на более высокие энер
гетические уровни ,  или  в кристаллах с ковалентными связями (типа 
германия и кремн ия) переходам и  в пределах одной связи , например, 
из s в р состояния. Возбуждения такого типа не могут экранироваться 
другими электронами ,  так как последние находятся в связанном со
стоянии .  Таким образом, возможно образован ие связанного состояния 
возбуждённого электрона и образовавшейся положительно заряженной 
дырки внутри атома или молекулы .  

Заметим ,  что возбуждённый электрон и <<дырку>> нельзя рассмат
ривать как квазичастицы, так как они образуют связанное состояние 
и по отдельности не могут перемещаться в кристалле. Однако при 
таком возбуждени и  у атома или молекулы возникает дополнительный 
дипольный момент, который создаёт электрическое поле, убывающее 
при удалении от диполя по закону 1 /r3, т. е .  достаточно медленно. 
Это поле может индуцировать дипольный момент у соседнего атома, 
соседний атом, в свою очередь, - у следующего атома и так далее. 
А так как время жизни каждого атома в возбуждённом состоянии 
конечно, то  такое возбуждение может распространяться по кристаллу. 
Таким образом, основным механизмом передачи энергии  возбуждения 
является электромагнитное взаимодействие между атомами  в решётке. 

Возбуждённое полярное состояние атомов решётки , состоящее из 
сильно связанных пар разноимённых зарядов, и представляет собой 
экситон Френкеля , обладающий определённой энергией и квазиим
пульсом.  

Поскольку электрическое поле, создаваемое дипольным моментом 
возбуждённого атома ,  анизотропно, энергия взаимодействия между со
седними атомами в направлениях вдоль и перпендикулярно вектору по
ляризации (в изотропных веществах) будет различной . В связи с этим 
существуют два типа экситонов Френкеля: продольliые и nonepeчliьte. 
У продольных - вектор поляризации направлен вдоль волнового век
тора,  параллельна квазиимпульсу экситона .  У поперечных экситонов -
перпендикулярно . 

Электрическое поле диполя убывает быстрее в направлении  вдоль 
дипольнаго момента и медленнее в перпендикулярном направлении .  
Поэтому энергия диполь-дипольнаго взаимодействия соседних атомов 
для поперечных экситонов больше, чем для продольных. Соответствен
но, энергия и скорость поперечных экситонов больше, чем продольных. 
Теперь, поскольку анизотропия электрического поля на межатомном 
расстоянии зависит от длины диполя (чем меньше длина ,  тем больше 
анизотропия ,  для точечного диполя анизотропия поля равна беско
нечности) , различие энергии у продольных и поперечных экситонов 
определяется степенью локализации экситона: чем сильнее локализо
ван экситон, тем больше разность энергий продольных и поперечных 
экситонов. 
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Иной подход основан на представлении волны поляризации решёт
ки в виде последовательных прыжков сильно связанных пар электрон
дырка с одного атома на другие. В этом представлении амплитуда 
вероятности прыжка пары определяется матричным элементом 

( 1 0 . 1 . 1 )  

Здесь '1/JRi (r е • rh) - волновая функция пары электрон-дырка в атоме 
с номером i ,  Ri - координата этого атома, re и rh - координаты элек
трона и дырки в атоме, И - потенциал, создаваемый парой электрон
дырка . Если при возбуждении атома (переходе электрона из основного 
состояния с энергией Е0 в возбуждённое состояние с энергией Е") 
изменяется симметрия распределения электронной плотности в атоме, 
то у атома возникает связанный с возбуждением дипольный момент Р; .  
Поле диполя убывает пропорционально l jт3. При сильной локализации 
волновой функции пары на атоме величина ViJ быстро убывает при уве
личении расстоян ия между атомами ,  в результате чего основной вклад 
в подвижность экситонов дают прыжки между соседними атомами. 

Уровни энергии En экситона подобны  уровням в атоме водорода 

ре4 En = - 2 2 2 ,  n = 1 ,  2 ,  3, . . .  , 
2е: Г! n 

где Е - диэлектрическая проницаемость среды ,  
mernh 

J.L = . me + m,, 
- приведённая масса электронно-дырочной пары . 

( 1 0. 1 .2) 

( 1 0 . 1 .3) 

Степень локализации волновой функции определяется радиусом 
Бора экситона аех :  

e:n2 
аех = -2 . 11е 

( 1 0 . 1 .4) 

Эффективная масса тех экситона обратно пропорциональна по
движности экситонов . Подвижность, в свою очередь ,  определяется 
вероятностью прыжков, которая, из самых общих соображений ,  долж
на быть пропорциональна энергии диполь-дипольных взаимодействий 
соседних атомов и величине аех /а, где а - расстояние между атомами.  
Так как энергия диполь-дипольнаго взаимодействия пропорциональна 
квадрату дипольнога момента Pi возбуждённого атома, то эффективная 
масса экситона а тех rv 2 • \Р; \  аех 

( 1 0. 1 .5) 

Напомним ,  что величина эффективной массы квазичастиц опреде
ляет ширину зоны :  чем больше эффективная масса, тем уже зона. 

10. 1 .2 .  Экситоны Ванъе-Мотта. Экситоны Френкеля, отвечаю
щие внутриатомному (внутримолекулярному) возбуждению - эксито
ны малого радиуса.  Они представляют собой предельный ,  обратный 
случай экситонов Ванье-Мотта , которые являются экситонами боль-
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шого радиуса. В отличие от экситонов Френкеля , в которых состав
ляющие их электроны и дырки не являются квазичастицами,  эксито
ны Ванье-Мотта образуются хорошо определёнными квазичастицами 
с разноимёнными зарядами .  Характерной чертой экситонов Ванье
Мотта является их большой, по сравнению с параметрами решётки, 
боровекий радиус. Поэтому их энергетический спектр формируется не 
только кулоновским взаимодействием электрона и дырки, но и средним  
кристаллическим потенциалом решётки, в отличие о т  случая экситонов 
малого радиуса, в которых взаимодействие определяется истинным,  не 
усреднённым кулоновским потенциалом . 

Связанные состояния электрона и дырки возникают в результате 
кулонавекого притяжения между квазичастицами,  подобно тому, как 
связываются кулонавекими силами электрон и протон в атоме водорода 
или электрон и позитрон в атоме позитрония.  Если время жизни 
экситона достаточно велико, экситон может перемещаться в кристалле 
как некоторая нейтральная квазичастица, обладающая определённой 
энергией и импульсом Рех · Собствен ные значения э нергии экситона при 
отсчёте энергии  от потолка валентной зоны 

2 
Еп = Еп + 2Рех + Eg, тех 

( 1 0 . 1 .6) 

где Eg - ширина запрещённой зоны полупроводника, Еп - отрица
тельная энергия связи электрона и дырки (энергия относительного 
орбитального движения электрона и дырки, связанных в экситон) ,  
определяемая формулой ( 1 0. 1 .2) ,  p�xfmex - кинетическая энергия цен
тра масс экситона, движущегося по кристаллу как целое с импульсом 
Рех и массой тех · У покоящегося экситона эта энергия равна нулю и 

( 1 0 . 1 .7 )  

т. е .  энергетический уровень (уровни)  экситона лежит в запрещённой 
зоне полупроводника на расстоянии l еп 1 ниже дна зоны проводимости. 

Экситоны Ванье-Мотта можно разделить на два основных типа: 
прямые и непрямые экситоны. Первые образуются в полупроводни
ках с прямым спектром ,  когда экстремумы валентной зоны и зоны 
проводимости расположены в одной и той же точке зоны Бриллюэна 
и суммарный  импульс экситонов равен нулю .  Вторые - в полупровод
никах с непрямым спектром, в которых экстремумы зон расположены 
в различных точках зоны Бриллюэна. 

10. 1 .3 .  Прямые экситоны. Рассмотрим собственный полупровод
ник,  у которого экстремумы зон расположены в одной и той же точке 
зоны Бриллюэна при р = р0 (полупроводник с прямой запрещённой 
зоной) .  В основном состоянии (при Т =  О) валентная зона полностью 
заполнена электронами и отделена от пустой зоны проводимости пря
мой щелью Eg (рис. 1 0 . 1 . 1 ) .  Поскольку при перемещении электрона из 
точки 1 в точку 2 импульс системы должен сохран иться, образующаяся 
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в валентной зоне положительно заряженная дырка 
иметь импульс Ph = -Ре · 

(с пч, >0) должна 

Законы дисперсии  электронов и дырок 
вблизи экстремумов зон и меют вид 

2 
E,, = 2Ph . ( 1 0. 1 .8) mh 

Так как радиус экситона много больше 
периода решётки ,  потенциальную энергию 
экситона можно записать в виде 

( 1 0 . 1 .9) 

где Е - диэлектрическая проницаемость 
вещества, а lrl = lre - r1, l - расстояние 
между электроном и дыркой . Значение 
импульса электрона и дырки в экситоне 
Ре,/! rv ,jmexEn . Величина импульса частиц 
на поверхности Ферми в металлах PF ;::;j 
;::;j 1гhja ;::;j Гm;EF .  Энергия связи En у экси
тонов большого радиуса всегда много мень
ше фермиевекой энергии EF и ,  соответ
ственно, IPe,h l « IPF I  ;::;j пhja, т. е. величи

-,----"...,....Ч.--1--- Ее --+---1r---+E n 

Ро р 

Рис. 10. 1 . 1 .  Полупровод-
ник с прямой запрещённой 
зоной Е9 в точке р = ро . 
Ее - дно зоны проводи
мости, Ev - потолок ва-
лентной зоны, r=:" - энер
гия связи дырки (1 ) и элек

трона (2) в экситоне 

ны импульса, при котором становится существенной дисперсия .  Поэто
му в качестве Е с хорошей степенью приближения можно использовать 
значение статической диэлектрической проницаемости Ео . 

Запишем уравнение Шрёдингера для экситонов :  

п? 2 it2 2 е2 --2 -VеФ - -2 -V1,1/J - -
1-1 7/J + Eg7/J = Еп'l/) . ( 1 0. 1 . 1 0) те mh Е r 

Здесь '1/J (re . r,, ) - волновая функция экситона, Еп - соответствующее 
собственное значение энергии  экситона, отсчитанное от энергии  основ
ного состояния, т. е .  от потолка валентной зоны .  

Уравнение ( 1 0 . 1 . 1 0) аналогично уравнению Шрёди нгера для атома 
водорода: те и mh соответствуют массам электрона и ядра, а разность 
(Еп - Eg) - собственным значениям энергии атома . Обозначим через 
R координату центра инерции, а через М - полную массу экситона :  

( 1 0. 1 . 1 1 ) 

Тогда ( 1 0 . 1 . 1  О) можно переписать в виде 

n2 2 l!2 2 е2 
- 2М \lRф - 2f-l \1,.7/J - r=: lr l 7/J = (En - Eg)7/J. ( 1 0. 1 . 1 2) 

Здесь J1 определяется формулой ( 1 0 . 1 .3 ) . С точностью до нормирован
ного множителя решение уравнения ( 1 0. 1 . 1 2) есть волновая функция 
вида 
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'!j;(r, R) = x(r) ехр 
i(p�R) . ( 1 0. 1 . 1 3) 

Здесь x(r) - некоторая неизвестная функция, Рех вектор с веще-
ственными компонентами .  Подставляя ( 1  0. 1 . 1  3) в ( 1 0. 1 . 1 2) ,  находим 

1i2 2 

- 2J.LV';.x - Elr1 x = c:nx. ( 1 0. 1 . 14 )  

где Е:п = En - Eg - Р;х/ (2М) . Первый член в ( 1 0 . 1 . 14)  описывает 
движение экситона как целого. Вектор Рех - квазиимпульс центра 
инерции экситона .  Функция x(r) описывает относительное движение 
электрона и дырки .  

При sn < О и р = О энергетический уровень экситона En распо
ложен в запрещённой зоне : Еп < Eg. и решение уравнения (l 0. 1 . 1 2) 
описывает спектр связанных состояний.  Учитывая,  что по условию 
нормировки f lx l  dr = 1 ,  находим 

Х = exp (-r/aex) . � 
( 1 0. 1 . 1 5) 

Здесь аех - радиус экситона (см. ( 1 0. 1 .4)) .  Значения  E:n даются форму
лой Бора (см . (1 0 . 1 .2) ) .  Отсюда получаем выражение для собственной 
энергии экситона 

2 4 
Е Е + Рех J-Le 1 2 3 п = g 2М - 2E21i2n2 , n = , , , . . . ( 1 0. 1 . 1 6) 

Напомним ,  что En - расстояние от потолка валентной зоны до 
энергетических уровней экситона, а Sn - от дна зоны проводимости 
до соответствующих уровней. 

Величины аех и s, (энергия основного состояния  экситона) можно 
выразить через боровекий радиус атома водорода ао (см .  (2 . 1 . 1 0) )  
и энергию ионизации Rhc основного состояния  атома водорода 
(см .  (2 . 1 . 7 ) ) :  

_ Eaomo � О 5 1 0- 10 Emo аех - -- � , · -
J-L J.L 

[м] , Е 1 = p.Rh� � 1 3·6� [эВ] . ( 1 0 . 1 . 1 7) 
тоЕ тоЕ 

Здесь значения Е! и аех описывают э нергию связи и радиус ос
новного состояния экситона, которое соответствует значению главного 
квантового числа n = 1 .  

В известных полупроводни ках и полуметаллах с равными концен
трациями электронов и дырок энергия связи экситонов на 3-5 порядков 
меньше характерных атомных энерги й  и их радиус аех значительно 
больше межатомных расстояний .  Например, в германии энергия связи 
и радиус экситона составляют 4, 1 5  мэВ и 1 3,3  н м ,  в кремнии ,  соответ
ственно - 14 ,7  мэВ и 4,4 нм .  Таким образом, экситон Ванье-Мотта 
является ,  по существу, макроскопическим образованием. Конкретная 
атомная структура при этом существует лишь постольку, поскольку ей 
определяются параметры р и с: (приведён ная масса электрон-дырочной 
пары ( 1 0. 1 .3) и диэлектрическая проницаемость) . 
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Подчеркнём следующее важное обстоятельство : если валентная 
зона и зона проводимости расположены в центре зоны Брилдюэна ,  
то у прямых экситонов (экситонов, которые образуются в резудьтате 
прямых, без изменения импудьса, переходов электронов из валентной 
зоны в зону проводимости) импудьс р центра масс всегда равен нулю. 

Рассмотрим спектр прямозонного полупроводника в основном со
стоянии (см.  рис. 1 0. 1 . 1 ) .  Пусть электрон из состоян ия 1 переходит 
в состояние 2. Такой переход может быть индуцирован поглощением 
эдектроном в состоянии 1 фотона с соответствующей энергией . При 
э нергии фотона hwФ , его импульс РФ = hшФI с, где с - скорость света . 
И мпульс, который приобретает эдектрон , погдотив фотон с энергией 
hwФ , будет Ре = hwф/ve , Ve - скорость электрона. Так как ·ue всегда 
намного меньше скорости света, то всегда IPФ I  « IPe l · Это означает, что 
переходы , индуцированные светом,  всегда практически прямые, и по
глощение не изменяет импульс системы в основном состоянии .  Если 
считать, что импульс в основном состоянии равен нулю (валентная 
зона и зона проводимости расположены в центре зоны Бридлюэна) , 
то он должен сохраниться при поглощении фотона и рождении пары 
элементарных возбуждений - электрона и дырки ,  т. е. импульсы элек
трона Ре и дырки pf, ,  как уже отмечалось, должны быть равны по 
модулю и противоподожно ориентированы .  При объединении эдектрона 
и дырки в экситон суммарный импульс пары остаётся равным нудю .  

Посмотрим теперь,  изменится ли  ситуация, если экситоны обра
зуются в результате тепловой генерации квазичастиц .  Каждой темпе
ратуре соответствует частично заполненная зона проводимости и ча
стично незаполненная валентная зона . При этом в собственном по
лупроводнике число электронов всегда равно числу дырок. Для зон, 
расположенных в центре зоны Бриллюэна, из-за симметрии суммарные 
импульсы всех электронов и всех дырок равны нудю и, соответственно, 
суммарный импульс всей системы эдектронов и дырок равен нудю .  Так 
как общий импудьс nри образовании экситонов измениться не может, 
то суммарный импудьс всех экситонов также должен быть равен нудю.  
Это , однако, не исключает возможность образования экситонов с от
личными от нуля импудьсами центра масс, имеющими положительные 
и отрицательные значения .  Но при этом энергия систем ы  будет больше, 
чем при образовании  экситонов с нулевым импульсом (см .  ( 1 0 . 1 . 1 6) ) .  
Поэтому минимальному значению энергии отвечает образован ие эк
ситонов с нулевым импульсом, так как образование таких экситонов 
энергетически более выгодно. Таким образом, можно считать, что 
прямые экситоны имеют импульс центра масс, равный нудю. 

10. 1 .4. Непрямые экситоны. Экситоны ,  имеющие отличный от 
нуля импульс, называются непрямыми .  Они образуются в том слу
чае, когда экстремумы зоны проводимости и валентной зоны смещены 
в зоне Бриллюэна относительно друг друга на некоторый вектор G 
(рис . 1 0. 1 .2 . )  
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В этом случае возбу)Кдение электрона в зону проводимости при
водит к образованию экситона с импульсом в основном состоянии 

равным G. Наличие импульса G у 

р 

непрямого экситона не означает, что 
он имеет отличную от нуля скорость 
Vex центра масс. Дело в том ,  что ве
личина импульса G не определяет ки
нетическую э нергию образующих экси
тон электрона и дырки (см. рис. 1 0. 1 . 2 ) .  
Кинетические энергии электрона и 
дырки определяются импульсами !Pe l  
и jp1, J ,  отсчитанными от дна зоны про
водимости и потолка валентной зоны 
соответственно. При !Pe l = О  и jp,, J  = О 

Рис. !0 . ! .2 .  Полупроводник с разность энергий электрона и дырки 
непрямой запрещённой зоной 
Eg . Ее - дно зоны проводимо
сти ,  Ev - потолок валентной 
зоны, En - энергия связи экси-

тона 

задаётся только величиной запрещён
ной зоны Eg и не зависит от вектора G. 
Иначе говоря, энергия основного состо
яния непрямого экситона не зависит от 
расстояния ме)Кду экстремумами,  так 
что в основном состоянии групповая 

скорость непрямого экситона Vex = О . 
Различие ме)Кду прямыми  и непрямыми экситонами существен

но проявляется в процессах поглощения и испускания света . Элек
трон и дырка, связанные в прямой экситон , могут непосредствен
но рекомбинировать с испусканием фотона с энергией hш = Eg - Еп 
(см .  рис .  1 0 . 1 . 1 ) .  Для непрямых экситонов такой процесс запрещён 
законом сохранения  и мпульса и МО)Кет идти только в том случае, если 
импульс G будет передан кристаллической решётке путём испускания 
электроном фонона с импульсом G. Так как вероятность процесса, 
в котором решётка поглощает требуемый импульс, относительно низка, 
время )КИзни непрямых экситонов обычно на 1 -3 порядка больше вре
мени )КИЗНИ прямых экситонов . В связи с этим равновесная концентра
ция непрямых экситонов при заданной температуре и интенсивности 
световой генерации намного превышает равновесную концентрацию 
прямых экситонов при тех )Ке условиях . Это позволяет, изменяя интен
сивность облучен ия кристалла, варьировать концентрацию непрямых 
экситонов в достаточно широких пределах . 

§ 10 .2 .  Экситоны в двумерных и одномерных системах 

Основной причиной, затрудняющей создание полупроводниковых 
приборов, работающих на экситонных переходах, является низкое зна
чение энергии связи у экситонов Ванье-Мотта (см . § 10 . 1 ) .  В трёхмер-
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ном случае эту энергию можно записать в виде (см. ( 1 0 . 1 .2) , ( 1 0 . 1 .4)) 

е2 
Еех = -2 - , 

ЕЛех 
Энергетический спектр экситона имеет вид 

Еех En = - -2 , n 

( 1 0 .2 . 1 )  

( 1 0 .2 .2) 

где n целое число, а э нергия отсчитывается от дна зоны про
водимости . Наличие водородаnодобного спектра экситонных состоя
ний  в запрещённой зоне Eg nолупроводника nриводит к тому, что 
в оnтических сnектрах излучения и логлощения nолупроводников при 
н изких темnературах наблюдаются достаточно резкие пики при часто
тах, соответствующих энергиям ,  меньшим ширины заnрещённой зоны .  
В частности, должна наблюдаться водородаподобная серия ликов на 
частотах 

( 1 0.2.3) 

Так как у большинства полупроводников диэлектрическая проница
емость Е > 1 О ,  а эффективные массы электронов и дырок в десятки раз 
меньше массы свободного электрона m0, то энергия связи Еех оказыва
ется в тысячи раз меньше энергии связи в атоме водорода , для которого 
энергия первого состоян ия Е0 = e4m0/(2f!2 ) � 1 3 ,6 эВ .  По этой при
чине эффективный радиус экситона в сотни раз превосходит боровекий 
радиус в атоме водорода . Например, для nолупроводника GaAs Еек � 
� 4,2 мэВ и аех � 1 5  нм .  

Малость энергии связи является причиной того, что экситонные 
состояния как квазичастицы, существуют только в области низких 
темnератур, когда тепловая энергия становится меньше энергии связи 
Еех · При комнатных температурах средняя энергия тепловых колеба
ний  решётки (тепловых фононов) имеет величину kвТ � 26 мэВ и зна
чительно превосходит энеР.ГИЮ связи электрона и дырки• в экситоне. 
В результате этого, при рассеянии на фононах, экситоны расnадают
ся на свободные электроны и дырки, так что их время жизни при 
комнатной температуре составляет приблизительно 1 о- 1 1 - 1 о-1 2  с,  что 
делает наблюдение экситонных переходов при комнатной температуре 
невозможным.  

Кроме того , низкие значения энергии связи и ,  соответственно, боль
шие значения эффективного радиуса экситона приводят к низкой эф
фективности поглощения· и преломления света на частоте экситонного 
перехода. Как известно, сила осциллятора пропорциональна отноше
нию объёма v элементарной ячейки кристалла к кубу эффективного 
радиуса экситона аех :  v ja�x· При аех � 1 5  н м это отношение очень мало. 

1 0.2. 1 .  Экситоны в низкоразмерных полупроводниковых 

структурах. Существует две возможности увеличить э нергию 
связи экситона . Первая - генерировать экситоны в н изкоразмерных 
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полупроводниковых структурах; вторая - генерировать экситоны 
в гетераструктурах полупроводник-диэлектрик .  

В первом случае энергия связи увеличивается за  счёт уменьшения 
размерности системы .  Если движение экситона ограничено в одном 
направлении ,  экситон становится двумерным .  Двумериости соответ
ствует движение экситона в плоскости пластинки, толщина которой d 
меньше эффективного радиуса экситона .  При ограничении движения 
в двух направлениях (образовании квантовой нити)  экситон становится 
одномерным .  Одномерности соответствует движение экситона вдоль 
квантовой нити , с поперечными размерами  много меньше радиуса эк
ситона .  Ограничение экситона по одному или двум направлениям при
водит к увеличению энергии связи экситона. Энергетический спектр 
идеального двумерного экситона может быть рассчитан точно, что 
приводит к формуле 

( 1  0 .2 .4) 

где Еех определяется формулой ( 1  0 .2 . 1 ) . 
Из этого выражения следует, что ограничение движения по одному 

из направлений  приводит к увеличению энергии связи основного состо
яния (n = 1 )  двумерного экситона по сравнению с трёхмерным  в 4 раза. 
Эффективный радиус экситона аех уменьшается в 2 раза. Дальнейшее 
понижение размерности приводит к ещё большему увеличению энергии 
связи экситона . 

До сих пор мы  рассматривали влияние размерного ограничения 
на экситоны, образующиеся на фоне непрерывного энергетического 
спектра электронов и дырок в зоне проводимости и в валентной зоне. 
Однако, при переходе к нанаструктурам необходимо учитывать воз
можность размерного квантования энергетического спектра электронов 
и дырок. В тонких пластинках толщины d, меньшей длины волны 
де Бройля носителей тока ,  компонента квазиимпульса электрона Pzn 
в направлещш нормали z к пластинке квантуется:  

( 1 0 .2 .5)  

(n - целое число) . 
n21Г2 n2 

Значениям Pzn соответствуют значения энергии En = ---2 , rne -
2med 

эффективная масса . Поскольку движение электрона в плоскости пла-
стинки не квантуется, выражение для полной энергии носителей тока 
при квадратичном законе дисперсии имеет вид 

р;, + р2 n21r2h2 
Е = Ен (Рх . Ру) + Е.Lп (Рzп) = _') __ У + --2 .  ( 10 .2.6) 

-те 2med 
Зависимость плотности состояний у размерно квантованных но

сителей тока от энергии изображена на рис. 10 .2 . 1 ,  а. Каждая из 
энергетических зон распадается на систему двумерных (2D) подзон 
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v(E) Ее d 
Eez 
Ее ! 

Еа2 
-

Eh 1  z 
Ev 

Е,,2 

AlxGal-xAs AlxGal _,,As 
а б 

Рис. 10 .2 . 1 .  а) Зависимость плотности состояний от энергии для 2D-случая при 
наличии нескольких зон размерного квантования; 6) Квантовая яма в GaAs 
с дырочными - Eth ,  E2h и электронными - Et e ,  Е2е уровнями размерного 
квантования . z - текущая координата (перпендикулярно слоям ) . E9t и Е92 -
запрещённые зоны в GaAs и AlxGat -xAs, соответственно, Ее и Еи - дно зоны 

проводимости и потолок валентной зоны 

размерного квантования .  При этом дно зоны проводимости смещается 
вверх по энергии на величину Eet = 7r2Тl2/(2med2 ) ,  а потолок валент
ной зоны на величину Е,,1 = 7r2tl2 /(2nч,d2) вниз .  Величина смещения 
обратно пропорциональна эффективной массе электронов те и ды
рок т,, . Значения энергии Ei , соответствующие дну каждой подзоны . 
на рис. 1 0.2. 1 ,  а обозначены вертикальными линиями .  

Электроны и дырки в каждой подзоне являются двумерными квази
частицами .  В такой системе могут возникать экситоны разных типов, 
связанные с переходами между различными подзонами  электронов 
и дырок. В оптических спектрах отчётливо наблюдаются различные 
серии двумерных экситонных линий .  

Ограничение движения экситонов реализуется в различных ти
пах наноструктур, например, квантовых ямах, представляющих со
бой планарные гетероструктуры, в которых тонкий  слой одного по
лупроводника помещён между более толстыми слоями  другого. На 
рис. l 0 .2 . 1 ,  б, в качестве при мера, приведено схематическое изображе-

' ние квантово-размерных уровней в квантовой яме GaAs, полученной 
в более широкозонном полупроводнике Gat-:rAlxAs. Ширина запре
щённой зоны Eg1 в арсениде галлия меньше по сравнению с Eg2 
в Ga I-xAlxAs, что приводит к образованию квантовой ямы для эксито
нов. Аналогично при ограничении по двум направлениям формируется 
квантовая нить. 

Следует, однако, иметь ввиду, что в большинстве случаев низко
размерные структуры не являются идеальными двумерными или од
номерными, а формируются как квазидвумерные и квазиодномерные 
системы.  Кроме того, следует также учитывать, что в результате разли
чия диэлектрических проницаемостей компонент структуры, например 
барьера и ямы,  структура поляризуется неоднородно, что приводит 
к изменению простой кулонавекой зависимости u(r) = -e2j(er2) для 
энергии взаимодействия электрона и дырки . Закон Кулона можно ис
пользовать лишь при условии r » d. При r « d имеет место другая 
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зависимость энергии взаимодействия от расстояния между зарядами r :  

2е2 d 
u(r) = -d ln - + const . Е 'Т' ( 1 0.2 . 7 )  

Здесь Е - диэлектрическая проницаемость материала квантовой ямы .  
Таким образом , на малых расстояниях, благодаря диэлектрической 
неоднородности структуры и ограничению движения ,  взаимодействие 
существенно отличается от кулоновского , что приводит к следующему 
выражению для энергии связи двумерного (20) экситона при аех » d 
в основном состоянии  

[ ( Е )2 _!}__] + const, Еь а., ( 1 0.2 .8)  

где Еь - диэлектрическая проницаемость барьерных слоёв .  
Характер зависимости энергии связи r::т0 20-экситона в основном 

состоянии от ширины квантовой ямы d иллюстрируется рис. 10 .2 .2 .  
При d ---+ оо энергия связи стремится к 

ETD предельному значению для обычной трёх

о d 

мерной системы (см. формулу ( 1 0 .2 . 1 ) ) .  
При уменьшени и  d энергия связи возрас
тает и проходит через максимум при d � 
� аех , не достигая , однако, теоретического 
предельного значения для 20-систем . 

Рис. 1 0.2 .2 .  Зависимость 

При d ---+ О энергия связи уменьшает
ся, что связано с тем , что при умень
шении  d электрон и дырка локализуются 
в основном в областях барьерных слоёв, 
и энергия связи стремится к 3D-значе
нию, характерному для материала барьер-

энергии первого экситонно
rо уровня в двумерной си-
стеме от ширина кванта-

вой ямы 
ных слоёв .  

Таким образом, существует оптимальное значение ширины потен
циальной ямы ,  при которой возрастание энергии связи экситона благо
даря размерному квантованию является максимальным .  

Увеличение энергии связи при ограничении движения электронов 
по двум направлениям,  приводящее к образованию квантовых нитей, 
при диаметре нитей d,  удовлетворяющих условию 

( Е Е )-3/2 
аех - ln - « d « аех , Еь Е

ь 

( 1 0 .2 .9) 

где аех определяется формулой ( 10 . 1 .4) , описывается формулой 

1D е2 vR€ n2 Еех � d � -
2

ln - + 1 ,0 1 9-
2 

l . у 
ЕЕ

ь 

Е

ь 

Р, 
ех 

( 1 0 .2 . 1 0) 
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При этом эффективная длина экситона lex уменьшается: 

l � d аех 
( 2 ) 1 /3 

ех � -2 - ( 1 0.2 . 1 1 )  

10.2 .2 .  Экситоны в гетераструктурах полупроводник-диэлек
трик. Кроме ограничения размеров существует ещё одна возможность 
увеличения энергии связи экситонов. Малая энергия связи и большой 
эффективный размер экситона в объёмных полупроводниках и полу
проводниковых гетераструктурах обус.повлены,  прежде всего, больши
ми значениями диэлектрической проницаемости полупроводников . 

В гетераструктурах типа полупроводник-диэлектрик энергия вза
имодействия  между электроном и дыркой в полупроводниковом слое 
может быть существенно увеличена. Дело заключается Б том , что 
для тонкого полупроводникового слоя или нити, окружённых диэлек
триком ,  большинство силовых линий электрического поля электрона 
и дырки проходят через диэлектрик, диэлектрическая проницаемость 
которого Еь намного меньше диэлектрической проницаемости полу
проводника Е8• Поэтому, в случае предельно тонких слоёв полупро
водника или квантовых полупроводниковых нитей , сила кулонавекого 
взаимодействия F электрона и дырки, находящихся на расстоянии 
r » (r::fr::ь )d (d - толщина слоя полупроводника или диаметр нити) 
определяется величиной диэлектрической проницаемости диэлектрика , 
а не  полупроводника :  

( 1 0. 2 . 1 2) 

Увеличение энергии взаимодействия электрона и дырки в этом 
случае можно рассматривать также как следствие их туннельного 
проникновения из полупроводника в диэлектрик с малой диэлектриче
ской проницаемостью, что приводит к эффективному увеличению их 
кулонавекого притяжения .  Для цилиндрических нитей с диаметром d 
в несколько десятков нанометров, окружённых диэлектриком,  энергия 
связи экситонов, при условии 

( Е Е )-З/2 
аех - ln - « d « аех ,  Еь Еь ( 1 0 .2 . 1 3) 

где аех определяется формулой ( 1 0 . 1 .4 ) ,  возрастает до значения 2 �  
Е�� � 1 00 мэВ при уменьшении d пропорционально d � -21 lн � 'V ЕЕ!, Eu 
(см. ( 1 0 .2 . 1 0) ) ,  а эффективный размер экситона уменьшается 
пропорционально (d2aex ) 1 13 (см. ( 1 0.2 . 1 1 ) ) .  Естественно, что при 
этом увеличивается сила осциллятора перехода, и, соответственно, 
вероятность логлощения и излучения на частоте экситонного перехода . 

Обратим внимание ещё на следующее. При переходе от объёмных 
экситонов к экситонам пониженной размерности увеличивается не 
только энергия связи ,  но и время жизни экситонов при одних и тех 
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же температурах. Последнее обстоятельство является ,  по-видимому, 
следствием высокой степени кристаллического порядка в области кван
товых ям, а также подавления ,  из-за квазидвумерного или квазиодно
мерного характера экситонов, некоторых каналов экситон-фононного 
рассеяния . В результате время жизни экситона ,  даже при условии 
Еех < kвТ может оказаться достаточным  для и злучения экситоном 
кванта света . 

10.2.3. Практические приложения. Использование двумерных 
и одномерных нанаструктур позволяет получать полупроводниковые 
системы,  основные физические свойства которых определяются экси
тонным состоянием в области комнатных температур . Изменяя разме
ры наноструктур, можно менять энергию связи и другие параметры 
экситонов , и создавать приборы,  действие которых обусловлено фи
зическими процессами,  определяющую роль в которых и грают экси
тоны .  

Сильная поляризуемость экситона в о  внешнем электрическом по
ле Е (в результате слабой связи электрона и дырки) приводит к зна
чительному изменению его энергии Ер (р - дипольный момент эк
ситона) в электрическом поле, и, соответственно, смещению экси
тонного уровня n = 1 в запрещённой зоне и положения пика экси
тонного поглощения в спектре. Это позволяет, прикладывая к нано
структуре переменное электрическое поле, изменять, с частотой поля ,  
прозрачность образца в полосе экситонного поглощения.  Используя 
этот эффект, можно создавать электрооптические модуляторы часто
ты света и электрооптические переключатели на экситонном пере
ходе . 

С другой стороны ,  сильная зависимость экситонных спектров от 
параметров квантовых ям позволяет использовать эту зависимость для 
эффективной диагностики качества наноструктур, в том числе опреде
ления их геометрических размеров . 

§ 1 0.3 .  Экзотические экситоны 

При наличии в валентной зоне двух типов дырок с различной 
эффективной массой ,  например тяжёлых дырок hh и лёгких дырок 
lh в полупроводнике GaAs, взаимосвязь подзон hh и lh дырок (хотя 
и слабая) может привести к эффекту так называемого смешивания 
состояний  тяжёлых и лёгких дырок . В результате смешивания со
стояний эффективная масса mh в некоторых п одзонах может быть 
отрицательной . Взаимодействие такой дырки с электроном (с положи
тельной эффективной массой те) в одной из подзон в зоне проводимо
сти характеризуется приведённой массой �. которая при определённом 
соотношени и  масс mzh и mhh также может быть отрицательной. В этом 
случае электрон и дырка не могут образовать связанного экситонного 
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состояния,  поскольку сила кулонавекого взаимодействия между ними 
приводит к их относительному отталкиванию .  

При наличии дырочных подзон с различными (положительными 
и отрицательными) значениями эффективных масс, может возникнуть 
своеобразный  экситон, при условии отрицательности приведённой мас
сы, объединяющий две дырки с массами разных знаков . Так как 
обе дырки имеют положительный заряд, между ними действует сила 
кулонавекого отталкивания .  Однако при JL < О эта сила вызывает 
ускорение частиц навстречу друг другу, что эквивалентно эффектив
ному притяжению, приводящему к образованию связанного состояния .  
Такой экситон , в отличие от обычного электрон-дырочного экситона 
с нулевым зарядом, имеет положительный заряд, равный удвоенному 
заряду электрона. 

§ 10.4.  Экситонный диэлектрик 

Состояния экситонного газа и электронно-дырочных капель (см . да
лее § 1 0.7) являются неравновесными ,  так как их энергия выше энер
гии основного состояния .  Они реализуются лишь на фоне возбуждён
ного состояния системы ,  т. е .  генерируются или лазерной накачкой, или 
температурой, или и тем и другим. Вместе с тем возможна ситуация, 
когда в полупроводнике или полуметалле с равной концентрацией 
электронов и дырок в основном состоянии при Т = О происходит са
мопроизвольное образование экситонов. При этом полупроводник или 
полуметалл переходит в новое стационарное состояние,  называемое 
экситонным диэлектриком . Само название нового состояния веще
ства , в котором носители тока связаны в экситоны .  отражает тот факт, 
что экситоны являются электрически нейтральными образованиями.  
вследствие чего проводимость системы экситонов при абсолютном нуле 
температуры, как в и в диэлектрике, равна нулю. При конечной темпе
ратуре Т f. О часть экситонов разрушается в результате термического 
возбуждения, и проводимость осуществляется небольшим количеством 
электронов и дырок, находящихся в неспареи ном состоянии .  

Переход в состояние экситонного диэлектрика связан с неустой
чивостью основного состояния полуметалла или полупроводни ка от
носительно образования  электронно-дырочных пар. Условие, при ко
тором такой переход может происходить, наиболее просто получить , 
рассматривая в качестве исходной системы полупроводник с величиной 
запрещённой зоны Eg. Уровень энергии экситона, соответствующий 
основному состоянию Е1 , определяется формулой ( 1  0 . 1 . 1 6 ) .  Он отстоит 
от дна зоны проводимости на энергию Е 1 , или от потолка валент
ной зоны на энергию Eg - jE 1 j (см. рис. 1 0. 1 . 1 ) . Таким образом , при 
Eg - jE1 j > О стационарное существование экситона я вляется энерге
тически не выгодным ,  так как в этом случае энергия ,  затрачиваемая 
на генерацию электрона и дырки превосходит выигрыш в энергии jE , j  
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при генерации экситона . Экситон имеет ограниченное время жизни 
и исчезает в результате рекомбинации электрона и дырки .  

10.4. 1 .  Переход полупроводник - экситонный диэлектрик. 
Образование экситонов в полупроводнике при Т = О становится энер
гетически выгодным  при условии , что энергия Е1  связи экситонов пре
восходит величину Eg. т. е .  энергетический уровень расположен ниже 
потолка валентной зоны .  Из энергетических соображений ясно, что 
при Eg - \ Е 1 \  < О полупроводни ковое состоян ие становится неустой
чивым относительно самопроизвольного образования экситонов . При 
этом для всех электронов в валентной зоне, находящихся выше экси
тонного уровня, становится энергетически выгодным перейти в зону 
проводимости и образовать пары с возни кающими  в результате их 
перехода дырками  в валентной зоне и сконденсироваться на уровне Е 1  
(рис. 10 .4 . 1 ,  а) . 

Е 

р 

а 

�о 
металл � Е 1 

о 
б 

Рис . 10.4. 1 .  а) Схема образования экситонного диэлектрика. 6) Зависимость 
энергетической щели от энергии . Е9 - запрещённая зона в полупроводнике, 
Еп - энергия перекрытия в металле, g - параметр кулонавекого взаимодей-

ствия 

Таким образом ,  если в полуnроводнике каким-либо способом умень
шать величину запрещённой зоны Eg. то разность Eg - \Е 1 \ будет 
также уменьшаться и ,  пройдя через нуль ,  может стать отрицательной . 
Такое утверждение не  совсем точно для полупроводника с прямой 
запрещённой зоной, в котором уменьшение Eg до нуля приводит к пере
ходу в новое состояние вещества, получившее название бесщелевого. 
В кристаллах определённой симметрии переход к бесщелевому со
стоянию сопровождается уменьшением эффективных масс электронов 
и дырок и ростом диэлектрической проницаемости, в результате чего 
происходит уменьшение энергии  связи экситонов, и разность Eg - \Е 1 \  
остаётся положительной при любых значениях Eg. При уменьшении 
величины запрещённой зоны Eg в таком полупроводнике экситонный 
диэлектрик не может образоваться. 
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При Eg < /t: I / и Т = О К в полупроводнике с непрямой запрещённой 
зоной происходит самопроизвольное образование экситонов и полупро
водник должен перейти в экситонный диэлектрик. Интересно отметить, 
что экситонный диэлектрик имеет энергетический спектр, подобный 
спектру сверхпроводника .  Это подобие основано на том, что эксито
ны ,  как и куперавекие пары , являются базе-частицами (в отличие от 
исходных ферми-частиц - электронов и дырок) и образуют в новой 
фазе базе-конденсат. Экситонный  диэлектрик, как и сверхпроводник ,  
возникает путём фазового перехода второго рода . 

Из рис. 1 0.4 . 1 ,  а видно, что для того, чтобы в спектре экситонного 
диэлектрика в зоне проводимости появился электрон, нужно, nри Т =  
= О, затратить энергию /t: 1 / = / 6.0 /  + Eg. Минимально возможное зна
чение этой энергии ,  соответствующее Eg = О, определяет величину 6.о 
э нергетической щели у экситонного диэлектрика. Очевидно, что nри 
Eg = \с:, \ ,  6.о = 0. 

Температура Tk nерехода в экситонный диэлектрик,  так же как 
и темnература сверхnроводящего nерехода, связана со щелью 6.0 nри 
Т = О К соотношением 

( 1 0.4 . 1 )  

где ln 'У =  0,577. 
При образовании экситонного диэлектрика из полуnроводника с ве

личиной заnрещённой зоны Eg < с: 1 энергетическая щель составляет 
/6.0/ = /t:1 / - Eg· Эта величина достигает максимума и близка к энергии 
\c:I / связи экситонов при Eg = О, т. е .  в области перехода полупровод
ник-металл (рис. 10 .2 . 1 , 6) . 

Концентрация неспареиных электронов и дырок в экситонной фазе 
проnорциональна ехр ( -6.0/(kT)) и обращается в нуль  при Т = О. 
Поэтому по nроводимости экситонный диэлектрик  подобен полуnро
воднику с эквивалентной заnрещённой зоной, равной 6.0 . Однако тер
модинамические и кинетические свойства экситонной фазы отличаются 
от свойств металла или полупроводника ,  что позволяет говорить об 
экситонном диэлектрике как о новом состоянии вещества .  В частности , 
в экситонной фазе должна наблюдаться особенность теnлопроводности , 
связанная с экситонами. 

10.4.2. Переход полуметалла в состояние экситонного диэлек

трика. Остановимся подробнее на возможности образования экситон
ного диэлектрика в полуметалле с равным числом электронов и дырок . 
Ранее указывалось, что в результате сильной экранировки кулонавеко
го взаимодействия фермневских электронов, расположенных на изо
энергетических поверхностях электронного и дырочного типов, в ме
таллах экситоны не образуются .  Отношение потенциальной энергии 
экранированого кулонавекого взаимодействия квазичастиц в металлах 
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к их кинетической энергии характеризуется параметром g: 

� 
g = y & ·  ( 1 0 .4 .2) 

Так как э нергия экситона Е 1 не зависит от концентрации n носите
лей заряда , а энергия Ферми EF пропорциональна n213, то при увели
чении  концентрации квазичастиц величина g уменьшается . У обычных 
металлов EF на много порядков превышает Е1  и g можно считать прак
тически равны м  нулю .  При уменьшени и  концентрации квазичастиц g 
увеличивается . Концентрация n квазичастиц связана с энергией Ферми 
в случае квадратичного закона дисперси и  с эффективной массой те 
соотношением (см .  (6 . 1 . 1 2) )  

При концентрации 

n = (2meEF )312 

37Т2h3 

_ (2meEI )312 
n - 2 3 ' 

37Т h 

( 1 0.4 .3) 

соответствующей Е 1 = EF, величина g = 1 .  При этом ro = аех/3, где ( 2 д )- 1 /2 ( 2 3 )- 1 /2 
ro = :Ео д� ;:::j :Ео 2;F 

(СИ) , 

ro = ( 47Те2 дп )- 1 /2 ;:::j ( 47Те2 3n )- 1/2 
Е дЕ Е 2EF 

(СГС) ( 10.4.4) 

- дебаенекий радиус экранирования .  Однако ,  даже при g « 1 притя-
жение становится существенным,  если электронная и дырочная изо
энергетические поверхности в металлах имеют одинаковые размеры 
и форму, т. е .  могут быть совмещены друг с другом . Такие поверх
ности называются конгруэнтными. В этом случ ае каждой частице 
с импульсом р на электронной поверхности соответствует квазичасти
ца с таким же импульсом на дырочной поверхности. Как показали 
Л. В .  Келдыш и Ю. В .  Копаев, электронный энергетический спектр 
полуметалла с конгруэнтными поверхностями является неустойчивым 
при Т = О К относительно спаривания квазичастиц, в результате ко
торого образуется экситонный диэлектрик с экспоненциально малой 
щелью .6.0 . В модели Келдыша-Копаева энергетическая щель опреде
ляется формулой 

1 .6.о � Е 1 ехр - , g 
( 10 .4 .5) 

которая по своей структуре совпадает с формулой для энергетиче
ской щели  у сверхпроводников в теории  Бардина-Купера-Шриффера 
(см. гл . 7 ) .  В выражении ( 10.4 .5) для энергетической щели  экситонного 
диэлектрика роль дебаенекой энергии фонанов kвТо (То - температура 
Дебая, см . § 5 .5) играет энергия Е! связи пар , а роль параметра Л элек-
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трон-фанонного взаимодействия -- параметр кулонавекого взаимодей
ствия g. Решение, полученное при g « 1 ,  может быть использовано для 
качествен ного описания системы при g � 1 . Такое значение параметр 
g достигает при уменьшении перекрытия зон и энергии Ферми в полу
металле, т. е. в области перехода металл-диэлектрик .  Приближённое 
рассмотрение показывает, что в этой области при EF � Е1  величина 
щели д0 по порядку величины также близка к Е 1 . 

Качественная зависимость энергетической щели д0 экситонного 
диэлектрика от энергии Еп перекрытия зон в полуметалле и величины 
запрещённой зоны Eg в полупроводнике приведена на рис. 1 0.4. 1 ,  б, 
который можно рассматривать как фазовую диаграмму экситонного ди
электрика. Аналогично ,  с точностью до коэффициента пропорциональ
ности, зависит от En и Eg критическая температура Tk экситонного 
перехода. 

Таким образом , сценарий образования фазы экситонного диэлектри
ка при Т =  О из фазы полупроводника (см. рис. 1 0.4 . 1 ,  а) при умень
шении величины запрещённой зоны и далее при переходе в полуме
таллическое состоян ие следующий (см . рис . 10 .4 . 1 ,  6) . Если Eg > Е 1 , то 
экситонный уровень находится в запрещённой зоне. При уменьшении 
Eg. когда она становится меньше Е 1 , образуется экситонный диэлек
трик. В его спектре появляется энергетическая щель д0, отличная от 
нуля .  При дальнейшем уменьшении Eg величина до растёт и достигает 
предельного значения до � EJ при Eg = О. При Eg = О  полупроводник 
переходит в бесщелевое состояние и далее в полуметаллическое с энер
гией Еп пере!\рытия валентной зоны и зоны проводимости . В результате 
этого появляются свободные носители заряда , э!\ранирующие 1\улонов
ское притяжение взаимодействующих квазичастиu в зонах. Э!\раниро
вание ослабляет кулонавекое взаимодействие квазичастиu ,  дебаевс!\ий 
радиус э!\ранирования уменьшается и ,  соответственно,  уменьшается 
параметр g. UЦель в спектре экситонного диэлектрика уменьшается 
и при g ---+ О экспоненциально обращается в нуль. 

§ 10.5. Экситоны в сильном магнитном поле 

Экситон большого радиуса является водородаподобным образова
нием. Поэтому поведение такого э!\ситона в сильном магнитном по
ле В можно сравнить с поведением атома водорода. Степень влияния 
магнитного поля на структуру уровней и хараюерные размеры атома 
водорода определяется величиной отношения циклотронной энергии 
к энергии связи электрона в атоме водорода в основном состоянии 
(см .  формулу (2 . 1 . 7) )  

( 10 .5 . 1 )  
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При � « 1 магнитное поле приводит к слабому расщеплению атом
ных уровней, порядка �. известному под названием эффекта Зеемана. 
Характерные размеры атома при � « 1 практически не изменяются. 

Условие � � 1 определяет область сверхсильных магнитных полей 
для атома водорода, в которых наблюдается существенное изменение 
его энергетических уровней . Нижней границей области сверхсильных 
полей является магнитное поле 

В =  В* = \ e l з�g � 2 · 1 05 Тл. 
п 

( 1 0.5.2) 

При таком значении магнитного поля действующая на электрон 
сила Лорентца \ e \ [vB] сравнивается с силой е2 ja0 кулонавекого при
тяжение к ядру электрона, находящегося на расстоянии а0 первой 
боровекой орбиты . Сила Лоренца совпадает по направлению с силой 
притяжения электрона к ядру и оказывается дополнительной центро
стремительной силой, которая вызывает увеличение  связи электрона 
с ядром . Вследствие чего характерный  размер атома водорода в плос
кости, перпендикулярной магнитному полю, начинает уменьшаться при В > В*. Атом водорода в сверхсильном магнитном поле из сферически 
симметричного становится эллипсоидом вращения ,  вытянутым вдоль 
магнитной силовой линии .  Уменьшение поперечных размеров атома 
вызывает увеличение энергии основного состояния  (а также энергии 
всех возбуждённых уровней) . 

z 

Рис. 10 .5 . 1 .  Искажение сфериче-

Теоретический анализ показывает, 
что зависимость энергии Е 1 основного 
состояния  при � :?> 1 от магнитного 
поля описывается формулой 

( 1 0.5.3) 

Продольный r 11 (в  направлении 
магнитного поля) и поперечный r .l 

(в перпендикулярном к магнитному 
полю направлении)  размеры атома за
висят от магнитного поля:  

r1 1 ""  ln (B/B* ) ' ( 1 0.5.4) 

ски симметричной формы атома g; fв водорода в сверхсильном магнит- r .l "" lв = l niB "" -В
1 

. ( 1 0.5.5) 
ном поле В > В* е 

Величина Zв = y'h/( \e \B) (СИ) = y'ch/( \e \H) (СГС) называется 
магнитной длиной . В сверхсильном магнитном поле В » В* атом 
водорода вытягивается вдоль направления  магнитной силовой линии -
рис. 1 0.5. 1 .  Заметим ,  что такой диапазон магнитных полей в земных 
условиях недоступен. 
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Экситоны Ванье-Мотта ведут себя в магнитном поле подобно ато
му водорода. Существенное отличие, однако, заключается в том , что 
сила кулонавекого взаимодействия для водородаподобного образования 
в веществе ослаблена в Е: раз и, кроме того, циклотронная энергия 
определяется величиной циклотронной .массы те. В этом случае па
раметр ( равен 

( = 21i;�c � Е:2 (::у :. = :. ' ( 10 .5 .6) 

где эффективное значение В** нижней границы области сверхсильных 
магнитных полей составляет 

В** = (те )2 В* � 2 . 1 05 . (те )2 _!_ [Тл] . то €2 то €2 ( 1 0 .5 .7) 

Для типичных полупроводников (например, германия,  соединений 
лшвv, лпвv1 где I I ,  I I I ,  V,  VI обозначают группы периодической 
таблицы элементов) ,  для которых характерны значен ия диэлектриче
ской проницаемости Е: ;:::: 15 и mc/m0 ;:::: 0,05, величина В** ;:::: 10 Тл . 
Для полуметаллов типа Bi (Е ;:::: 1 00 и те/то ;:::: 0,0 1 )  В** ;:::: 0, 1 Тл . 
Приведённые оценки показывают, что режим сверхсильного поля для 
экситонов может легко быть достигнут экспериментально в лабора
тории. 

В заключение отметим ,  что для полуметаллов с изотропным ис
ходным  спектром электронов и дырок (модель Келдыша-Копаева) эк
ситонная фаза в сильном магнитном поле становится неустойчивой 
относительно перехода экситонный  газ - экситонная жидкость . В этом 
случае в кристалле образуются металлизированные капли экситонной 
жидкости, занимающие определённый объём, соответствующий плот
ности жидкой фазы . 

§ 10.6.  Биэкситоны 

Между экситонами, так же как между нейтральными молекулами ,  
действуют силы притяжения Ван дер Ваальса, зависящие от расстоя
ния r как 1 jr6. При низких плотностях экситонов, когда кинетическая 
энергия движения их центра масс существенно превосходит энергию 
взаимодействия, экситоны образуют идеальный газ .  При увеличении 
плотности и пониженин темnературы экситоны могут образовывать 
биэкситоны, т. е. связанные состояния двух экситонов типа молекулы.  
В биэкситонах связи имеют ковалентный характер как в молекуле водо
рода. Однако, в связи с тем , что энергия связи электрона и дырки в эк
ситоне существенно ниже энергии связи в основном состоянии атома 
водорода (см. ( 1  0. 1 . 1 6) ) ,  энергия диссоциации биэкситона значительно 
меньше энергии диссоциации молекулы водорода. Поэтому биэкситоны 
существуют только в области достаточно н изких температурур. 

Если эффективные массы электронов и дырок близки по величине, 
то экситон можно рассматривать как пазитрений (связанное состоя-
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ние электрона и позитрона) . Если же массы сильно (во много раз) 
отличаются, то экситон по структуре ближе к атому водорода, чем 
к позитронию. Как известно, атомы водорода в обычных условиях 
соединяются в молекулы .  Энергия связи молекулы водорода составляет 
0,35 от энергии ионизации атома водорода , равной 10 ,6 эВ .  Можно 
ожидать ,  что экситоны также будут соединяться в молекулы (биэкси
тоны) , если только их концентрация достаточно велика, а температура 
достаточно низкая . При этом характерные энергии ,  естественно, суще
ственно меньше, чем в молекуле водорода , и имеют порядок энергии 
связи экситона, т. е .  � 1 0-2 эВ (rv 1 00 К) .  

При равенстве эффективных масс электронов и дырок образование 
биэкситона аналогично образованию молекулы позитрония .  Однако ,  
поскольку в молекуле позитрония отсутствуют тяжёлые частицы (про
тоны) ,  амплитуда нулевых колебаний частиц в молекуле позитрония 
оказывается порядка размера атома позитрония ,  что сильно ослабляет 
величину молекулярной связи . Поэтому образование биэкситонов из 
частиц с близкими эффективными массами должно происходить при 
существенно более низких температурах, чем образование водородапо
добных биэкситонов . 

В полупроводниковых кристаллах, в которых эффективные мас
сы те и mh сильно различаются, например, в сульфиде кадмия CdS 
mh/me � 2,5, в CuCI mh/me � 50, энергия связи биэкситона может 
достигать десятков МэВ .  Для биэкситонов, подобных позитронию, эта 
величина значительно меньше. Энергия связи биэкситонов определяет 
область температур, при которых они образуются . Так как биэкситоны 
связываются в молекулы при столкновениях, вероятность образования 
биэкситонов пропорциональна квадрату их концентрации ,  т. е .  для об
разования биэкситонов концентрация экситонов должна быть доста
точно велика. 

Итак, для образования биэкситонов необходимы низкие температу
ры и высокая исходная концентрация экситонов в кристалле. Кроме 
того нужно, чтобы температура конденсации экситонов в электронно
дырочную жидкость (см. следующий параграф) была бы ниже критиче
ской температуры образования биэкситонов. По этой причине биэкси
тоны в недеформированных кристаллах германия и кремния не образу
ются. Одноосные деформации кристаллов Si и Ge в определённых на
правлениях позволяют сильно уменьшить энергию связи в электронно
дырочной жидкости, и снизить температуру её образования .  Когда эта 
температура становится ниже температуры образования биэкситонов , 
то биэкситоны образуются и устойчиво существуют в определённой 
области температур. Значения  энергии связи биэкситонов в Si и Ge 
составляют �0.5 мэВ, т. е .  всего несколько процентов от энергии связи 
экситонов в кремнии Еех � 1 5  мэВ. 
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§ 1 О. 7. Конденсация экситонов 
в электронно-дырочную жидкость 

При увеличении плотности экситонов , когда их волновые функции 
начинают сильно перекрываться , в системе может произойти фазовый 
переход. Принципиально существуют две возможности: переход в упо
рядоченное состояние - экситонный кристалл ,  и переход в жидкое 
состояние, в котором существует только ближний порядок. 

Из-за малости масс электронов и дырок, большой кинетической 
энергии их относительного движения условия ,  необходимые для фор
мирования кристаллического состояния ,  оказываются очень жёсткими 
и практически не реализуемыми.  Что касается образования жидкости , 
то это явление экспериментально достаточно легко наблюдаемо. Оно 
существует всегда, когда концентрация электронов и дырок превосхо
дит определённое критическое (при данных условиях) значение. Кон
центрация электронов в зоне проводимости определяется временем их 
релаксации .  Чем больше время релаксации, тем большую концентра
цию квазичастиц можно получить экспериментально (например, под 
действием освещения ) .  Ранее отмечалось, что время релаксации элек
тронов у полупроводников с непрямым спектром ,  значительно больше, 
чем у прямозонных.  Это время можно увеличить путём пониженин 
температуры . Поэтому, используя оптическую накачку на подходящей 
частоте и низкие температуры ,  можно достигнуть высокой концентра
ции квазичастиц. 

Частицы взаимодействуют между собой по закону Кулона е2 jEr, 
где Е - статическая диэлектрическая проницаемость вещества. 

Таким образом , конденсация электронов и дырок приводит к об
разованию в кристалле металлической жидкости высокой плотности. 
Гамильтоннан системы взаимодействующих друг с другом квазичастиц 
можно записать в следующем виде: � п2 п2 2 2 

н = - L 2me v; - L 2mh V1, - L Е lre
e
_ rh l + 2:: E�ij . ( 1 О.7· 1 )  

L <J 
Здесь первые два члена представляют кинетическую энергию элек
тронов и дырок. Третье слагаемое описывает энергию кулонавекого 
притяжения электронов и дырок, четвёртое - энергию кулонавекого 
отталкивания одноимённо заряженных квазичастиц. 

С другой стороны , отдельно взятые электрон и дырка образуют 
связанное состояние - экситон .  Поэтому металлическая электронно
дырочная жидкость может образоваться лишь при условии, что энер
гия металлического состояния ,  описываемого гамильтонианом ( 1 О. 7. 1} 
оказывается меньше энергии экситонного газа ,  равной (p,e4 )/(2E2h ) 
(см. ( 10 . 1 .2) ) ,  на пару электрон-дырка. Энергия конденсации опреде
ляет критическую температуру, при которой наступает конденсация . 
При этой температуре экситонный  газ испытывает фазовый переход 
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и конденсируется в металлические капли ,  находящиеся в равновесии 
с экситонным паром. Критические температуры, определяющие метал
лизацию экситонного газа , составляют несколько градусов Кельвина. 

Основные параметры электронно-дырочных капель в германии и 
кремнии  приведены в табл . 1 0. 7. 1 .  

Т а б л и ц а  10 .7. 1 
Параметры электронно-дырочных капель в Ge и Si 

Вещество Ge Si 

Энергия в конденсированном состоянии,  мэВ 1 ,5-2,0 8 

Концентрация квазичастиц, м-3 2,4 . 1023 3 ,7 . 1 024 

Свободные экситоны в полупроводниках при низких концентрациях 
и относительно высоких температурах можно рассматривать как иде
альный газ ,  т. е. газ невзаимодействующих частиц.  Однако все обычные 
газы при пониженин температуры и увеличении давления (плотности) 
конденсируются в жидкость. В конденсированном состоянии плотность 
жидкой фазы определяется ,  в основном , силами взаимодействия меж
ду атомами или молекулами.  Так как молекулярный вес экситона 
в несколько тысяч раз меньше веса обычных атомов и молекул, тем
пературы конденсации ,  пропорциональные молекулярному весу частиц,  
у экситонов должны быть очень низкими .  Например, конденсация эк
ситонов в CdS происходит при температурах 2-4 К только при высокой 
интенсивности импульсного освещения .  При конденсации происходит 
металлизация экситонного газа. Так как электроны и дырки в экси
тонах связаны слабо, при конденсации они распадаются на электроны 
и дырки ,  которые и образуют электронно-дырочную жидкость с высо
кой электропроводностью. 

Плотность частиц n0 в электронно-дырочной жидкости опреде
ляется только параметрами  кристаллической решётки и силами  вза
имодействия между частицами .  Если концентрация экситонов ниже 
некоторой величины ,  то при конденсации лишь часть объёма кристалла 
заполняется электронно-дырочной жидкостью: в кристалле образуются 
электронно-дырочные капли .  При возрастании уровня возбуждения 
полупроводника,  объём ,  занятый жидкостью, увеличивается. При по
вышении  температуры капли испаряются . 

Образование капли приводит к возникновению в этой области по
тенциальной ямы для электронов, расположенной по энергии ниже 
уровня Еех экситонов. Так как энергия дырок отсчитывается от потолка 
валентной зоны вниз ,  при образовании капли их энергия уменьша
ется .  На шкале энергий энергетические уровни дырок поднимаются 
вверх, образуя потенциальную яму у потолка валентной зоны. Так 
как электроны и дырки имеют спин ,  т. е. подчи няются статистике 
Ферми-Дирака ,  при Т =  О они заполняют энергетические состояния 
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в потенциальных ямах до некоторых граничных значений  энергии ,  
определяющих значения энергий Ферми EeF и E,,F электронов и дырок. 

Схематически зонная структура прямозонного полупроводника с 
электронно-дырочной каплей приведена на рис. 1 0.7. 1 ,  а .  При конденса-

1 
w 

а б 

Рис. 1 0.7. 1 .  а) Схематическое образование электронно-дырочной капли.  Е9 -
прямая запрещённая зона в спектре, Ее и Ev - границы зоны проводимо
сти и валентной зон в исходном состоянии,  1)0 - размер капли в реальном 
пространстве. Справа показан спектр излучения с пиком , соответствующим 
свободным  электронам и дыркам, экситонным уровнем Еех ,  полосы излуче
ния электронно-дырочной жидкости; 6) Зависимости кинетической Ек , потен
циальной Еп и суммарной энергий Ек + Еп от обратного среднего расстояния 

1 / (r) между частицами в электронно-дырочной жидкости 

ции, за счёт доминирующих сил притяжения между частицами в жид
кости энергия электронов и дырок в области капли уменьшается по 
сравнению с энергией Еех экситонов до их конденсации .  До образо
вания электронно-дырочной жидкости все экситоны располагались на 
экситонном уровне Еех . так как спины экситонов равны нулю, и они 
подчиняются статистике Базе-Эйнштейна.  При образовании электрон
но-дырочной жидкости экситоны распадаются на отдельные электроны 
и дырки, заполняющие потенциальные ямы ,  до значений  энергии EeF 
и Ен (см. рис . 10 .7. 1 , а) .  

При столкновении  в капле электроны и дырки аннигилируют с ис
пусканием характерного рекомбинационного излучения .  Аннигиляция 
электронов и дырок в капле приводит к поя влению в спектре излу
чения полосы шириной EeF + Ен, расположенной в области энергий ,  
меньших энергии излучения свободных носителей (порядка ширины 
запрещённой зоны Eg) и ниже полосы излучения свободных экситонов 
(см. рис . 10 . 7. l , a) .  

Концентрация электронов и дырок в жидкой фазе составляет около 
по = 1 02 1 м-3. Энергия электронно-дырочной жидкости складывается 
из кинетической энергии Ек . определяемой движением частиц, и потен
циальной энергии Еп . обусловленной притяжением между частицами .  
Средняя кинетическая энергия, приходящаяся на одну пару в жид-
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кости ,  равна Ек = 3(Eer + EhF) /5. Для полупроводников с невырож
денными зонами ,  равными  концентрациями n0 электронов и дырок 
и изотропной эффективной массой 

h2 
2 ( 1 1 ) 

EeF + EftF = -2 37Г по - + - · те ffih 
( 1 0 .7.2 )  

Потенциальная энергия притяжения между частицами приблизи
тельна обратно пропорциональна среднему расстоянию между части
цами  (r) = (2no) - 113 

Е "' 1 _ (2 ) 1 /3 п (r) - по . ( 1 0 .7.3) 

На рис. 1 О .  7. 1 ,  б приведе на зависимость кинетической Ек = 
3(EeF + Ehr)/5 "' по "' 1 / (r)3, потенциальной Еп и суммарной 

энергий Ек + En от обратного среднего расстояния 1 /  (r) между 
частицами в электронно-дырочной жидкости .  

Минимум  зависимости Ек + Е11 о т  1 /  (r) определяет значение сред
него расстояния (r) = r0 и, соответственно, значение концентрации n0 
электронов и дырок в жидкости, при которой жидкость устойчива. Об
разование жидкости энергетически выгодно, если минимум энергии Е0 
расположен ниже уровня Еех , соответствующего энергии свободного 
экситона .  

Перечислим основные свойства электронно-дырочных капель .  
1 .  Капли ,  состоящие из вырожденной электронно-дырочной жид

кости ,  очень слабо взаимодействуют с колебаниями кристаллической 
решётки (слабо рассеиваются на фононах) и обладают большой по
движностью. Даже небольшая (неоднородная) деформация может уско
рить капли до скорости звука в кристалле ("' 1 05 м/ с) . В однородном 
кристалле капли движутся со средней тепловой скоростью, которая 
зависит только от массы капли .  

Равновесный  объём капли определяется равенством числа эксито
нов , захватываемых каплей при тепловом движении ,  и числом элек
тронов и дырок, рекомбинирующих внутри капли и испаряющихся 
с поверхности в един ицу времени .  

2 .  Заметим ,  что рекомбинация электронов и дырок внутри капли 
происходит не только за счёт излучательной аннигиляции, но и за счёт 
так называемой ударной рекомбинации .  В этом случае энергия и им
пульс рекомбинирующей электрон-дырочной пары передаются третье
му носителю.  На долю ударной рекомбинации ,  например, в германии 
приходится 60-70 %, в кремнии - 1 00 %. 

При каждом акте ударной рекомбинации выделяется энергия по
рядка Eg. В одном см3 электронно-дырочной жидкости выделяет
ся мощность W "' Egn0/тo (то - время жизни капли ,  n0jт0 -
число актов рекомбинации в единицу времени) .  В германии n0 = 
= 2 · 1 0 1 7 см- , т0 = 40 мкс, Eg = 0,74 эВ,  откуда мощность излуче
н ия W = 300 Вт/см3. Для кремния n0 = 4 · 1 01 7 см-3, то = 0, 1 8  мкс, 
Eg = 1 ,2 эВ и мощность излучения W = 1 06 Вт/см3. Практически вся 
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эта гигантская мощность расходуется на генерацию потока фононов . 
Это так называемый фононный ветер , который дует из капель .  Фо
нонный ветер может захватывать капли и перемещать их на большие 
расстояния.  

Размеры капель варьируются в широких пределах. В частности , при 
неоднородной деформации ,  в области максимального сжатия, можно 
получить капли гигантских, порядка 1 мм размеров со временем жизни 
ДО 600 М КС .  

Оптическая анизотропия кристалла приводит к поляризации ре
комбинационного излучения .  Степень поляризации и злучения ,  возни 
кающего при  аннигиляции электронов и дырок, зависит от  величины 
и кристаллографического направления деформации кристалла и от то
го, какой фонон, продольный или поперечный ,  испускается при таком 
процессе. 

3. Магнитное поле также существенно изменяет свойства элек
тронно-дырочной жидкости. В магнитном поле В энергия свободных 
носителей заряда квантуется (см. (6. 1 8 .3) , (6 . 1 8 .9) ,  (6. 1 8 . 1 5) ) .  

Так как  электронно-дырочная жидкость образуется только при 
достаточно низких температурах, электронная и дырочная системы  
в жидкости вырождены , так же  как  в обычных металлах. При увели
чении  магнитного поля энергетические уровни электронов Е11 , соот
ветствующие максимумам электронной плотности, пересекают уровень 
Ферми .  Аналогичная ситуация имеет место для дырок. В результате 
плотность состояний на уровне Ферми периодически изменяется , что 
приводит к осцилляциям интенсивности рекомбинационного излучения 
электронно-дырочной жидкости .  Этот эффект аналогичен по своей 
природе квантовым осцилляциям электрического сопротивления Шуб
никова-де Гааза у металлов. 

4 .  Рассмотрим ещё одну особенность электронно-дырочных капель .  
Как уже указывалось, внутри капель непрерывно происходит рекомби
нация электронов и дырок. Постоянство размера капель обеспечивает
ся за счёт притока экситонов на её внешнюю поверхность. В результате 
возникает непрерывный поток электронов и дырок от поверхности кап
ли к центру. Если капля находится в магнитном поле, то на движущи
еся электроны и дырки действует сила Лоренца, которая вызывает вра
щение электронной и дырочной компонент капли в противоположные 
стороны ,  т .  е .  создаёт круговой электрический ток. Этот ток производит 
магнитный момент 

М, направленный вдоль внешнего магнитного поля 
В, что эквивалентно появлению парамагнетизма капель .  

Количество частиц,  создающих круговой электрический ток, про
порцианальна числу актов рекомбинации в единицу времени n0/� .  
а скорость их движения пропорциональна подвижности частиц и ве
личине магнитного поля . Расчёт даёт следующую оценку магнитного 
момента капель :  М '"'"'  В (D )5 no{L ' 

2 то ( 1 0 .7.4) 
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где D - диаметр капли, р, - средняя подвижность электронов и дырок. 
Оценим величину подвижности электронов и дырок в капле .  При 

электрон-электронных столкновениях суммарный и мпульс электронной 
системы не изменяется. Иная ситуация возникает при столкновении  
электрона с дыркой . Для наглядности предположим ,  что до столкно
вения дырка покоилась и массы электрона и дырки одинаковы.  Тогда 
при центральном ударе электрон остановится, а дырка приобретёт его 
скорость . Но это значит, что доля тока ,  который переносил элек
трон ,  поменяла знак. Таким образом ,  электрон но-дырочные соударения  
должны сильно изменить (уменьшить) проводимость. 

Однако, если электронно-дырочная система вырождена, то рассе
иваться могут только частицы, расположенные в области размытия 
границы шириной rvkвT фермиевекого распределения . Вероятность 
рассеяния пропорциональна произведению числа частиц, заполняющих 
состояния в этой области , на число свободных мест. Обе эти величины 
порядка kвТ, так что вероятность рассеяния должна быть rv (kвT)2, 
а время релаксации при электрон-дырочном рассеянии rv(kвT)-2. 

эдж _____ _ 

о 

Рис. 1 0.7.2 . Фазовая диа-
грамма электронно-дыроч-
ных состояний в герма
ние, ЭДЖ - электронно
дырочная жидкость, ЭГ -

электронный газ 

Подвижность электронов и дырок в капле 
/.lef• , обусловленная электрон но-дырочным 
рассеян ием , 

( 1 0 .7.5) 

Численная оценка показывает, что по
движность носителей заряда в электронно
дырочной жидкости в кристалле германия 
при температуре 2 К может достигать очень 
высоких значений,  порядка 1 02 м2 /В с .  

Подставляя значения  D, n0 для боль
ших капель в кристалле германия в фор
мулу ( 1 0 . 7.4) ,  находим ,  что рекомбинацион
ный парамагнетизм на м ного порядков пре-
восходит диа- и парамагнетизм обычного 

электронного или дырочного газа в металлах и полупроводниках. Так 
как капли парамагнитны ,  их энергия в магнитном поле понижается .  
Энергетически выгодно, чтобы капли приняли такую форму, чтобы 
их магнитный момент был бы максимальным .  Оптимальной формой 
капли,  как показывает расчёт, является сплющенный в направлении  
поля эллипсоид вращения с отношением диаметра к толщине �2.5. 

5 .  На рис. 1 0. 7.2 приведена схематическая фазовая диаграмма элек
тронно-дырочных состояний в германии .  Критическая Те для Ge со
ставляет 6,5 К и критическая концентрация nc � 1 01 7 см-3. Выше этой 
температуры разделения на жидкую и газообразную фазы экситонов 
не происходит. 
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§ 10.8 .  Многочастичные экситон-примесные 
комплексы 

Донорные и акцепторные примесные атомы,  замещающие собствен
ные атомы в решётке полупроводника ,  создают при низких темпе
ратурах водородаподобные связанные состояния .  Для доноров - это 
nоложительно заряженный  ион-электрон, для акцеnторов - отрица
тельно заряженный ион-дырка. Энергетические уровни этих состоя
ний  привязаны в пространстве импульсов к положению экстремумов 
энергетических зон в зоне Бриллюэна. Донорные уровни расположены 
н иже минимумов энергии в зоне проводимости , акцепторные - выше 
максимумов энергии  в валентной зоне . 

В прямозонных полупроводниках (в полупроводни ках с прямой за
прещённой зоной между экстремумами энергии валентной зоны и зоны 
проводимости) экстремумы зон расположены в центре зоны Бриллюэна 
при импульсе р = О. Основное l s-состояние связан ных с донорами  
и акцепторами  частиц двукратно вырождена, так же к а к  l s-состояние 
в атоме водорода . 

У многодолинных полупроводников имеется несколько экстремумов 
в зоне проводимости (или валентной зоне) , расположенных в эквива
лентных  или симметричных точках зоны Бриллюэна при значениях 
IP I  #- О. Каждому экстремуму соответствует двукратно вырожденный 
уровень основного примесиого состояния . Например, в кристалле крем
ния - 6 эквивалентных электронных долин .  Поэтому можно ожидать, 
что основное состояние донора в кристаллах кремния 1 2-кратно вы
рождено . Однако надо учитывать, что симметрия электрического поля, 
в котором движутся связанные с донорными атомами электроны , опре
деляется симметрией соответствующих точек, в которых расположены 
экстремумы энергетических зон . Поэтому двенадцатикратно вырож
денный  донорный уровень у кремн ия расщепляется кристаллическим 
полем на три двукратно, четырёхкратно и шестикратно вырожденных 
уровня с учётом двукратного вырождения по спину. Величина расщеп
ления обычно невелика и зависит от химической природы донорных 
атомов. 

Число дырочных долин  обычно не равно числу электронных, при
чём соответствующие им экстремумы энергии расположены в других 
точках зоны Бриллюэна со своей симметрией кристаллического поля .  
Например, дыркам в кремнии ,  захваченным ионами акцептора Ш груп
пы (В, Al, Ga, ln) из четырёх долин  в валентной зоне, соответствует 
четырёхкратно вырожденный акцепторный уровень. 

Сильное вырождение донорных и акцепторных уровней в многодо
линных полупроводниках создаёт условия для существования необыч
ных электронно-дырочных состояний ,  получивших название много
частичных экситон-примесных комплексов . Простейшим из таких 
комплексов является связанный экситон - система,  состоящая из 
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однократно заряженного примесного иона, одного лёгкого носителя 
заряда того же знака , что и заряд примесного иона, и двух носителей 
заряда с противоположным знаком . Такая система образуется ,  когда 
примесный  ион захватывает экситон и один носитель заряда противо
положного иону знака . 

Значительная ширина полосы излучения свободных экситонов опре
деляется их тепловым  движением . Примесные атомы также участвуют 
в тепловом движении, однако, в отличие от атомов кристаллической 
решётки ,  они колеблются вместе со своим электронно-дырочным окру
жением , похожим на электронные оболочки  в атомах. Поэтому при ан
нигиляции электрона и дырки в экситон-примесных комплексах всегда 

As(_lo) 

As(o) 

1 ,08 1 '  1 2  1 , 1 8 hw, эВ 

1-'ис. 1 0.8 . 1 .  Интенсивность I реком
бинационного излучения кристалла 
кремния, легированного As при тем
пературе 15 К. ex(_l о) и ex(_i а) 
излучение свободных экситонов, со-

выделяется практически одна и та 
же энергия, т. е. линии излучения 
должны быть чрезвычайно узкими .  

На рис. 1 0 .8 . 1 ,  в качестве при-
мера, приведён спектр рекомбина
ционного излучения кристалличе
ского кремния, легированного мы
шьяком, при температуре 15  К .  
В спектре, помимо относительно 
широких полос излучения свобод
ных экситонов (на рис. 1 0.8 . 1 обо
значено как << еХ>> ) , сопровожда
ющихся испусканием поперечных 
акустических (_ia) и поперечных 
оптических (_io) фононов , видна 
узкая линия As (_io) , соответ
ствующая излучательной анниги
ляции электронов и дырок в экси
тонах , связанных атомами мышья
ка .  При аннигиляции электронов и 

провождающееся испусканием попе- дырок в связанном экситоне квази
речных оптических или акустиче
ских фононов, As(o) и As(_l о) -
линии излучательной аннигиляции 
электронов и дырок в экситонах, 

связанных атомами мышьяка 

импульс рекомбинирующих частиц 
может передаваться не колебаниям 
решётки (фононам) ,  а примесному 
атому, что порождает безфононную 
линию излучения As (0) . 

Более сложные экситон-примесные комплексы образуются при свя
зывании примесными атомами нескольких экситонов . Для образования 
комплекса с двумя экситонами необходимо существование одноэкси
тонного комплекса, с тремя экситонами - двухэкситонного связанного 
комплекса и так далее. По этой причине для образования комплекса 
с большим числом частиц необходимо более сильное возбуждение 
кристалла, т .  е .  большая концентрация свободных  экситонов. 

Качественная схема строения многочастичных экситон-примесных 
центров в кремнии приведена на рис. 1 0.8 .2 .  Первую, двукратно вы-
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рожденную электронную оболочку Г 1 заполняют два электрона. Такое 
заполнение соответствует минимуму энергии ,  так как оба электрона 
притягиваются к положительно заряженному иону донора. Следую
щая четырёхкратно вырожденная оболочка Г3 заполняется дырками,  
так как они притягиваются суммарным  отрицательным зарядом иона 
и двух электронов . Следующая за Г3 шестикратно вырожденная обо
лочка Г5 заполняется электронами , так как суммарный заряд иона 
и двух предыдущих оболочек положительный.  При этом возможна 
рекомбинация дырки с электроном либо из оболочки Г 1 ,  либо из 
оболочки Г5 . Например, у комплекса с т = 1 ,  при рекомбинации дырки 
и электрона с оболочек Г3 и Г 1 , комплекс переходит в состояние 
с т =  О, состоящее из положи-
тельно заряженного иона и элек
трона. 

Каждому комплексу с задан
ным числом частиц соответству
ет своя узкая линия излучения.  
Однако, если в комплексе име
ется много частиц, взаимодей
ствие между ними может при
вести к расщеплению начальных 
и конечных состояний электро

r, Г5 Гз 

/�-�=�\ 
r re�e-:e 

�:�-���;�{::��) 
1n = 1 11t = 2 1n = 3 
Рис. 10 .8 .2 .  Схематическое изобра-
жение возможных экситон-примесных 

центров 
нов и дырок, участвующих в ре
комбинации ,  и появлению тонкой структуры спектра рекомбинацион-
ного излучения . 

В заключение отметим ,  что поскольку рекомбинационный спектр 
излучения многочастичных экситон-примесных комплексов является 
специфическим для каждого сорта донорных (или акцепторных) ато
мов, а интенсивность излучения пропорциональна количеству ком
плексов , спектральный анализ излучения позволяет определить как 
химическую природу, так и концентрацию примесных атомов, даже 
в наиболее чистых кристаллах. Это имеет практическое значение для 
контроля чистоты полупроводниковых материалов и определения сорта 
и концентрации примесных атомов. 



Г л а в а  1 1  
ПОЛЯРОЛЫ 

§ 1 1 . 1 .  Поляровы 

Поляран - комбинация из электрона и создан ного им поля упру
гой деформации (поляризации)  решётки .  Представление о паляране 
предложено Л. Д. Ландау и Я. И .  Френкелем, а первая количественная 
модель полярона принадлежит С. И .  Пекару ( 1 946 г. ) .  Эта модель осно
вана на взаимодействии электрона проводимости с длинноволновыми 
оптическими фононами .  Механизм этого взаимодействия электроста
тический .  Когда электрон переходит в соседнюю элементарную ячейку, 
поляризация перемеrцается вместе с ним .  Так как энергия поляриза
ции при этом сохраняется , связанное образование электрон + область 
поляризации решётки (т. е. полярон) перемеrцается по кристаллу. 

При н изких температурах, когда энергия  тепловых колебаний н иже 
энергии связанного поляранного состояния Ер, поляран можно рас
сматривать как квазичастицу с определённым квазиимпульсом и энер
гией . Заметим, что движуrцийся электрон всегда поляризует решётку. 
Однако, характер поляризации и энергия связи электрона с поляризо
ванной решёткой суrцественно отличаются в металлах, полупроводни
ках и ионных кристаллах . Различие определяется типом связи и ско
ростью движения электронов в решётке. Рассмотрим последовательно 
эти случаи .  

1 1 . 1 . 1 .  Поляроны в металлах. В металлах стабильность решёт
!<И ,  образованной положительно заряженными ионами ,  обеспечивает
ся ферми-жидкостью коллективизированных электронов, концентрация 
которых определяется валентностью атомов и плотностью ионов . 

Поляризация решётки осуrцествляется не всеми коллективизиро
ванными электронам и ,  а только фермневскими электронами ,  эффек
тивная масса и скорость которых определяются их законом дисперсии .  
В простейшем случае, для квадратичного закона дисперси и  и сфери
ческой поверхности Ферми, масса фермневских электронов т* � т0 
(т0 - масса свободного электрона) , а их скорость близка к скоро
сти Ферми VF � 1 06 м/с. Минимально возможное время поляризации 
решётки определяется наиболее высокой (дебаевской) частотой w0 
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колебаний атомов (см. § 5 .5) и составляет половину периода колебаний 
ионов т 1 271' 71' 

2 - 2 "-'D "-'0 
За это время фермиевекий электрон удаляется от области мак

симальной поляризации решётки на расстоян ие � = 'ТГVF / wo � 100 н м 
(см. рис. 7. 1 .2) ,  так как wo � 1 01 3с 1. Область поляризации решётки 
длиной 2�, обладающая избыточным положительным зарядом, движет
ся за ним  на расстоянии во много раз превышающем межатомные 
расстояния ,  составляющие доли нанометра .  Как указывалось ранее 
(см .  гл . 7), такую поляризацию нещзя рассматривать как генерацию 
электронами акустических или оптических фононов , распространяю
щихся в виде упругих вол н  в решётке, так как она осуществляется 
и при температуре О К, когда тепловая энергия колебаний решётки 
равна нулю и рождение тепловых фонанов невозможно.  Поэтому поля
ризация решётки связана с рождением и исчезновением виртуальных 
(существующих очень короткое время) фонанов с частотой порядка 
дебаевекай частоты wo . 

Принято говорить, что электрон в кристаллической решётке окру
жён <<облаком•> виртуальных фононов с дебаевекай частотой . Очевидно, 
что чем сильнее поляризация ,  тем больше рождается виртуальных 
фононов, и тем сильнее связь электрона с решёткой .  Энергия взаи
модействия электрона с решёткой определяется константой Л элек
трон-фанонного взаимодействия. Величину Л можно выразить через 
число возбуждаемых электроном виртуальных фононов . Это число вы
ражается отношением энергии поляризации (упругой деформации) Ер 
решётки в области поляризации к энергии фонона 11.w0 . Константа Л 
определяется следующим образом ( l /3 учитывает существование трёх 
ветвей спектра фононов ) :  

( 1 1 . 1 . 1 )  

За время afvF (а - постоянная решётки) взаимодействия иона 
массой М с фермневским электроном импульс иона изменится на 
величину 

е2 а е2 
Ь:.р = F dt � - - = -.  

а2 vp a vp 
Энергия поляризации одного иона равна 

* 6.р2 е4 
1L � 2М = a2v�2M · 

Число ионов в области поляризации составит N � 2(/а = 2n·vF/(awo) . 
Энергия, связанная с упругой деформацией решётки в области 

поляризации, равна 

Е - /  * / N - /  * / 271'VF � 71'е4 
p - 1L  - 1L  -- � 3 

awo а VfwoM 
( 1 ] . 1 .2) 
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Подставляя в ( 1 1 . 1 . 1 ) 
= 2кJf3J /M , находим 

значение Ер ( 1 1 . 1 .2 )  и значение wo = 

( 1 1 . 1 .3) 

При увеличени и  массы ионов М и упругой постоянной решётки (31 , 
величина Л уменьшается и при М, (31 ---+ оо обращается в нуль .  

Численные оценки величины Л показывают, что Л :::::; (0,2- 1 ,5) . 
Электрон-фононное взаимодействие в металлах приводит к тому, что 
масса полярона mp становится больше массы <<ГОЛОГО•> электрона т* 
(см. § 6 . 7.5) : 

mp :::::; m* ( l  + Л) .  ( 1 1 . 1 .4 )  

Таким образом , квазичастицы в металлах фактически являются 
отрицательно заряженными поляронами с зарядом -е и эффективной 
массой ,  определяемой формулой ( 1 1 . 1 .4) . 

Сильное отставание центра заряда поляризационной ямы от по
ложения в пространстве элементарного возбуждения (большое зна
чение � . см .  рис. 7. 1 . 1 )  в результате большой скорости квазичастиц 
практически полностью исключает возможность их захвата поляри
зационным облаком ,  которое они создают, т. е. возможность одноча
стичной автолокализации .  Однако ,  как указывалось ранее (см. § 7.2) ,  
поляризационная потенциальная яма может приводить к образованию 
связанных, парных электронных состояний ,  образованных двумя элек
тронами с противоположными импульсами (импул ьсом центра масс 
равным нулю) и спинами, с энергией связи в трёхмерных металлах 
порядка нескольких мэВ. 

1 1 . 1 .2 .  Поляроны в полупроводниках. В полупроводниках с ко
валентной связью связь электронов и дырок с продольными оптиче
скими колебаниями мала, так как кристаллическая решётка образова
на электрически нейтральными атомами,  и продольные колебания не 
вызывают поляризации решётки .  Константа электрон-фонониого вза
имодействия Л :::::; (0,002-0,0 1 )  в таких веществах слишком мала для 
образования поляронов. Поэтому все параметры зонного спектра и но
сителей заряда в полупроводниках не перенормируются в результате 
поляроиного взаимодействия .  

§ 1 1 . 2 .  Поляровы в ионных кристаллах 

В ионных кристаллах ситуация качественно другая. 
Во-первых, решётка ионных кристаллов образована положительно 

и отрицательно заряженными ионами ,  удерживаемыми в состоянии 
равновесия, в основном , силами электростатического взаимодействия .  

Во-вторых, концентрация свободных электронов в ионных кристал
лах настолько мала , что электронный газ всегда не вырожден, в резуль
тате чего скорость электронов определяется энергией теплового дви-
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жения ионов решётки . И наче говоря , электроны и фононы находятся 
в состоянии термодинамического равновесия ,  обмениваясь импульсом 
и энергией . Поэтому, если в металлах скорость электронов не зависит 
от температуры и равняется фермиевекой скорости , то в ионных кри
сталлах при пониженин температуры уменьшение скорости электронов 
приводит к уменьшению � (см. рис. 7. 1 . 1 ) ,  в результате чего может 
возникнуть автолокализация электронов в собственных потенциальных 
ямах, которые теперь образуются за счёт притяжения электроном по
ложительных ионов решётки и отталкивания отрицательных. При этом 
отрицательные и положительные ионы смещаются в противоположных 
направлениях как при оптических колебаниях. Такое смещение ионов 
эквивалентно возбуждению продольных оптических фононов , длина 
волны которых может варьироваться в широких пределах, начиная от 
минимального значения,  равного 2а. 

Электроны эффективно взаимодействуют только с продольными оп
тическими  фононами,  так как только при продольных оптических коле
баниях решётки происходит изменение плотности кристалла ,  приводя
щее к образованию связанных электрических зарядов и электрического 
поляризационного поля. Механ изм образования более длинноволновых 
оптических фонанов иллюстрируется на рис . 5 .6 . 1 в гл . 5 для попереч
ных оптических колебаний .  Очевидно, что длинноволновые продольные 
оптические фононы образуются аналогично: независимо от их длины 
волны соседние атомы всегда колеблются в противофазе. 

Заметим, что электроны эффективно взаимодействуют только с оп
тическими фононами ,  длина волны которых превышает расстояние, 
которое проходит электрон за период колебаний решётки 2JГ / r..v0 (wo -
частота оптического фонона) . Это означает, что электрон все время 
находится в потенциальной яме .  Если же электрон за время 2JГ /r..v0 
проходит расстояние существенно превышающее дли ну волны фонона, 
то взаимодействие электрона с фононом сильно ослабляется . 

Напомним ,  что электроны в ионных кристаллах движутся с тепло
выми скоростями .  Электрон с массой т*, рождая фонон с волновым 
вектором k0 , приобретает импульс отдачи nk0 и скорость bl:0/m*. 
Оценивая таким способом импульс электрона, мы  ограничиваемся 
рассмотрением однофононных процессов, т. е. предполагаем ,  что элек
трон-фононные взаимодействия не слишком сильны. За время 2JГ /r..v0 
электрон проходит расстояние (nk0/m* ) (2JГ /r..v0 ) . Следовательно, длина 
волны фононов, с которыми электрон эффективно взаимодействует, 
определяется условием 

Ло > hk� 2JГ
. m wo 

( 1 1 .2 . 1 ) 

Так как Ло = 2IГ/k0 , находим , что поляраны образуются фонанами 
с волновым  вектором 

� ko < у --,;:--- . ( 1 1 .2 .2) 
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Используя соотношение неопределённостей flrflk0 ""' 1 ,  можно оце
нить минимальный размер области пространственной локализации по
лярона : 

( 1 1 .2 .3) 

При рассмотрении поляронов следует различать два предельных 
случая: поляраны большого и малого радиуса . Они различаются раз
мерами области поляризации решётки, т. е .  размерами создаваемой 
электроном потенциальной ямы .  У поляронов большого радиуса линей
ные размеры области деформации много больше постоянной решётки ,  
у поляронов малого радиуса размер деформированной области порядка 
постоянной решётки .  Спин полярона независимо от его радиуса ра
вен 1 /2 .  

1 1 .2 . 1 .  Поляроны малого радиуса. Поляронами малого радиуса 
называются поляроны,  размер которых сравним с размером постоянной 
решётки кристалла а .  Оценим  энергию поляризации решётки для та
кого полярона .  

Помещённый в кристаллическую решётку неподвижный электрон 
поляризует её. Электрон может локализоваться в потенциальной яме, 
которую он создал. Возникающая поляризация Р решётки складыва
ется из поляризации электронных оболочек ионов Ре и поляризации, 
обусловленной смещением ионов из положения равновесия Pi · Так как 
электронная поляризация не зависит от того, локализован электрон 
или нет, она не влияет на глубину потенциальной ямы .  Глубина потен
циальной ямы связана исключительно с ионной поляризуемостью 

( 1 1 .2 .4) 

где Р - полная статическая поляризация решётки, связанная с индук
цией D электрического поля Е соотношением 

где Ео 
чаем 

D = Е + 4пР = ЕоЕ .  ( 1 1 .2 .5) 

статическая диэлектрическая проницаемость. Отсюда полу-

Р = __!.._ (D - Е) =  __!.._ (u - _!_ D) = с:о - 1 D.  
47Г 47Г Ео 47Гt:о 

( 1 1 .2 .6) 

Электронная поляризуемость определяется аналогичным выраже
нием, в котором Ео заменена на высокочастотную диэлектрическую 
проницаемость Е00 • Тогда 

( 1 1 .2 .7 )  

где 
( 1 1 .2 .8) 
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есть эффективная диэлектрическая проницаемость. Энергия взаимо
действия дипольнаго момента решётки с полем, созданным электроном, 
равна ( -РД/2) . Тогда выражая Р; по формуле ( 1 1 .2 .7) и учитывая , 
что D = еjт2, получаем для энергии поляризации решётки 

а 
( 1 1 .2 .9) 

Интегрирование необходимо обрезать снизу на длине порядка по
стоянной решётки а. Физически это следует из того факта, что ионы ,  
сдвигаемые полем, расположены от  электрона на  расстоянии ?:-а .  При 
характерных значениях Есю ;:::; 3, Ео ;:::; 1 0, а ;:::; 0,5 нм величина энергии 
поляризации Ер. рассчитанная по формуле ( 1 1 .2.9) составляет ;:::;0,3 эВ. 

Очевидно, что чем сильнее электрон поляризует решётку, тем боль
шая область поляризации перемешается вместе с электроном , и тем 
больше будет эффективная масса полярона .  

Поскольку поляризация ионов решётки возбуждает оптические фа
ноны, эффективность поляризации можно характеризовать константой 
электрон-фононной связи ( 1 1 . 1 . 1 ) .  Константа ,\ определяет число опти
ческих фононов , возбуждённых в решётке ,  при энергии поляризации 
Ер· Если обозначить ширину электронной зоны W (ширина зоны опре
деляет величину кинетической энергии электронов ) ,  то образование 
полярона возможно лишь при условии Ер > W, причём температура Т*, 
ниже которой образуется полярон , приближённо определяется соотно
шением Т* ;:::; IEP - Wlfkв . Поэтому поляроны могут образовываться 
только в достаточно узкозонных кристаллах с характерной величиной 
W ;:::; 0,2 эВ. При образовании  поляронов W сильно сужается и образу
ется поляронная зона шириной WP . Величину WP можно оценить по 
формуле 

WP = W ехр (-Л) . ( 1 1 .2 . 1 0) 

При энергии полярона Ер ;:::; 0,3 эВ и типичной энергии оптического 
фонона tu.v0 ;:::; 0,3 эВ величина ,\ ;:::; 1 0. Отсюда ширина поляроиной 
зоны wp ;:::; w ехр ( - 1  О) ;:::; 0,2е- 10• Таким образом, ширина поляроиной 
зоны оказывается приблизительно на четыре порядка меньше ширины 
исходной электронной зоны .  Столь узкая зона может реализовывать
ся только в идеальных совершенных кристаллах. Любые нарушения 
структуры кристалла приводят к локализации рассматриваемых поля
ронов малого радиуса. 

При kвТ > nw0 поляран малого радиуса может передвигаться тер
мически активированными скачками .  Энергия активации должна быть 
порядка энергии полярона Ер . т. е .  энергии ,  необходимой для освобож
дения электрона из поляроиной потенциальной ямы .  Подвижность по
ляронов приблизительно экспоненциально возрастает с температурой . 
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1 1 .2 .2 .  Поляраны большого радиуса. Поляраны большого ради
уса - это поляроны, у которых радиус локализации электрона в потен
циальной поляроиной яме велик по сравнению с постоянной решётки. 
В отличие от поляронов малого радиуса, поляраны большого радиуса 
образуются в ионных кристаллах с достаточно большой шириной зоны 
проводимости W � ЕР. Для поляронов большого радиуса константа 
связи электронов с оптическими фонанами определяется формулой 

e2)m*wo �о Л = 312 � const 
W . 2woE1i 

( 1 1 .2 . 1 1 ) 

При Л >  1 0  образуется полярои большого радиуса, т. е .  радиус лока-
лизаванного состояния электрона, захваченного поляризацией решёт
ки, велик по сравнению с постоянной решётки . При слабой электрон
фаноиной связи (Л < 1 )  электрон не локализуется в созданной им по
ляризационной яме, хотя его движение сопровождается поляризацией 
решётки , движущейся вместе с электроном .  Расчёты показывают, что 
в случае полярона большого радиуса его масса тр и энергия Ег равны, 
соответственно т* тр = 1 - Л/6 ' 

( 1 1 . 2. 1 2) 

Для реальных кристаллов наибольший интерес представляет об
ласть промежуточных значений Л( 1 < Л  < 1 0) .  В этой области ана
литических выражений получить не удаётся, и все результаты полу
чаются лишь путём численных расчётов .  Из них следует, что форму
лы ( 1 1 .2. 1 1 )  фактически можно использовать до Л � 6. 

Можно ожидать, что Л в соединениях переходных и редкоземель
ных элементов меньше, чем в щелочногалоидных кристаллах, у ко
торых 4,8 < Л < 6,4, так как степень нонности первых ниже, чем 
вторых. Так ,  например, для EuS Ео = 1 1 , 1 ;  Е00 = 5,0; k0 = 267 см- 1 ; 
и для EuSe Ео = 9,4; Е00 = 5,0; k0 = 1 82 см- 1 (k0 - волновой вектор 
оптических фононов) . Тогда , полагая эффективную массу электрона т* 
равной массе свободного электрона т0, по формуле ( 1 1 .2 . 1 1 ) находим 
Л = 2 для EuS и Л = 2,5 для EuSe . Таким образом, в этих материалах 
понижение энергии электрона за счёт поляроиного эффекта составляет 
�0,06 эВ, а эффективная масса возрастает на 30-40 %. 

1 1 .2 .3. Константа связи между электронами и оптическими 

фононами .  Константа связи Л электронов и оптических фононов 
определяется отношением энергии электрической поляризации решёт
ки к энергии продольных оптических фононов ru..v0 (см . ( 1 1 . 1 . 1 ) ) .  Аб
солютная величина энергии электрической поляризации определяется 
формулой ( 1 1 . 3 .2) .  Для оценки в неё можно подставить радиус поляро
на ( 1 1 .2 .3 ) .  Если не учитывать кинетическую энергию локализованного 
электрона, то константа связи 

Л _ 1 1 е2 _ 1 е2 Гт*"' 
- 3 nwo 2E*rp - 3 n€* у� ,  ( 1 1 .2. 1 3) 
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Типичные значения константы связи Л и значения статической 
и высокочастотной диэлектрических проницаемостей Ео и Е00 для неко
торых веществ приведены в табл . 1 1 .2 . 1 .  

Т а б л и ц а  1 1 . 2 . 1 
Соединение с: о Еоо л 

NaCI 5,6 2,2 0,92 
KCI 4,7 2, 1 0,93 
CuzO 1 0,5 4 ,0 0,42 
AgCI 12 ,3 4 ,0 0,28 

1 1 .2.4. Энергия электрона в потенциальной (поляризацион
ной) яме. Статическая диэлектрическая проницаемость Ео определя
ется величиной смещения недеформированных ионов решётки (инер
ционной поляризуемостью) и деформацией их электронных оболочек 
в электрическом поле (безинерционной поляризуемостью) ,  а высокоча
стотная Е00 - только поляризацией электронных оболочек ионов , так 
как в высокочастотном электрическом поле положение ионов в решётке 
практически не изменяется. 

Пусть в некоторой точке вещества находится электрон. Потенци
альная энергия второго электрона на расстоянии т от первого равна 
е2 j(E0r") . Однако, если бы ионы были неподвижны, то выражение для 
потенциальной энергии имело бы вид е2 j(Еоот) . Таким образом, потен
циальная энергия ,  связанная только со смещением ионов, равна 

V(т) = _ ez (-1 - _!_) = - е2 
• . Т Еоо Ео ТЕ ( 1 1 .2 . 1 4) 

Обозначим через тр радиус образованной электроном потенциаль
ной ямы.  Для простоты ограничимся рассмотрением изотропно поляри
зующейся среды. В этом случае потенциальная яма представляет собой 
сферическую полость с радиусом тР . 

Низшее энергетическое состояние электрона массой т* в такой 
потенциальной яме можно определить из условия квантования энергии 
Бора: длина волны де Бройля Лв электрона равна диаметру полости 

i 2rp = Л8. Отсюда импульс электрона р = bl.; = 2кi!/Лв = кfL/тР , а его 
кинетическая энергия 

р2 7r2 h2 
Ek = 2m* = 2m*r� · 

Полная энергия электрона в потенциальной яме 
2h2 2 

Е =  Ek + V(r) = � - �-2m rP rpE 

( 1 1 .2 . 1 5) 

( 1 1 .2 . 1 6) 
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Минимум полной энергии и соответствующее ему значение радиуса 
полярона определяется из условия 

дЕ = 0  
дrр 

. 

Подставляя выражение ( 1 1 .2 . 1 5) в ( 1 1 .2 . 1 6) ,  находим 

при значении 

* 4 2 т е ( * ) 2 2 е 
Emiп = - --2 S h = - -

2 
* 

2к ТрЕ 

§ 1 1 .3. Энергия поляронов 

( 1 1 .2 . 1 7) 

( 1 1 .2 . 1 8) 

( 1 1 .2 . 1 9) 

Энергия полярона складывается из энергии ,  необходимой для по
ляризации среды, и энергии электрона в потенциальной яме. Оценить 
энергию, связанную с поляризацией среды , проще всего на следующей 
модели полярона: электрон с зарядом -е находится в центре полости 
с радиусом rp в поляризующейся среде, на поверхности s которой 
равномерно распределён заряд +е. Тогда энергия поляризации среды 

Ер = � J u dq,  ( 1 1 .3 . 1 )  

s 

где и = e/s*rp - потенциал на поверхности полости . Вынося ejrp за 
знак и нтеграла, находим 

е 
J 

е2 ЕР = --. dq = --• .  
2rpE 2rpE 

s 
( 1 1 .3 .2) 

Поляризационная энергия Ер положительна и в два раза меньше 
по модулю потенциальной энергии локализованного электрона V = 
= -е2 / (rps* ) (см . ( 1 1 .2 . 1 4) ) .  

Суммарная энергия полярона малого радиуса равна (нет кинетиче
ской энергии электрона) 

( 1 1 .3 . 3) 

Полная энергия полярона большого радиуса (см . ( 1 1 .2 . 1 5) , 
( 1 1 .2 . 1 4 ) ,  ( 1 1 .3 .2) )  равна 

к2h2 е2 е2 к2h2 е2 Ео = --. -2 - --. + --. = --. -2 - --. · 
2m Тр ТрЕ 2т1,Е 2m Тр 2ТрЕ 

( 1 1 .3 .4) 

Первый член в ( 1 1 .3 .4) представляет собой кинетическую энергию 
электрона в потенциальной яме, второй - потенциальную энергию и 
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третий энергию поляризации среды. Минимизируя эту энергию по 
rp . находим полную энергию полярона большого радиуса 

е2 
Ео = - -4 • . rpE 

( 1 1 .3 .5) 

Энергия полярона большого радиуса в два раза меньше энергии 
( 1 1 .3 .3) полярона малого радиуса. 

§ 1 1 .4. Подвижность поляронов 

Образование поляронов большого радиуса не приводит к качествен
ному изменению зонного спектра кристалла. Время жизни квазича
стиц и ,  соответственно, неопределённость их энергии изменяются при 
образовании поляронов незначительно. Поэтому поляраны большого 
радиуса определяются как квазичастицы так же хорошо, как фермиев
екие электроны, <<частицы>> и <<античастицы>> в металлах и <<электроны>> 
и <<дырки>> в полупроводниках. При образовании поляронов большого 
радиуса подвижность квазичастиц уменьшается обратно пропорцио
нально увеличению их эффективной массы , перенормируется также 
скорость частиц и плотность их состояний (см. гл . 6) . 

У поляронов малого радиуса подвижность сильно зависит от тем
пературы. Если в идеальном кристалле при низких температурах вол
новые функции поляронов перекрываются , то это приводит к образова
нию паляранной зоны с обычным зонным механизмом проводимости. 
В этом случае поляраны малого радиуса ведут себя как квазичастицы 
с определённым законом дисперсии, энергией и импульсом . 

Подвижность поляронов определяется отношением времени релак
сации т в электрическом поле к эффективной массе полярона . Время 
релаксации определяется рассеянием поляронов на оптических фоно
нах. Поскольку концентрация оптических фонанов экспоненциально 
зависит от температуры, то плотность оптических фонанов при низких 
температурах весьма мала и время релаксации велико .  При повышении 
температуры, по мере увеличения концентрации оптических фонанов 
происходит следующее. 

1 .  Подвижность поляронов уменьшается в результате уменьшения 
транспортного времени релаксации. 

2 .  Одновременно с этим уменьшается время жизни полярона, ко
торое определяется временем суLЦествования конкретного связанного 
состояния электрона. Возбуждение при нагревании продольных опти
ческих колебаний сопровождаются изменением дипольных моментов 
элементарных ячеек решётки .  Так как электрическое поле диполей 
убывает достаточно медленно (--" 1 /r3) ,  во взаимодействии с данным 
электроном принимает участие одновременно большое число элемен
тарных ячеек. 

3 . Это приводит к увеличению связи электрона малого полярона 
с решёткой и, соответственно, увеличению его эффективной массы . 
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4. В результате , при повышении температуры ширина поляроиной 
зоны, которая обратно пропорциональна эффективной массе полярона, 
уменьшается . 

5 .  Уменьшение времени жизни полярона при рассеянии на оптиче
ских фононах увеличивает неопределённость энергии полярона �Е � 
� n/т. В результате , обычно при температуре порядка Т0/2, ширина 
поляроиной зоны становится меньше неопределённости энергии поля
рана . При этом поляроиная зона перестаёт сушествовать и её вклад 
в проводимость преврашается в нуль .  

6.  При более высоких температурах в кристалле образуется система 
локализованных (неподвижных) поляронов малого радиуса, и перенос 
заряда в электрическом поле приобретает прыжкавый характер: осу
шествляется путём переноса поляронов из одного положения в эквива 
лентное соседнее. 

Прыжковую проводимость носителей заряда в кристалле можно 
рассматривать как диффузную, стимулированную оптическими фа
нонами. Поскольку коэффициент диффузии D� exp [-Ет/(kвТ)] ,  где 
Ет - энергия активации ,  связан с подвижностью fl соотношени
ем Эйнштейна fl = eD /(kвТ), температурная зависимость прыжкавой 

Прыжковая 
fl 

Зонная 

о 1 /0v 1 /Т 

Рис. 1 1 .4 . 1 .  Изменение по
движности поляронов мало
го радиуса при переходе от 
зонной к прыжкавой прово-

димости 

проводимости локализованных носителей 
заряда должна иметь вид 

f1 � 11о ехр (-��) , ( 1 1 .4 . 1 )  

где flo "' 1 /Т. При тепловой диссоциации 
полярона последний распадается в резуль
тате тепловой флуктуации поляризацион
ной ямы .  Поэтому Ет является суммой 
энергий основного состояния -е2 /(rpE* ) 
и энергии поляризации е2 / (2rpE* ) ,  т. е. 
энергии полярона Е0 , так что выражение 
для подвижности ( 1 1 .4 . 1 )  принимает вид 

fl � flo ехр (-
2�0

Т) . ( 1 1 .4 .2) 

Переход от зонной проводимости к тер
мически активацианной ( прыжковой) при повышении температуры ил
люстрируется рис. 1 1 .4 . 1 .  

§ 1 1 . 5. Структура поляронов 

Ранее была рассмотрена простейшая модель поляронов в изотроп
ной среде в однофонаином приближении .  В действительности, поля
роиные потенциальные ямы, при учёте сильного электрон-фанонного 
взаимодействия, образуются набором продольных оптических фонанов 
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с разными длинами волн .  Поэтому поляран имеет внутреннюю струк
туру. 

Поляронная яма локализованных поляронов может содержать 
несколько дискретных энергетических уровней, соответствующих 
различным распределениям плотности заряда в яме и различным 
радиусам. 

При движении поляронов в реальных кристаллах дискретные уров
ни энергии размываются в зоны ,  так как движение электрона сопро
вождается поляризацией различных областей решётки, и если веще
ство не однородно, параметры потенциальной ямы, создаваемой элек
троном, несколько варьируются . Другой причиной размытия уровней 
является конечное время жизни полярона. 

Заметим, что особенностью поляронных состояний является то, что 
они исчезают в сильных электрических полях. Это связано с тем , что 
скорость полярона не может превышать групповую скорость продоль
ных оптических фононов . Поэтому, при достаточно большой дрейфовой 
скорости, электрон отрывается от потенциальной ямы, превращаясь 
в обычный, и потенциальная яма исчезает. 

§ 1 1 .6 .  Биполяроны 

При определённых параметрах вещества два полярона с одина
ковыми зарядами  могут взаимно связываться, образуя новую квази
частицу - биполярон. Биполярон представляет собой квазичастицу, 
состоящую из двух электронов, находящихся в одной потенциальной 
яме. Заряд биполярона равен -2е или +2е в зависимости от заряда 
объединяющихся поляронов. Спин биполярона в основном s-состоянии 
равен нулю. 

Таким образом, биполяроны подчиняются статистике Базе-Эйн
штейна и при низких температурах могут образовывать базе-конденсат, 
как куперавекие пары в сверхпроводниках. 



Г л а в а  1 2  
ПЛАЗМОНЫ 

§ 1 2 . 1 .  Плазмоны 

Плазмоном называется квант плазменных колебаний в металле 
или, иначе, элементарное возбуждение (квазичастица) поля плазмен
ных колебаний. Природа плазменных колебаний заключается в сле
дующем .  Рассмотрим газ заряженных частиц (например, отрицатель
но) и предположим, что в некоторой точке появляется заряд про
тивоположного (положительного) знака. Тогда частицы, окружающие 
внесённый заряд, начинают двигаться в его направлении, приобретая 
дополнительную кинетическую энергию. В какой-то момент времени 
они компенсируют положительный заряд, но благодаря приобретённой 
кинетической энергии будут продолжать двигаться дальше, в результа
те чего происходит перекомпенсация (переэкранировка) внесённого за
ряда и в этой области образуется избыточный заряд противоположного 
знака. Поле этого заряда ускоряет отрицательно заряженные частицы 
в обратном направлении .  В результате в газе заряженных частиц воз
никают колебания плотности заряда , которые могут распространяться 
в виде бегущей волны .  Плазменные колебания обладают определённой 
спецификой в однородно заряженной электронной жидкости металлов, 
нейтральной электронно-дырочной плазме полуметаллов и полупровод
ников и в диэлектриках. 

1 2 . 1 . 1 . Плазмоны в металлах. Рассмотрим простейшую модель 
металла : модель желе . В этой модели положительно заряженные ионы 
заменяются равномерно размазанным положительным зарядом посто
янной плотности, обеспечивающим ,  в равновесных условиях, выполне
ние требования электронейтральности образца. В такой модели удобно 
рассматривать электронную систему независимо от положительного 
фона. При этом, естественно, не учитывается затухание, связанное 
с взаимодействием электронов с ионной решёткой . 

Запишем уравнение движения электрона в электрическом поле 
Е = Е0 ехр ( iwt ) :  

( 1 2 . 1 . 1 ) 
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Здесь координата х ориентирована параллельна электрическому полю 
Е, те - масса электрона . Будем искать решение уравнения ( 1 2 . 1 . 1 )  
в виде х = х0 ехр ( iшt ) .  После подстановки в ( 1 2  . 1 . 1 )  имеем 

еЕо хо = --z 
ТТ!еw 

( 1 2 . 1 .2) 

и ,  умножая на ехр (iшt) ,  получаем х = еЕ/(теш2) .  
При смещении электрона возникает дипольный момент -ех. Ди

польный момент, отнесённый к единице объёма вещества, 
Ne2 

Р = -Nex = - --2 Е, 
mew 

( 1 2 . 1 . 3) 

где N - концентрация свободных электронов в металле . Из уравнения 

D = Е + 47ГР = ЕЕ ( 1 2 . 1 .4) 
следует, что диэлектрическая проницаемость Е(ш) на частоте ш 

Подставляя Р, получаем 

Обозначим 

47ГР E(w) = 1 + в · ( 1 2 . 1 .5) 

E(w) = 1 - 47ГN�2
. 

mew 
( 1 2 . 1 .6) 

( 1 2 . 1 .7) 

Формула ( 1 2 . 1 .7) написана в системе СГС. В системе СИ она будет 
выглядеть так: 

( 1 2 . 1 .8) 

где Ео = 8,8542 · 1 0- 12 Ф/м - электрическая постоянная. Величина wpo 

называется плазменной частотой . Тогда 
2 

E(w) = 1 - UJ
p2
0 . UJ ( 1 2 . 1 .9) 

Плазменные колебания возбуждаются на частоте w � wpo. для ко
торой функция E(w) , выраженная формулой ( 1 2 . 1 .9) , является поло
жительной величиной . Возникновение плазменных колебаний во всём 
объёме образца означает, что металл становится прозрачным для элек
тромагнитной волны такой частоты . Действительно, было обнаружено, 
что щелочные металлы становятся прозрачными для электромагнитных 
волн в ультрафиолетовом диапазоне. При ш ::;; wpo .  E(w) < О и все 
возбуждения колебательного типа экспоненциально затухают. 

Чтобы выяснить физический смысл частоты wpo . рассмотрим тон
кую металлическую пластинку и предположим, что электронный rаз 
смещается как целое в направлении нормали к её поверхности на 
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расстояние � - При этом возникают поверхностные заряды с плотностью 
IN�e j ,  которые действуют на электроны в пластинке как возвращающая 
сила 

d2� Nme - = -NeE = -47ГN2е2� . 
dt2 

Уравнение ( 1 2 . 1 . 1 0) можно переписать в виде 

d2� 2 -2 + шро� = О. 
dt 

( 1 2 . 1 . 1 0) 

( 1 2 . 1 . 1 1 ) 

Последнее уравнение описывает гармонические колебания с ча
стотой ШрО · Таким образом, шро есть частота собственных колебаний 
электронной системы. В рассмотренной задаче частота шро не зависит 
от координат. Величина плазменной частоты для хороших металлов 
составляет порядка 1 0 16 Гц . 

Плазменную волну, бегущую со скоростью с, можно характеризо
вать волновым вектором jkpo l = 21Г/Аро = wpo/c и длиной волны Аро = 
= 21Гс/шро · Значения шро и ).Р0 , рассчитанные по формуле ( 1 2 . 1 .7) , 
приведены в табл . 1 2 . 1 . 1 .  

Т а б л и ц а  12. 1 . 1  
Плазменные частоты Wpo и соответствующие длины волн Лро 

при различных концентрациях N (см-3) электронов 

N, см-3 1 023 1 022 10' 8 10 ' 4  1010 

wpo. 1/ с 3 . 1 016 5,7 . 101 5 5,7 . 1 01 3 5,7 . 1 01 1  5,7 . 1 09 

Лро . см 6,3 . 10-5 3,3 . 1о-5 3, 3 . 10-3 3,3 . 10- '  33 

1 2 . 1 .2 .  Взаимодействие плазмонов с решёткой. Учтём теперь 
взаимодействие электронов с решёткой в металле . При движении 
в решётке электроны рассеиваются на фононах и любых нарушени
ях периодичности структуры ,  передавая часть кинетической энергии 
решётке . Это взаимодействие можно учесть, считая что электроны 
движутся в вязкой среде с электронным коэффициентом трения q .  
Тогда уравнение ( 1 2 . 1 . 1 ) запишется в виде 

Отсюда 

d2x dx me -2 + meq-d = -еЕ. 
dt t 

- еЕ х = --;;-----
( -w2 + iwq)me

' 

e2EN 
Р = -N ех = --;;----

( -�.;} + iwq)me ' 

с:(ш) = 1 + 47Ге2N 
( -w2 + iwq)me 

( 1 2 . 1 . 1 2) 

( 1 2 . 1 . 1 3) 

( 1 2 . 1 . 1 4) 

( 1 2 . 1 . 1 5) 
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Заметим ,  что при рассмотрении электронного газа в металлах, 
поправки Лоренца на локальное поле можно не учитывать, так как 
волновая функция электрона в металле равномерно распределена в эле
ментарной ячейке кристалла. 

Из формулы ( 1 2 . 1 . 1 5) следует, что учёт взаимодействия электронов 
с решёткой является причиной того, что диэлектрическая проницае
мость Е становится комплексной величиной . Принято записывать Е(ш) 
в виде 

( 1 2 . 1 . 1 6) 
Отсюда следует, что показатель преломления п* (ш) - также ком

плексная величина: 

п* (ш) = y'E(u}) = п(ш) - ik 1 ,  ( 1 2 . 1 . 1 7) 
где п(ш) - действительная часть показателя преломления, k1 - мни
мая . Тогда из ( 1 2 . 1 . 1 5) следует: 

2 k2 . 47Ге2 N n - 1 - 2шk1 = 1 + ----;;-2----(-ш + iwq)me 
( 1 2 . 1 . 1 8) 

Умножая числитель и знаменатель второго слагаемого на величину 
( -ш2 - iшq) , получаем 

2 
2 k qwpo n 1 = 2 2 . 

w(w + q ) 

( 1 2 . 1 . 1 9) 

( 1 2 . 1 .20) 

Из приведённьrх формул видно, что коэффициент трения имеет 
размерность частоты. Эта частота определяет транспортное время ре
лаксации т = 1 / q электронов в металле, которое входит в выражение 
для электропроводности . JLля статической электропроводности метал
лов в изотропной модели JLpyдe q определяется соотношением 

N 2 2 2 е т Ne wpo а = -- = -- = - . те т.q 41Гq 
( 1 2 . 1 .2 1 )  

Оценим величину q = 1 /т. Величина т связана с длиной свободного 
пробега l электронов в металле соотношением т = l/uf . При простей
ших предположениях квадратичного энергетического спектра скорость 
Ферми Vf определяется энергией Ферми электронов EF = те и� /2. JLля 
модели свободных электронов 

откуда 

Vf = 
h(37Гz N) 1 /з 

те 

hz (З1r2 N) z;з 
EF = 

2 ' те 

q = N1 /3 (31Г2 ) 1 /Зh 

lme 
· 
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Таким образом, q пропорционально концентрации электронов в степени 
1 /3 и обратно пропорционально длине свободного пробега электронов l .  
Плазменная частота, в отличие от q, не зависит от l .  Поэтому при лю
бой длине свободного пробега l > а (постоян ная решётки а определяет 
минимальное значение Z) в металлах wpo > q .  

У хороших металлов концентрация коллективизирован ных электро
нов близка к концентрации атомов, т. е. N � pNa/ Jl [ см-3 ] ,  где р -
плотность ,  Na = 6 · 1 023 моль - 1 - число Авогадро, Jl - молекулярный  
вес. Например, у меди р = 9 r/см-3, Jl = 64  г/моль, N � 1 023 см-3. Для 
минимально возможного значения l � а �  5 · 1 0-8 см и VF � 1 08 см/с 
величина q � 1 08 /(5 · 1 0-8) � 2 · 1 01 5 с 1, т. е . на порядок меньше плаз
менной частоты у меди . 

В действительности , даже при комнатной температуре всегда l > 
> а. При Т �  300 К у меди l � БОа и q � 4 · 1 01 3 с 1• При пониженин 
температуры плазменная частота не изменяется, а увеличение длины 
свободного пробега l приводит к уменьшению коэффициента трения 
qcv 1 /l , т. е. неравенство q « wpo усиливается при охлаждении металла. 
При уменьшении N q уменьшается за счёт уменьшения VF rv N113 
и роста l .  Поэтому у всех хороших металлов с большими значениями N 
неравенство q « wP достаточно хорошо выполняется при комнатной 
температуре, а тем более при низких температурах. 

Чтобы выяснить физический смысл действительной и мнимой 
частей диэлектрической проницаемости, рассмотрим выражение для 
некоторой плоской бегущей волны 

и = ио ехр [i(сЛ - kх)] = ио ехр [i (wt - �P:) ] , ( 1 2 . 1 .22) 

где Vph = w / k - фазовая скорость волны .  Диэлектрическая проница
емость E(w) определяет показатель преломления n* (w) (см. ( 1 2 . 1 . 1 7) ) ,  
а n(w) - отношение скорости света с к фазовой скорости волны vph 

в веществе. Если пренебречь мнимой частью (k1 « n) , то 

� = n(w) - ik 1 � n(w) = � .  Vph ( 1 2 . 1 .23) 

Выразив vph через <::(w) и подставив в ( 1 2 . 1 .22) ,  находим 

и = ua exp [i ( wt - w� �) J = ua exp [iw (t - n(w)�) J exp [-wk 1 �] . 
( 1 2 . 1 .24) 

Таким образом, действительная часть диэлектрической проницае
мости определяет скорость распространения волны, а мнимая - её 
затухание. Проанализируем на основе выражений ( 1 2 . 1 . 1 9) ,  ( 1 2 . 1 .20) 
поведение E(w) (см. ( 1 2 . 1 . 1 5) )  при изменении частоты .  Начнём с частот 
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w > wpo · В этом случае q « wpo. и затуханием можно пренебречь .  Тогда 

2 n2 k2 � 1 - wpo 
- 1 � -2 , 

w 
2 

2 k WpO n 1 � q-2 • 
w 

( 1 2 . 1 .25) 

( 1 2 . 1 .26) 

Произведение 2nk1 близко к нулю при n � 1 ,  так что поглощением, 
определяемым величиной k1 , можно пренебречь и тогда 

2 
n2 � 1 - wp

z
o . 

w 
( 1 2 . 1 .27) 

Следовательно показатель преломления n немного меньше единицы 
и п* � n. При уменьшении частоты электромагнитных волн в области 
w ?: wpo неравенство q « wpo сохраняется, и для оценки можно по
прежнему считать k1 « n и пользоваться ( 1 2 . 1 .27) . При w ---+ wpo n2 
уменьшается и при w = I..<Jpo величины n(w) и c: (w) обращаются в нуль .  

Обращение с:( w) в нуль означает, что произведение kx в выраже
нии ( 1 2 . 1 .22) для плоской волны обращается в нуль :  kx = xwn(w)/c = 
= О, чему соответствует обращение длины волны ЛР = 2тr/k в бесконеч
ность . Это означает, что вся электронная структура металла начинает 
осциллировать в фазе с частотой I..<JpO · Обратим внимание, что беско
нечное увеличение скорости распространения волны vph = c/n(w) при 
n ___, О не противоречит теории относительности, так как vph = w / k = 
= wЛ/2тr - фазовая скорость. Групповая скорость электромагнитной 
волны, определяющая скорость переноса энергии волны (скорость дви
жения квазичастиц) ,  vg = 8w j8k. Воспользуемся формулой ( 1 2. 1 .27) 
и перепишем её в виде 

Так как n = cjv, то 

откуда 

w =  

2 2 (2тrс)2 n w = --z - ·  
ЛР 

(2тrс)2 + w2 = l(kc)2 + w�o . 
лz ро V ,. р 

( 1 2 . 1 .28) 

( 1 2 . 1 .29) 

( 1 2. 1 .30) 

Из формулы ( 1 2 . 1 .30) находим групповую скорость электромагнит
ной волны: 

дw с2 k с2 k с . 1 � Vg = дk = V(kc)2 + w;
o 

= ---w- = z:; y w2 - w;o = су 1 - --:]- = сп. 

( 1 2. 1 .3 1 )  
Как и следовало ожидать, групповая скорость меньше скорости 

света , так как n < 1 .  Она уменьшается при уменьшении частоты w 
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и при (.<) = (.JpO обращается в нуль ,  что соответствует образованию 
стоячей волны .  

При (.<) < (.Jpo величина 1 - (.<)�0/ (.<)2 становится отрицательной , q 

всё ещё остаётся существенно меньше (.<) ,  n близко к нулю. Тогда 
из ( 1 2 . 1 . 1 9) 2 

kт � Wp2° - 1 .  ( 1 2 . 1 .32) U) 
При уменьшении (.<) величина k1 растёт. Из формулы ( 1 2 . 1 .24) для 

плоской волны следует, что при этих условиях (n ---+ О и увеличиваю
щемся k t )  первый сомножитель перестаёт зависеть от х, а второй nри 
росте х, чему соответствует удаление от поверхности внутрь металла, 
стремится к нулю. Это означает, что при (.<) < (.Jpo волна не может 
расnространяться внутрь металла и полностью отражается от его по
верхности . При (.<) > (.JP металл nрозрачен для электромагнитных волн .  

Всё, что сказано о невозможности распространения электромагнит
ных волн в металле nри (.<) <  (.Jpo , следует также из формулы ( 1 2. 1 .9) :  

E(w) 

1 

- 1  

-2 

-3 

диэлектрическая функция c:((.J) ста
новится меньше нуля nри (.<) < (.JpO · 
Зависимость с: ((.<)) от (.<) / (.Jpo приве
дена на рис . 1 2 . 1 . 1 .  

При ещё более низких часто
тах, находящихся в инфракрасном 
и микроволновом диапазонах, (.<) « 
« q. Из ( 1 2 . 1 . 1 9) следует, что 

2 
n2 - kт � 1 - W

�Q ' 
q 

( 1 2 . 1 .33) 

( 1 2 . 1 . 34) 
Рис.  1 2 . 1 . 1 .  Зависимость диэлектри-
ческой функции E(w) от величины Так как q « (.Jpo , разность 
wjwpo . область затухания E(w) < n2 - kт является большой отрица-
< О заштрихована. На вставках по- тельной величиной , не зависящей 
казан о условно падение электромаг- от (.<), т. е. Ч » n2 . Из ( 1 2 . 1 .20) 
нитной в;лны в области затухания следует, что nkt >> 1 и неограни-

и в о ласти распространения ченно возрастает nри (.<) ____, 0. При 
этом n2 - Ч = (n - k t ) (n + k t )  остаётся постоянной величиной. По
следнее может быть при росте как n так и k1 только при условии 
уменьшения их разности ( n - k1 ) .  В предельном случае низких частот 
(см. ( 1 2 . 1 .2 1 ) )  

� k -��о - ff!na п � 1 - - - - -
2wq 2w ' ( 1 2. 1 .35) 

т. е .  оптическое поведение металла полностью определяется обычной 
электропроводностью. 
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§ 1 2 . 2 .  Учёт связанных электронов в металлах 

Рассмотрим теперь роль связанных электронов в металлах, т. е .  
электронов, находящихся на внутренних электронных оболочках ионов 
металла .  Роль связанных электронов проявляется в поляризации поло
жительно заряженных ионов решётки во внешнем электрическом поле. 
Запишем, по аналогии с уравнением движения ( 1 2 . 1 . 1 2) свободных 
электронов, уравнение движения связанных электронов на внутренних 
электронных оболочках. В уравнении появится дополнительный член 
mew6;x, описывающий возвращающую силу, где w0; - собственная 
частота связанных электронов, соответствующая энергии Е0; . . Для 
простоты будем считать, что поляризуются электроны с какой-либо 
одной частотой w0 . Обозначим их концентрацию через Nь. Уравнение 
движения связанных электронов имеет вид 

( 1 2 .2 . 1 )  

Коэффициент трения qь учитывает диссипативные процессы при вы
нужденных колебаниях связанных электронов : потери энергии на из
лучение и потери, связанные с ангармонизмом колебаний, приводящим 
к возбуждению колебаний электронов на близких частотах. Пусть Е 
изменяется по закону Е "'  ехр (iwt) . Тогда по аналогии с решением 
уравнения ( 1 2 . 1 . 1 2) имеем 

-еЕ 
х = 2 2 • ( 1 2 .2 .2) 

me (wo - w + iwqь) 

Поляризация связанных электронов Рь = -Nьех и их диэлектриче
ская функция еь(w) (см. ( 1 2 . 1 .5)) 

4nNьe2 
еь(w) = 1 + 2 2 . . 

me(wo - w + zwqь) 
( 1 2 .2 .3 )  

Если имеется набор осцилляторов с разными частотами w0; ,  то 

"'"""' 4nNьe2 
еь (w) = 1 + � 2 2 . . ( 1 2 .2 .4) i me(Wo; - w + zwqЬi ) 

При записи уравнения ( 1 2 .2 . 1 )  предполагалось, что сила, действу
ющая на электрон , равняется -еЕ. Такое предположение, как от
мечалось ранее, справедливо при рассмотрении коллективизирован
ных электронов, волновые функции которых не локализованы в про
странстве. Волновые функции связанных электронов локализованы на 
ионах, и поэтому реальное электрическое поле, действующее на свя
занные электроны с учётом поправки Лоренца составляет Е + 4nP /3. 
Тогда формула ( 1 2 .2 .2) приобретает вид 

-е( Е +  4nP/3) 
х = 2 2 . 

me(Wo - W + iwqь) 
( 1 2 .2 .5) 
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Соответственно 

откуда 
Еь - 1 411" Nье2 
Еь + 2 

= Зте (w6 - w2 + iwqь) . 

( 1 2 .2 .6) 

( 1 2 .2 .7) 

( 1 2 .2 .8) 

Решая уравнение ( 1 2 .2 .8 ) относительно Еь, тогда получим 

Еь (ш ) = 

2 2 ;з47ТNье 1 + 2 2 те (wо - w + iwqь) 
1 2 ;з47ТNье 1 - 2 2 те (wо - w + iwqь) 

( 1 2 .2 .9) 

Заметим ,  что выражение ( 1 2 .2 .9) можно представить в виде второго 
слагаемого в формуле ( 1 2 . 2 .3 ) , если соответствующим образом пере
нормировать собственную частоту ш0 ----> ш0 и qь ----> qi, . Это значит, что 
такая перенормировка эквивалентна введению поправки Лоренца. По
этому выражение для общей диэлектрической проницаемости металлов 

можно записать в виде 
E(w) = 1 + 47r(P + Ре) 

Е 
( 1 2 .2 . 1 0) 

Е (ш) = 1 + 4n�e2 + 2
47ТNь

2е
2 

( 1 2 .2. 1 1 )  
те( -W + iwq) те(Wо - W + iwq; ) 

Обращение Е (ш) в нуль соответствует плазменной частоте Шр , что 
приводит к следующему уравнению: 

1 + 47rNe2 + 4nNьe2 = О . ( 1 2  2 1 2) ( 2 . ) ( •2 2 . * ) 
. . 

те -Wp - lWpq те Wo - Wp - lWpqb 
Это уравнение называется дисперсионным,  так как оно определяет 

закон дисперсии плазмонов . Если плазменная частота лежит в уль
трафиолетовой области спектра, то как мы видели (см . предыдущий 
параграф) величиной qь можно пренебречь. Если Шр находится далеко 
от всех собственных резонансных частот wai связанных электронов, то 
можно пренебречь и всеми qьi · 

Тогда дисперсионное уравнение принимает вид 
47Т N е2 47Т Nье2 1 = --2 + 2 •2 . ( 1 2 .2 . 1 3) теwр те (wр - Wo ) 

Естественно считать, что в первом приближении,  частота опре
деляется её значением для свободных электронов ш�0 = 4ne2 N/me 
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(см . ( 1 2 . 1 .7 ) ,  ( 1 2 . 1 .8) ) .  Второе слагаемое в формуле ( 1 2.2 . 1 3 ) можно 
рассматривать как поправку на вклад связанных электронов. 

При wp > w0 , эта поправка положительна и реальная плазменная 
частота превышает WpO · Такая ситуация имеет место у переходных ме
таллов, а также у меди, серебра и золота . С другой стороны, при wP < 
< w0 , поправка отрицательна, что встречается у щелочных металлов , 
у которых Wp < Wpo ·  

Существует два типа плазменных колебаний: продольные и по
перечные колебания .  В продольных колебаниях смещение электро
нов происходит вдоль электрического поля . Из волнового уравнения 
следует также возможность существования nоперечных nлазменных 
колебаний, в которых электроны смещаются перnендикулярно электри
ческому полю, но с той же самой плазменной частотой .  

§ 1 2 .3. Закон дисперсии плазмонов 

До сих пор рассматривались колебания ансамбля электронов как 
целого относительно неподвижных ионов кристаллической решётки, 
вначале без затухания (плазменная частота wpo ) , затем с затухани
ем (плазменная частота Wpo ) , и затем с учётом nоляризации ионных 
остовов (изменённая частота wp ) · Во всех этих случаях плазменных 
колебаний не рассматривалось их распространение в металле. Соответ
ственно, не рассматривался их закон дисперсии :  групповая скорость 
таких колебаний равнялась нулю. 

Если же рассматривать nлазменные колебания как бегущую nлаз
менную волну с волновым вектором k = 21r / ЛР , то при этом автомати
чески предполагается nериодическое , с периодом Лр , изменение вектора 
смещения !; не только во времени, но и вдоль оси х. Но периодическое 
изменение ; должно сопровождаться периодическим изменением элек
тронной nлотности вдоль оси х :  

�n(x, t) = N(x, t ) - No(x, t) , 

где N(x,t) - значение электронной плотности в точке х в момент 
времени t, а No(x, t) - её среднее, невозмущённое значение, равное 
равномерно расnределённой в nространстве плотности nоложительного 
заряда ионов. 

В результате nериодического изменения электронной плотности 
в направлении расnространения волны возникают дополнительные си
лы, действующие на электроны ,  которые раньше не учитывались. Эти 
силы приводят к зависимости частоты продольных и поперечных nлаз
менных волн от волнового вектора, т. е .  оnределяют их закон дис
персии .  Значение �n(x, t) легко найти из следующих соображений . 
И зменение электронной nлотности в объёме, окружающем некоторую 

14 Н . Б .  Боанnт. В.А. Кv.льбачинский 
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точку х, равняется дивергенции тока eNЩjдt через ограничивающую 
его поверхность 

d1v eN- = -e--. ( d�) 8!1n 
dt дt ' 

( 1 2.3 . 1 )  

откуда �n(x, t) = N0 div �· Если принять газовую модель для элек
тронов, то избыточная концентрация электронов создаёт избыточное 
давление, которое можно оценить как 

�р(х) = -� me�n(x)v;P = -� mev;pNo div �. ( 1 2 .3 .2) 
Здесь Vcp является усреднённой скоростью. Избыточное давление 

создаёт дополнительную силу, действующую на единицу объёма элек
тронного газа 

�f = - grad �р(х) 
или среднюю силу, действующую на один электрон , равную 

1 
-

No 
grad �p(x) .  

( 1 2 .3 .3) 

В результате, в правой части уравнения движения электрона ( 1 2 . 1 . 1 0) 
появляется дополнительное слагаемое: 

( 1 2 .3 .4) 

Дополнительные силы, возникающие в волне электронной плотно-
сти, можно рассматривать также как градиент химического потенциа
ла f.le : 

�f = - grad fLe· ( 1 2 .3 .5) 
Для вырожденноге электронного газа (см. (6. 1 . 1 0) ) 

f.le = EF = 2
1i2 

[37Г2N(()] 21
3
, � = �(х) те 

и 

( 1 2 .3 .6) 

2 EF где а = 41Г N е2, ro = З 41Г N е2 - радиус экранирования Дебая. Для 
невырожденного электронного газа 

2 meVcp _ ЗkвТ _2 _ _ _ 
2

_ ( 1 2 .3 .7) 
Таким образом , уравнение движения электрона для бегущей плазмен
ной волны 

( 1 2 .3 .8) 
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в простейшем варианте принимает вид 
д2f. 

те- = -еЕ + ar5 \72 ( = -47Т N е2 ( + ar5 \72 ( 
дt2 

( 1 2 .3.9) 

или, учитывая, что \72( = -k2( , 

дt те те дt те т е  
д2; + ( 47rNe2 _ arb\72 ) ( = д2; + [47rNe2 + 47rNe2rbk2 ] � = О. 

( 1 2 .3 . 1 0) 
Выражение в квадратных скобках - квадрат частоты плазменной 

волны (см. ( 1 2 . 1 .7) , ( 1 2 . 1 .8)) 
' · '
p
2 (k) = 

47ТNе2 + 47rNe2rbk2 2 2 2 k2 ( 2 3 1 1 ) '"" __ __,:__ = l..t.Jpo + l..t.Jporo • 1 . . 
те те 

Формула ( 1 2 .3 . 1 1 ) описывает закон диспер-
сии плазмонов, представленный на рис. 1 2 .3 . 1 .  wp(k) 
Как и следовало ожидать при k � О l..t.Jp � l..t.JpO · wpo 
При уменьшении длины волны частота плаз-
манов растёт. Как видно из формулы ( 1 2 .3 . 1 1 ) ,  
энергия длинноволновых плазманов ( 1 j k » 
» ro) при k � О  будет (uJJpO· Групповая ско-
рость плазмона, определяемая формулой 

О krD 
vg 

= 
д
д
";, 

= 
. 
/wpor5k , ( 1 2 .3 . 1 2) Рис. 1 2 .3 . 1 .  Закон дис-

V 1 + r'5k2 персии плазманов 

равна нулю при wp(k) = wpo и увеличивается при увеличении k. 
Эффективная масса плазманов при малых k 

- ( 1 д2wр )- 1 1i.( 1  + rbk2)Зf2 
mP - у:; дk2 2 

( 1 2 .3 . 1 3) 
Wporo 

При увеличении wp(k), т. е .  при уменьшении длины волны, эффек
тивная масса mp увеличивается . Соответственно сужается плазменная 
зона. 

§ 1 2 .4 .  Время жизни плазмонов 

Время жизни плазманов определяется величиной затухания плаз
менных волн .  При больших длинах волн (Лр > а, r0) плазменные вол
ны затухают слабо. Основным механизмом затухания в этой области 
длин  волн является излучение электромагнитных волн колеблющимиен 
электронами в плазменной волне и ангармонизм колебаний связанных 
электронов, который сильно увеличивает возможность перераспреде
ления энергии между различными модами колебаний и тем самым 
генерации фононов . 

1 4* 
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При уменьшении  длины волны  Ар затухание возрастает. Когда Ар 
становится порядка постоянной решётки а или rD, появляются два но
вых механизма затухания : рассеяние плазменных волн периодическим 
полем кристаллической решётки и возбуждение плазманами одноча
стичных электронных возбуждений .  

Подчеркнём ,  что здесь одночастичными возбуждениями электрон
ной ферми-жидкости являются не <<частица>> и <<античастица>> ,  рас
смотренные в гл . 6. Дело в том , что о возбуждениях типа частица 
и античастица можно говорить лишь при низких уровнях возбуждения 
ферми-жидкости. Их энергия всегда меньше энергии Ферми. Энер
гия же плазманов с частотами  1 01 6 с- 1  составляет несколько элек
тронвольт, т. е .  порядка энергии Ферми. Поэтому передачу плазмоном 

Рис. 1 2 .4. 1 .  Поглощение 
электроном с волновым 
вектором ke плазмона 
с волновым вектором 
kp . 1 - максималь-
но возможная передан
ная энергия ,  2 - проме
жуточный случай, 3 -

минимальная энергия 

энергии и импульса ферми-жидкости можно 
рассматривать как генерацию виртуального, 
живущего очень короткое время, элементарно
го возбуждения (или одновременно несколь
ких возбуждений) , которые не являются ква
зичастицами .  Поскольку, однако, закон сохра
нения импульса при этом должен выполнять
ся, то процесс поглощения электронами плаз
мона можно представить следующим образом 
(рис. 1 2.4 . 1 ) .  При поглощении плазмона с им
пульсом hkp электрон с импульсом hke внут
ри поверхности Ферми переходит на одно из 
свободных состояний вне поверхности Ферми 
с импульсом hk� = ГLke + hkp . При этом энер
гия ферми-жидкости увеличивается на 

""2 (k k )2 t2k2 t2 
Е = r• е + р - _п _е = _п_ (k� + 2kekp) · 2me 2me 2me 

( 1 2 .4 . 1 )  
В таком процессе может участвовать любой электрон с lke l  < l kF I  

при выполнении условия lke + kp l > lkF I (случай 2 н а  рис. 1 2.4 . 1 ) .  
Обратим внимание н а  то, что при одной и той же величине им

пульса плазмона hkP энергия электронной системы изменяется в опре
делённых пределах. Максимально возможное изменение энергии при 
заданном импульсе плазмона определяется выражением ( 1 2.4 . 1 )  при 
ke = kF (случай 1 на рис. 1 2 .4 . 1 ) :  

Emax = .!!:__ (k2 + 2 k  k ) 
2m Р F Р • 

( 1 2 .4 .2) 

Этой зависимости соответствует кривая 1 на рис. 1 2 .4 .2 .  
Как нетрудно видеть из рис . 1 2 .4 . 1  (3 случай) минимально возмож

ным значениям энергии возбуждений соответствуют значения 

Emin = .!!:__ (k2 - 2k k ) 
2m Р F Р • ( 1 2 .4 .3) 
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При импульсе плазмона рр = 21ikF энергия возбуждений Emiп = О 
и возрастает при больших значениях импульса. 

Область разрешённых значений виртуальных возбуждениИ фер
ми-жидкости в координатах Е - hjkp j  на рис . 1 2 .4 .2 заштрихована. 
На этом же рисунке изображён пунктир-
ной линией закон дисперсии  плазмонов. 
Видно, что дисперсионная кривая плазмо
нов при определённом критическом значе
нии импульса р� пересекает верхнюю гра
ницу области существования виртуальных 
возбуждений. При больших значениях им
пульса рр > р� плазмоны начинают распа
даться на виртуальные возбуждения , что 
ограничивает время их жизни Тр · Когда вре
мя тР становится меньше периода 27Г/wp (k) 
плазменных колебаний, плазмоны переста
ют существовать как квазичастицы . Следу
ет также учитывать, что вблизи р� , в ре
зультате сильного взаимодействия с одно
частичными виртуальными возбуждениями ,  
закон дисперсии плазманов может сильно 
измениться. Следовательно, параметры а, 
ro ,  )..� = 2JГ!t/p� ограничивают длину волны 
коротковолновых плазманов снизу. 

Таким образом, при Ар ---+ r0 ,  а, или )..� 
сильно уменьшается, одновременно сильно 

Е 

_ .... /" 
.t: / 

1 2 

о 1 с 2 llkp Рр --
l!kF 

Рис . 1 2.4 .2 .  Облцсть су
ществования виртуе�льных 
возбуждений в Ферми
жидкости при взаимодей
ствии с плазмоном (за
штриховано) . Пунктир -
закон дисперсии плазмо-

нов 

время жизни плазманов 
возрастает эффективная 

масса, и, соответственно, сужается плазмаиная зона , в результате чего 
плазмон перестаёт существовать как квазичастица. 

§ 1 2.5 . Звуковые плазмоны 

В электронно-дырочной плазме полупроводников, кроме плазмен
ных волн ,  могут существовать продольные электронно-дырочные зву
ковые волны. Квант энергии таких волн можно, по аналогии ,  назвать 
звуковым плазмоном. 

Рассмотрим невырожденный собственный полупроводник с равной 
концентрацией n0 электронов и дырок. Обозначим массы электро
нов и дырок те и тh , средние скорости и энергии их теплового 
движения - 1.1�Р, v�P и Е�Р . Е�; соответственно. Будем считать, что 
тh » те .  Это означает, что энергетическая зона дырок намного уже 
электронной, откуда следует, что Е�Р должна быть много больше Е�; . 
Учтём теперь, что в состоянии равновесия из закона сохранения им
пульса следует, что средние значения импульсов электронов и дырок, 
которыми они обмениваются при рассеянии, должны быть равны, т. е .  
трv� � теv�Р . Отсюда следует, что при т1, » те должно выполняться 
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неравенство v'f!' « v�P . Таким образом, при условии, что mp » те . 
получается система медленно двигающихся положительно заряженных 
дырок и быстро двигающихся электронов . В такой системе можно 
считать, что тяжёлые дырки движутся со скоростью v'f!' под действи
ем переменнога электрического поля, создаваемого пространствеиным 
зарядом 

е [щ (r) - пе (r) ] , 
где пh (r) и пе (r) - локальные плотности дырок и электронов в точке 
r полупроводника. Запишем уравнение движения для дырок 

dvcp 
mh d� = -e grad Ф, ( 1 2 .5 . 1 )  

где Ф - электростатический потенциал, связанный с величиной про
странетвеннаго заряда уравнением Максвелла 

-\72 ф = 4:е [пh (r) - пе (r)] , ( 1 2 .5 .2) Е: 
где с:* - диэлектрическая проницаемость . Плотность дырок связана со 
значением их средней скорости выражением 

dnh _ дv'f:' dt - -n,, дх . ( 1 2 .5 .3) 

Плотность электронов при высокой частоте рассеяния определяется 
распределением Больцмана: 

пе = по ехр (:в�) . ( 1 2 .5 .4) 

Здесь среднее равновесное значение концентрации носителей заряда 
обозначено как по = пе = пf, .  

Электрическое поле волны, распространяющейся в направлении оси 
х, можно записать в виде 

Е = Е0 ехр [i ((.Vt - kx)] .  ( 1 2 . 5 . 5) 

Так как Е = -\7Ф, 

�= = -Ео ехр [i ((.Vt - kx) ] . ( 1 2 .5 .6) 

Интегрируя по х (опустив  постоянную интегрирования) ,  находим 

Ф = i� Ео ехр [i ((.Vt - kx) ] .  ( 1 2 .5 .7) 

Подставив ( 1 2 .5 .6) в уравнение движения дырок ( 1 2 .5 . 1 ) ,  получим 
d ер 

mh �; = eEo exp [i((.Vt - kx) ] .  ( 1 2 .5 .8) 

После интегрирования получаем 

v�,P = __::._ .;.._ Е0 ехр [i((.Vt - kx)] . mh �(.V 
( 1 2 .5 .9) 
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Подставим полученное выражение для средней скорости дырок в 
уравнение ( 1 2 .5 .3 ) : 

dпh (дv�f' ) е Е ik [ " ( t k )] -d = -п1, -
д 

= п1,- о.,..--- ехр 2 w - х , t х ffih � 
откуда dпh = ekEo ехр [i(wt - kx)] dt. пh wmh 
После интегрирования получаем 

1n (п1, ) = .е�Ео ехр [i (wt - kx)] + С. 
lW ffih 

( 1 2 .5 . 1 0) 

( 1 2 .5 . 1 1 ) 

( 1 2 .5 . 1 2) 

Так как при Ео = О пр = пе = по , то постоянная интегрирования 
С =  ln (п0 ) . Учитывая это, находим 

l пh ekEo [ " ( k )] n - = -. -2
- ехр 2 wt - ·х . по zw ffih 

( 1 2 . 5 . 1 3) 

Для плоской волны с малой амплитудой (при малом изменении отно
сительной концентрации дырок) пh/no :::::: 1 + 8 , где 8 « 1 .  Тогда 

ln п,, :::::: ln ( 1 + 8) :::::: 8. ( 1 2 . 5 . 1 4) по 
Таким образом, величина б равна правой части в уравнении 

( 1 2 .5 . 1 3 ) . Следовательно 

nh :::::: по ( 1 + _е�Ео ехр [i(wt - kx)]) . zw m,, 
( 1 2 .5 . 1 5) 

Учитывая, что рассматриваются волны малой амплитуды ,  когда 
выполняется условие еФ « k8T, выражение ( 1 2 .5 .4) можно переписать 
в виде 

ne = по ехр (;в�) :::::: по ( 1 + :в�) .  ( 1 2 . 5 . 1 6) 

Подставим полученные значения концентраций дырок ( 1 2 .5 . 1 5) 
и электронов ( 1 2 .5 . 1 6) в уравнение Максвелла ( 1 2 .5 .2) и используем 
выражения ( 1 2 .5 .6) , ( 1 2 .5 .7 ) . Тогда окончательно получим 

k2kвT ( 1 2 . 5 . 1 7) 
mh. ( 1 + t:*k2kвT) . 47rе2по 

Несколько преобразуем это выражение. Введём дебаевский радиус 
экранирования 

- ( 47re2 дп )- 1/2 
ro - Т дЕ 

Можно показать (см . (6. 1 . 1 1 )) ,  что 
дп 3 по дЕ 2 Е�Р . 

( 1 2 .5 . 1 8) 

( 1 2 .5 . 1 9) 
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Для невырожденного полупроводника (3/2)kвТ = Е�Р .  Тогда дебаен
екий радиус экранирования можно записать в виде 

ro = ( 1 2 .5 .20) 

и ( 1 2 .5 . 1 7) приобретает вид 

( 1 2.5 .2 1 )  

Выражение ( 1 2 . 5 .20) описывает закон дисперсии звуковых плазмонов. 
При малых k групповая скорость звуковых плазманов w� 

о k 

Рис. 12 .5 . 1 .  За-
кон дисперсии 
звуковых плаз

манов 

дw [2iiCf V
g = дk 

� 
v � ·  

( 1 2 .5 .22) 

Подставляя это значение в ( 4.5 . 1 9) ,  получим закон 
дисперсии длинно- волновых плазмонов, который на
поминает закон дисперсии акустических фононов: 

kvg w � ---г==== V 1 + k2r'Ь 
( 1 2 .5 .23) 

Зависимость w от k линейна в области малых 
значений k. Затем ,  при увеличении k, наблюдается 

отклонение от линейности в сторону меньших значений ш звуковых 
плазмонов, как показано на рис. 1 2 .5 . 1 .  Скорость звуковых плазманов 
vg при Е�Р � 0, 1 эВ и mh � 1 0-27 г составляет приблизительно 1 07 м/с. 

§ 1 2 .6 .  Поверхностные плазмоны 

1 2 .6 . 1 .  Плазмоны на границе металла с вакуумом. На грани
це металла с вакуумом могут распространяться поверхностные плаз
менные волны,  электрическое поле которых гармонически изменяется 
вдоль границы и во времени и экспоненциально спадает по обе стороны 
от границы. 

Рассмотрим простую границу металл-вакуум ,  расположенную в 
плоскости ху. Тогда выражение для плазменной поверхностной волны 
можно записать в виде 

ехр [i (wt - kxyr)] ехр ( -kxy l z l ) ,  ( 1 2 .6 . 1 )  
где kху=21Г /Л - волновой вектор волны в плоскости ху, z - нормаль
ная к поверхности координата (рис. 1 2 .6 . 1 ) .  Длина волны ).. определяет 
характерное расстояние, на котором плазменная волна затухает при 
удалении от поверхности вглубь металла. Именно в области разме
ра Л сосредоточено возмущение плотности заряда , связанное с поверх
ностными плазменными колебаниями. Наличие градиента электронной 
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плотности в направлении оси z приводит к 
возникновению дополнительной силы 

( 1 2 .6 .2) 

Ев (w) = 1 

действующей на электроны и направленной е:м (w) 
перпендикулярно поверхности . Это приводит 
к тому, что результирующая сила, вызыва- z 
ющая поверхностные плазменные колебания ,  Рис. 1 2 .6 . 1 . 

425 

вакуум 

металл 

Поверх-
направлена под углом к поверхности. Поэтому, ность раздела металл-
в отличие от объёмных продольных и попереч- вакуум 
ных (в изотропной среде) плазменных колеба-
ний ,  вектор l; смещения электронов в поверхностной волне составляет 
определённый угол с волновым вектором kx11 • расположенным в плос
кости ху. Поверхностные плазмоны в этом смысле не являются ни 
продольными ни поперечными .  

Определим частоту поверхностных плазмонов. Диэлектрическая 
проницаемость вакуума t:8 (w) = 1 ,  металла - -Ем (w) .  В обоих случаях 
электростатический потенциал Ф определяется уравнением Лапласа 
\72 Ф = О. На границе раздела металл-вакуум нормальная составляю
щая D" вектора электростатической индукции меняется непрерывно . 
Величина Dвz в вакууме является произведением диэлектрической 
проницаемости вакуума c:8 (w) на нормальную к поверхности составля-
ющую электрического поля 

Е =  -\7Ф, 

(так как z < 0) .  Аналогично 

дФ дФ Dвz = -E8 (w) дz = дz 

дФ Dмz = -Ем (w) дz . 
( 1 2 .6.3) 

( 1 2 .6.4) 

аФ \  аФ \  Приравнивая дz в = -Ем дz м , находим Ем (w) = - 1 .  Используем 
полученное ранее выражение для диэлектрической проницаемости ме
талла ( 1 2 . 1 .9) . Тогда частота поверхностной плазменной волны 

- u.Jp (k) Wпов - J2 . ( 1 2 .6 .5) 

Заметим, что коэффициент пропорциональности между wпов и wp (k) 
в объёме металла зависит от геометрии поверхности, по которой 
распространяются поверхностные плазменные волны .  Например, для 
поверхности сферической формы этот коэффициент будет равен 1 /  J3 .  

Соотношение ( 1 2 .6 .5) определяет частоту поверхностных плазманов 
в пределе больших длин волн ,  так как именно пределу ,\ ----> оо соот
ветствуют частоты wp . При конечных значениях длины волны, частота 
поверхностных плазмонов, так же как объёмных, начинает зависеть 
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от волнового вектора. Расчёт даёт следующее выражение для закона 
дисперсии поверхностных плазманов 

( 1 2 .6 .6) 

Здесь (3 - некоторый коэффициент. Как видно из формулы ( 1 2 .6 .6) 
при малых значениях k частота wпав (k) содержит слагаемое, линейное 
по k. 

1 2 .6.2. Плазмоны на границе раздела двух сред. При опреде
лённых условиях на границе раздела двух сред возможно существова
ние поверхностных электромагнитных волн (ПЭВ), квантами энер
гии которых являются поверхностные плазмоны. Поля, переносимые 
этими волнами, локализованы вблизи поверхности раздела и затуха
ют по обе стороны от неё . В отличие от объёмных, чисто попереч
ных электромагнитных волн ,  ПЭВ являются частично поперечными 
и частично продольными волнами. Электромагнитный вектор волны 
Е имеет две составляющие: компоненту, расположенную в плоскости 

E1 z  
t � х  

�Ех 
о 

�н 
t E2z 

у 

!-'и с .  1 2 .6 .2 .  Рас-
положение векто
ров электрическо
го Е, магнитного 
Н полей и векто
ра ks в поверх-
ноетной волне 

раздела и направленную вдоль волнового вектора 
волны ks , и компоненту, перпендикулярную плоско
сти раздела. Вектор магнитного поля перпендикуля
рен направлению распространения волны (вектору 
ks) и расположен в плоскости раздела. 

Рассмотрим плоскую границу двух сред, кото
рые обозначим 1 и 2, с диэлектрическими прони
цаемастями E t  и Е2 . Выберем систему координат 
так ,  чтобы ось z была перпендикулярна плоскости 
раздела, а оси х и у находились в этой плоскости . 
Пусть положительные значения z соответствуют 
среде 2, а отрицательные - среде / .  Будем считать, 
что веюор волны k., параллелен оси х. Располо
жение векторов электрического и магнитного полей 
в этом случае представлено на рис . 1 2 .6 .2 . Компо
ненты А электрического и магнитного полей с ча

стотой w в плоской поверхностной электромагнитной волне, бегущей 
вдоль оси х,  имеют вид 

А =  Ао ехр (±s 1 ,2z) ехр [i (wt - ksx) ] ,  ( 1 2 .6 .7) 
где Ао - амплитуда, s 1  >0 и s2 > О - коэффициенты затухания ПЭВ 
в средах 1 и 2 соответственно. Знак <<+>> относится к среде 1 (z :::;; 0) , 
а знак <<- >> относится к среде 2 (z ): 0) . 

При заданной амплитуде магнитного поля Н амплитуды компонент 
электрического поля выражаются формулами 

Н Е _ H,fti H ,fil  Ех = l z  - E2z = r==ё======c:-J-(t:J + t:2) '  VEJ (EJ + t:z) ' VEz(E I + t:z ) ' 
( 1 2 .6 .8) 



§ 12. 6. Поверхностные плазмоны 427 

где с1 = с 1 (w) и Ez = c2 (w) - диэлектрические проницаемости сред 1 
и 2 на частоте w .  

Волновой вектор ПЭВ 

( 1 2 .6 .9) 

где k0 = w 1 с - волновое число электромагнитной волны в вакууме, 
с - скорость света в вакууме. 

Соотношение ( 1 2 .6 .9) определяет зависимость волнового вектора 
ПЭВ от частоты, т. е. в скрытом виде выражает закон дисперсии w = 
= w(ks) поверхностных плазмонов , который описывает их свойства, 
в частности фазовую и групповую скорости . 

Другой важной характеристикой поверхностных плазманов являет
ся толLЦина области их локализации .  ТолLЦина этой области опреде
ляется толLЦиной слоёв d1 ,2 = 1 1  s 1 ,2 , в которых сосредоточена энер
гия пэв 

( 1 2 .6 . 1 О) 

Соотношения ( 1 2 .6.9) , ( 1 2 .6 . 1 0) определяют условия, при которых 
могут суLЦествовать поверхностные электромагнитные волны .  При ма
лости затухания ПЭВ параметры k8 , s 1 , и s2 должны быть веществен
ными положительными числами .  Чтобы удовлетворить этому условию 
(см .  формулы ( 1 2 .6 .9) , 1 2 .6 . 1 0) диэлектрические проницаемости сред с=: 1  

и с=:2 должны иметь разные знаки, причём, если ,  например, Е 1 > О, то с=:2 , 
точнее её действительная часть, должна быть отрицательной (с2 < О) 
и удовлетворять условию lcz l > с=:1 , чтобы k., было действительным . 

Таким образом, ПЭВ могут распространяться только вдоль границы 
раздела сред с диэлектрической проницаемостью разных знаков . Среды 
с отрицательной диэлектрической проницаемостью называются поверх
ностно-активными ,  а частотный диапазон, в котором действительная 
часть Е <0 называется областью аномальной дисперсии .  

И з  соотношения lc2 l > E J  следует также, что 

( 1 2 .6 . 1 1 )  

Последнее неравенство означает, что энергия ПЭВ сосредоточена, 
в основном, в поверхностно-неактивной среде 1 и переносится вдоль 
направления распространения волны k, . При этом, в результате нали
чия продольной компоненты электрического поля Ех , поток энергии, 
который пропорционален [ЕН] , циркулирует через поверхность раздела 
из одной среды в другую. 

Другим условием существования ПЭВ является требование, чтобы 
частота ПЭВ была ниже пороговой частоты wpo возбуждения объём
ных плазменных волн .  Дело в том ,  что поверхностные возбуждения, 
в общем случае, могут существовать только до тех пор, пока генерация 
объёмных затруднена .  Поэтому поверхностные плазмоны существуют 
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только в области частот ниже LJpo · При частотах выше LJpo существуют 
только объёмные плазмоны. 

Рассмотрим теперь конкретную ситуацию, которая обычно реали
зуется на практике, а именно, границу поверхностно-активной среды 
с воздухом (t:1 = 1 ) .  Неравенства ( 1 2.6. 1 1 )  в этом случае выполняются 
для металлов и сильно легированных полупроводников. Например, 
в оптическом диапазоне частот (w � 1 01 4 - 1 01 5 с- 1 ) для металлов 
(wpo � 1 01 6 с- 1, частота электронных столкновений "/ � 1 0 1 3- 1 0 14 с- 1 ) 
выполняется условие "/ < LJ < LJpO · При этом условии 

( 1 2.6. 1 2) 

Наконец, необходимым условием существования поверхностных 
плазманов как квазичастиц является определённость их энергии nLJp 
и квазиимпульса рР = hk8 , т. е. слабое затухание ПЭВ и ,  соответствен
но, большая длина свободного пробега L плазмонов. Для металлов 

L = cdt . ( 1 2 .6 . 1 3) 
"fd2 

Так как мы рассматриваем область частот w � wpa , ls l  » 1 ,  форму
лы ( 1 2 .6 .9) ,  ( 1 2 .6 . 1 0) приобретают вид 

ks � ko ( 1 + 
w: ) , s 1 � ko..!::!_ , s2 � ko Wpo

, ( 1 2 .6. 1 4) 
2wpo wpo w 

где k0 = LJjc. 
Подставляя значения с =  3 · 1 08 м/с, "/ � 1 0 13 с 1, d2 � 1 /s2 , 

c/wpo � 1 0-5 см и d1 � 1 /s 1 � (c/LJpo ) (wpo/w)2 � 1 - 1 00 мкм (величи
на d1 совпадает с глубиной скин-слоя проникновения в металл объ
ёмной электромагнитной волны) в формулу ( 1 2 .6 . 1 3) ,  получим L � 
� 1 -5 см . 

Таким образом, ПЭВ затухают достаточно слабо и поверхностные 
плазмоны являются хорошо определёнными квазичастицами .  Закон 
дисперсии поверхностных плазманов в рассматриваемом случае опре
деляется выражением ( 1 2 .6.9) с s 1 = 1 и s2 = s = 1 - w�0/w2 

ks = � с 
или приближённо при LJ � wpo 

откуда 
cks w3 

= - - -з-· Wpo 2wpo 

( 1 2 .6. 1 5) 

( 1 2.6. 1 6) 

( 1 2 . 6. 1 7) 
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Полученная экспериментальная кривая зависимости w / wpo от 
ck8jшpo (линия 1) представлена на рис. 1 2.6 .3 .  При ш/шро « 1 закон 
дисперсии поверхностных плазманов совпадает с законом дисперсии 
электромагнитной волны в вакууме (линия 2 на рис . 1 2 .6.3) 

w = ck . ( 1 2 .6 . 1 8) 
Для этой области частот из выражений ( 1 2 .6 .8) следует, что 

Etz :::;::: -Н, ( 1 2 .6 . 1 9) 

т. е .  волны являются практически поперечными, а фазовая Vph = 
= ш(ks )/ks и групповая Vg = dw/dks скорости волн совпадают и равны 
скорости света в вакууме. 

о 2 k,c 
wl'o 

Рис. 1 2 .6 .3 . Дисперсионная кривая поверхностных плазманов ( 1 ) ,  световой вол
ны в вакууме (2) и призме (З) wjk11 = cj(ft sin B) (Е - диэлектрическая про
ницаемость призмы,  см. далее рис. 1 2 .6.4 способы возбуждения поверхностных 

плазма нов) 

При увеличении частоты фазовая и групповая скорости Vph и ·vg 
уменьшаются, продольная компонента Ех электрического поля волны 
увеличивается , и волна становится продольно-поперечной . Предель
ная частота wпред поверхностного плазмона определяется выражени
ем ( 1 2 .6 . 1 5) при ks --" оо. Этому условию соответствует равенство 
2ш2 - w�0 = О , откуда wпред = wpo//2 (штриховая линия на рис . 1 2 .6 .3) ,  
т. е .  поверхностные плазмоны имеют частоты всегда меньше, чем поро
гоная (минимальная) частота wpo возбуждения объёмных плазменных 
колебаний. 

Отметим, что при предельной частоте поверхностного плазмона 
wpo//2 ПЭВ превращается в чисто продольную волну с нулевой груп
повой скоростью. Поверхностный плазмон при этой частоте превраща-
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ется в чисто продольное возбуждение, локализованное в пространстве, 
так же как объёмный плазмон при пороговой частоте возбуждения. 

1 2 .6.3. Цилиндрические поверхностные плазмоны. Наряду с 
плоскими ПЭВ могут существовать цилиндрические поверхностные 
электромагнитные волны, которым соответствуют цилиндрические по
верхностные плазмоны .  Цилиндрические поверхностные волны воз
буждаются в некоторых точках на границе поверхностно-активной сре
ды . Амплитуда цилиндрических волн убывает при удалении от центра 
возбуждения в плоскости раздела. Закон дисперсии цилиндрических 
поверхностных плазманов описывается соотношением ( 1 2 .6 .9) . Для ци
линдрических ПЭВ характерно выделенное направление, которое зада
ётся поляризацией падающего возбуждающего света. Перенос энергии 
в волне осуществляется преимущественно вдоль этого направления, 
а также попеременно из  одной среды в другую как и в плоских ПЭВ. 

Обычно цилиндрические ПЭВ возбуждаются на различных ради
ально-симметричных неоднородностях, микроныступах и микровпади
нах поверхности .  

1 2 .6.4. Возбуждение поверхностных плазмонов. Существует 
два основных метода возбуждения поверхностных плазмонов: приз
меиный и дифракционный .  Преобразование света в ПЭВ призмеи-

Рис. 1 2 .6 .4 .  Схема воз
буждения ПЭВ светом: 
1 - диэлектрик, 2 -
поверхностно активная 
среда, 3 - призма, 4 -
падающий свет, 5 -
отражённый свет, б -

ным методом основано на я влении нарушен
ного полного внутреннего отражения при па
дении на поверхность поверхностно-актив
ной среды поляризованного в плоскости па
дения излучения со стороны оптически бо
лее плотной среды . Схема ,  иллюстрирующая 
возбуждение ПЭВ светом, представлена на 
рис . 1 2 .6 .4 .  Луч света 4 падает на границу 
раздела призмы с диэлектрической проницае
мостью EJ и поверхностно-активной среды 2 
(например, металлической плёнки с диэлек
трической проницаемостью s2) под углом па
дения {) ,  удовлетворяющим условию 

{) > arcsin Б_ при s2 < s 1 • 
v Е! 

( 1 2 .6 .20) 

Угол {) должен быть больше угла полно-
поверхностная электро- го внутреннего отражения. При этом условии 

магнитная волна составляющая k11 волнового вектора k света 
в призме, параллельная поверхности металли

ческой плёнки, k11 = l k l sin {) .  Так как l k l  = w/ (c/yEI ) (напомним, что 
с/ уЕ1 - скорость света в призме) , то 

k w l€1 . {) 11 = _y_c J  Slll ' с ( 1 2 .6 .2 1 )  
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откуда получаем 
!:!.._ = _с_ sin {).  
kн VEI 

( 1 2 .6 .22) 

Последнее соотношение соответствует прямой 3 на рис. 1 2 .6 .3 .  
В точке пересечения кривых 1 и 3 волновые векторы (соответственно 
импульсы) и энергии фотонов света и поверхностных плазманов сов
падают, что приводит к резонансному возбуждению в металлической 
плёнке плазманов с импульсом р* = nk� и энергией nш*. Изменяя 
угол {) при выполнении условия ( 1 2 .6.20) , можно варьировать энергию 
возбуждённых плазмонов. 

Так как при рассмотренных условиях часть энергии света идёт 
на генерацию поверхностных плазмонов, (кривая б на рис. 1 2.6 .4) ,  
то интенсивность зеркально-отражённого света (луч 5) оказывается 
меньше падающего. Поэтому этот метод возбуждения ПЭВ называется 
методом нарушенного полного внутреннего отражения .  

Заметим, что время жизни возбуждённых плазманов и связанная 
с ним неопределённость энергии плазманов сlЕшiп , определяющая ши
рину плазмонной линии, связаны соотношением с1Ешi11 т ""' 1i и зависят 
от толщины металлической плёнки 2.  При очень тонких металлических 
плёнках близость границы призмы увеличивает вероятность распада 
поверхностных плазманов в металлической плёнке с преобразованием 
их энергии в объёмное излучение, в результате чего время жизни 
плазманов уменьшается . 

С другой стороны ,  если толщина металлической плёнки будет 
слишком большой, то практически вся энергия возбуждающей элек
тромагнитной волны будет поглощаться в объёме плёнки, не доходя 
до её поверхности. При этом поверхностные плазмоны возбуждаться 
не будут, а поглощённая энергия будет переизлучаться электронами 
металла назад. Плёнка работает как зеркало. Если уменьшать толщину 
плёнки , то с определённого момента часть электромагнитной волны 
начинает достигать внешней границы плёнки . Время жизни поверх
ностных плазманов при этом из-за удалённости от поверхности призмы 
будет достаточно велико, а полуширина резонансной кривой - мала. 
Однако, интенсивность света, расходуемая на возбуждение поверхност
ных плазмонов, в этом случае будет меньше, чем при более тонких 
плёнках, из-за поглощения в объёме плёнки. Таким образом , должна 
существовать оптимальная толщина плёнок, при которой время жизни 
плазманов и коэффициент преобразования энергии падающего света 
в энергию плазманов будет иметь оптимальные значения. 

Поверхностные электромагнитные волны можно возбуждать также 
при помощи дифракционных решёток, нанесённых на поверхностно
активную среду. Когда при некоторых углах падения света дифраги
рованная волна распространяется вдоль поверхности, она возбуждает 
ПЭВ с той же частотой . 

Для случая нормального падения света на поверхность ПЭВ воз
буждаются при условии Лs = d, где d - период решётки . При этом 
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продольная компонента поверхностной электромагнитной волны Ех 
связана с величиной компоненты электрического поля Е0 возбуждаю
щего света соотношением 

( 1 2 .6 .23) 

где h - амплитуда (высота) резонансной гармонической решётки. 
Параметр J..L называется коэффициентом преобразования и является 
комплексной величиной , зависящей от волнового числа поверхностного 
плазмона k8 • Максимальное значение модуля коэффициента преобра
зования f..L , соответствующее значению ks , определяющему центр плаз-
манной линии, равно 

( 1 2 . 6. 24) 

где U.J - частота падающего света, д - глубина проникновения света 
в металл, "У - частота электронных столкновений . 

Полуширина плазменной линии 6 связана с длиной пробега ПЭВ L 
в металле соотношением 

1 6 = -
v"iL ' 

( 1 2 .6.25) 

При нормальном падении света с длиной волны Л :::;:j 1 мкм на 
решётку IJ..L imax :::;:j 1 07 см- 1, а 6 :::;:j (50-200) см- 1. Отсюда следует, что 
плазменная линия достаточно узкая, а продольное поле Ех сравнивает
ся с электрическим полем света на поверхности при амплитуде (высоте) 
реЗОНаНСНОЙ реШёТКИ /L:::;:j 1 Q-3). :::;:j ( 1 Q-7- 1 Q-6) СМ- 1  (см. ( 1 2 .6 .23) ) .  
На решётках большей амплитуды поле ПЭВ может превышать возбуж
дающее световое поле в десятки раз! 

Полученный результат свидетельствует о возможности значитель
ного электродинамического усиления поля волны на поверхности ме
талла с резонансной решёткой, несмотря на то, что преобразование 
волны в ПЭВ есть линейный по полю процесс, не зависящий от 
интенсивности света . 

Усиление поля волны является следствием, во-первых, сфазирован
ной подкачки энергии объёмной волны в ПЭВ при её распространении 
вдоль резонансной решётки (падающий свет должен быть когерент
ным) ,  а , во-вторых, высокой локализации энергии в ПЭВ. 

§ 1 2 .  7 .  Практическое использование 
поверхностных плазмонов 

Использование ПЭВ открывает в оптике и технике новые возмож
ности, реализованные на практике. Мы ограничимся рассмотрением 
следующих основных направлений: использование ПЭВ для высоко
точных измерений оптических характеристик металлов; использование 
ПЭВ в оптической микросскопии сверхвысокого разрешения .  
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1 2 .7 . 1 .  Измерение коэффициента поrлощения. Одним из важ
нейших, но труднореализуемых измерений оптических параметров ме
таллических зеркал с большим коэффициентом отражения R является 
измерение, с высокой точностью, их коэффициента поглощения А = 
= 1 - R. Знание этого параметра необходимо при использовании ме
таллических зеркал в системах с интенсивными световыми пучками, 
способными нагреть и разрушить металл (техника мощных лазеров, 
оптических резонаторов и так далее) .  Традиционные методы измерения 
R = 0,95-0,99 с точностью порядка 1 %  приводят к относительной 
погрешности определения величины А, составляющей 20- 1 00% .  Пре
имущества использования ПЭВ для такого рода измерений заключа
ются в том, что обычная волна распространяется поперёк скин-слоя, 
а ПЭВ - вдоль слоя . При этом длина L пробега ПЭВ тем больше, чем 
меньше коэффициент А. 

Из электронной теории металлов следует, что коэффициент 

( 1 2 .  7. 1 )  

Подставляя 'Т �  1 0- 14 с1  и wP � 10 1 6 с1 находим А �  0,01 -0,05. 
Длина пробега ПЭВ 2 

L = cwl, 2 ' "(W 
( 1 2. 7.2) 

где w � ( 1 0 14 - 1 0 1 5 )  с- 1 - частота падающего света . Объединяя две 
последние формулы, находим 

А =  2сwг 2 • 
w L  

( 1 2 . 7.3) 

Типичные значения L для благородных металлов (золота , серебра) ,  
а также для меди и алюминия составляют, как указывалось ранее, 
1 -5 см. Величину L легко измерить с точностью в несколько процен
тов, и ,  таким образом , точность определения А также лежит в этих 
пределах. Например, результаты измерений дают значения для поли
рованной меди L = 1 ,8 см и А = 0,0 1 29; для плёнки золота на стекле 
L = 2,3 см и А = 0,0 1 1 3. 

1 2.7 .2. Микроскоп на поверхностных плазмонах. Рассмотрим 
теперь основные принципы работы, устройство и возможности микро
скопа на поверхностных плазмонах. Первый микроскоп на поверхност
ных плазмонах был создан Вольфгангом Кноллем (W. Knoll) и Бенно 
Ротенхайлером (В. Rothenhans ler) в 1 988 г. 

Известно, что согласно соотношению неопределённостей 6.т6.р ? n 
нельзя одновременно точно определить координату и импульс частицы . 
Рассмотрим тонкую металлическую плёнку, вдоль которой в плоскости 
ху движется плазмон . Возможности определения компонент коорди
нат и компонент импульса определяются соотношениями 6.х6.р," ? ·n.  
6.у6.ру ? tr, 6.z6.pz ;;:? tr. Видно, что при большой неопределённости 



434 Гл. 12. Плазмоны 

положения квазичастицы в плоскости (координаты х и у) , компоненты 
импульса р" и Ру будут определяться достаточно точно. Вместе с тем 
можно точно определить положение частицы по оси z, если проекция 
импульса на эту ось не будет определяться точно. Таким образом, 
можно достаточно точно определить направление движения квазича
стицы в плёнке (компоненты импульса Рх и Ру и координату z частицы, 
если точностью определения других координат (х и у) и проекции 
импульса на ось z можно пренебречь .  Причём точность определения 
координаты z может быть очень высокой : неопределённость по z во 
много раз меньше длины волны используемого излучения .  

Схема поверхностно-плазманного микроскопа приведена на 
рис. 12 . 7. 1 .  Основным элементом микроскопа является прямоугольная 
треугольная призма 4,  на гипотенузную грань которой нанесена 
металлическая плёнка оптимальной, для возбуждения поверхностных 
плазмонов , толщины .  Со стороны призмы плёнка освещается монохро
матическим линейно-поляризованным светом 1, вектор поляризации 

Рис. 1 2. 7. 1 .  Схема поверхностно-плаз
манного микроскопа. 1 - лазер, 2 -
поляризатор, 3 - усройство перемеще
ния и наклона призмы, 4 - призма, 

5 - телескоп, б - фотоматрица 

которого расположен в плоско
сти падения света. Отражён
ный от плёнки свет попадает 
на фотоматрицу 6, сигнал с ко
торой обрабатывается компью
тером. Так как разрешение в 
плоскости плёнки порядка длины 
волны, т. е. составляет несколь
ко микрон , между призмой и фо
томатрицей на пути света нахо
дится телескоп 5, расширяющий 
пучок так, чтобы свет, идущий 
с микронной площадки плёнки, 
захватывал несколько элементов 
фотоматрицы. 

Принцип работы микроскопа 
основан на зависимости условий  
резонансного возбуждения по
верхностных плазманов не толь
ко от свойств металлической 
плёнки, на поверхности которой 
они возбуждаются , но и от ди
электрических свойств внешней 
среды, с которой плёнка грани-
чит. Любая плёнка на поверхно-

сти металла вызывает локальное изменение диэлектрических свойств 
среды, что сразу же сказывается на условии резонансного возбуждения 
поверхностных плазманов в этом месте. Резонансная кривая смещается 
в область больших углов падения возбуждающего света на поверхность 
плёнки. 
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Таким образом, если микроскоп настроен на угол, соответствую
щий резонансному возбуждению поверхностных плазманов в чистой 
металлической плёнке, то в тех местах, где находится измеряемый 
объект, интенсивность отражённого света будет больше, и тем больше, 
чем толще объект. При этом следует иметь ввиду, что микроскоп 
непосредственно регистрирует не толщину d, а величину параметра Ed, 
Е - диэлектрическая проницаемость объекта . 

Например, при разрешении в плоскости около 2 мкм сдвиг резо
нансной кривой на 0,05° соответствует изменению толщины объекта 
при постоянной Е на 0,25 нм .  У объектов с постоянной толщиной такой 
сдвиг соответствует изменению Е на О, 1 %. Поэтому с помощью плаз
менного микроскопа могут исследоваться низкоконтрасные объекты . 

Микроскоп на поверхностных плазмонах может использоваться в 
различных областях науки и техники . Это, прежде всего, исследования 
процессов формирования и организации мономолекулярных плёнок. 

В биологии микроскоп позволяет непосредственно наблюдать био
логические объекты, причём определять не только их толщину, но, 
что сейчас самое важное, их внутреннюю структуру, характеризуе
мую малыми изменениями диэлектрической проницаемости. При этом 
нет необходимости использовать контрастные жидкости , которые мо
гут вносить возмущения в исследуемые объекты . Например, можно 
различать в водной среде границу между цитоплазмой (внутренней 
жидкостью клетки) и клеточной стенкой. 

Микроскоп может также использоваться для обнаружения и опре
деления концентрации различных химических веществ в исследуемой 
среде. Для этого на металлическую плёнку наносится тонкая плёнка 
вещества , способного вступать в селективную реакцию с веществом, 
наличие которого предполагается в исследуемой среде. Происходящая 
при этом реакция мгновенно регистрируется микроскопом. Таким ме
тодом удаётся обнаруживать наличие 1 05- 1 06 частиц в 1 см3 воздуха . 
Напомним, что общая концентрация молекул воздуха при нормальных 
условиях составляет 1 0 1 9 см -з. 

При исследовании наличия вирусов и антигенов чувствительность 
оказывается ещё более высокой :  обнаруживается присутствие 1 0- 1 00 
частиц в см3. 

Наконец, микроскоп позволяет исследовать кинетику химических 
и биохимических реакций ,  контролировать размер образующихся на 
поверхности комплексов. 

В заключение отметим, что использование поверхностных волн 
ИК-диапазона открывает новые возможности в ПЭВ-спектроскопии 
полупроводников, когда отрицательная поляризуемость обусловлена 
прямым взаимодействием излучения с колебаниями решётки . 

Высокая локализация поля в ПЭВ и возможность его значительного 
усиления могут быть использованы в ближнепольной оптике для созда
ния новых эффективных источников поля с размерами много меньше 
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длины световой волны ,  основанных на генерации поверхностных плаз
монов . 

Резонансное возбуждение поверхностных плазманов на микроне
ровностях под действием мощного лазерного возбуждения приводит 
к образованию поверхностных периодических структур . Оно же явля
ется причиной << гигантского>> комбинационного рассеяния света адсор
бированными молекулами и усиления второй гармоники при отражении 
света от металла. 

Важную роль играют поверхностные плазмоны в поверхностных 
химических процессах, так как поле ПЭВ максимально на поверхности 
и быстро затухает при удалении от неё, в частности , в фотохимических 
и фотокаталитических реакциях, например, в реакции фотодиссоциа
ции газа с осаждением одного из его продуктов на поверхности. 



Г л а в а  1 3  
холопы и спиноны 

§ 1 3 . 1 .  Общая характеристика 

Холонами  и спинонами называются элементарные возбуждения 
квазичастицы, которые могут существовать в низкоразмерных систе
мах. Холоны - квазичастицы , переносящие заряд, но не несущие 
спина; спиноны - квазичастицы, переносящие спин, но не несущие 
заряда . Л1еханизм возникновения спинанов и холонов рассмотрим на 
примере двух моделей :  спиновой цепочки и молекулы полиацетилена. 

13 . 1 . 1 .  Спиноны. Рассмотрим одномерную цепочку заряженных 
частиц со спином 1 /2 .  Пусть обменный интеграл А <  О (см . ( 1 5 .2 . 1 4) ) .  
Возможны два варианта основного состояния антиферромагнитной це
почки при нулевой температуре: состояние с последовательностью спи
нов . . .  вверх-вниз-вверх-вниз- . . .  и так далее и состояние с такой же 
энергией с последовательностью спинов . . .  вниз-вверх-вниз-вверх- . . .  

Возбуждение в непрерывной цепочке является доменной стенкой 
между этими состояниями, в которой спины соседних частиц на
правлены параллельно. Образование из двух параллельных спинов 
в антиферромагнитной цепочке называется спиноном . Возможны две 
конфигурации спинанов в цепоч-
ке (рис. 1 3 . 1 . 1 ,  обведены пункти- t t t :.�_f_-_�_1, t t t t t t t t t !,_f_-_�_:,, t t ром ) .  Поскольку при А < О па-
ра частиц с параллельной ориен-
тацией спинов обладает избыточ
ной энергией, появление спинона 
можно рассматривать как рожде
ние элементарного возбуждения. 
При повороте одного из спинов в 
спиноне на угол 1Т спинон сме
щается вдоль цепочки. При этом 

Рис. 1 3 . 1 . 1 .  Две разные двух-спинон
ные конфигурации в одномерной ани

тиферромагнитной цепочке 

ориентация пары параллельных спинов изменяется на противополож
ную. Таким образом, при движении спинона его суммарный спин 
непрерывно изменяет ориентацию, а при движении спинона вдоль це
почки переносится дополнительный спин 1 /2 .  
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Движущемуся спинону можно приписать импульс и рассматривать 
его как квазичастицу, обладающую определённой энергией . Характер
ной особенностью спинона в этой модели является то, что при его дви
жении вдоль цепочки перемещается только спин .  Движение спинона 
обеспечивается переворотом спина у практически неподвижных частиц 
в цепочке . Поэтому заряд при движении спинона не переносится , так 
что спиноны как элементарные возбуждения в системе упорядоченных 
спинов переносят только спин. Заряд спинанов как движущихся ква
зичастиц равен нулю. Заметим, что в одномерных цепочках спиноны -
топологически устойчивые образования :  они могут исчезнуть только 
достигнув границу цепочки. 

Если отойти от рассмотренной модели Изиига (т . е .  с упорядочением 
спинов только по одному направлению) и перейти к модели Гейзенберга 
со слабым взаимодействием, в которой спины могут выстраиваться 
по трём направлениям, то спиноны сохраняются . Хотя это уже будет 
гейзенберговекая цепочка спинов, и топологическая стабильность до
менной стенки (как это было в модели Изинга) теряется .  

В антиферромагнитной цепочке спиноны могут образовываться 
только парами .  Схема образования пар спинонов, показанных на 
рис . 1 3 . 1 . 1 ,  приведена на рис. 1 3 . 1 .2 .  Поворот i-го спина переводит 
цепочку (а) в возбуждённое состояние (6) . Если теперь повернутся 

t � t � t � t � t � t / t � t [[Jj t [[Jj t � t 
а z 6 i - 1  z+ 1 

t � t � t t t � t � t t � t � rгпгл t � t • - - - - -- - - - - ·  
б 

i - 1 i i +  1 i i +  1 
г 

Рис. 1 3 . 1 . 2 .  Схема образования двух спинанов в антиферромагнитной цепочке 

спины i + 1 и i - 1 ,  то образуется два спинона с дополнительными 
спинами 1 /2 в конфигурации (в) . Если повернётся только спин i + 
+ 1 ,  то образуется конфигурация (г) . Образовавшиеся спиноны могут 
перемешаться независимо без изменения энергии системы. 

1 3. 1 .2 .  Холопы. Представим себе теперь антиферромагнитную 
цепочку заряженных частиц со спином 1 /2 (рис. 1 3 . 1 .3 ,  а), в которой 
одно из состояний i вакантно (рис . 1 3 . 1 .3 ,  6) , соседние с вакансией 
спины направлены вверх . Состояние с вакансией обладает более высо
кой энергией и поэтому появление вакансии можно рассматривать как 
рождение элементарного возбуждения. Вначале около неё существует 
конфигурация двух спинов вверх . Вакансия может перемещаться вдоль 
цепочки при заполнении вакантного места одной из соседних частиц ,  
например i - 1  (рис. 1 3. 1 . 3, в) . В этом случае при движении вакансии 
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начальная конфигурация расщепляется на два элементарных возбуж
дения ,  обладающих более высокой энергией: состояние с добавочным 
спином 1 /2 (спuн.он.) и холон, со-
стоящий из вакансии, окружённой 
двумя спинами, с антиферромагнит
ным порядком упорядочения, т. е .  
суммарный спин такой конфигура
ции равен нулю, а её заряд ра
вен заряду одной частицы в це
почке, но с противоположным зна
ком (рис. 1 3 . 1 .2, г) . При дальнейшем 
движении вакансии заряд будет пе
ремещаться, а конфигурация спинов 
не изменяется . Заметим ,  что рас
смотренные выше модели являют
ся лишь иллюстрацией возможности 
образования элементарных возбуж
дений нового типа в одномерных си
стемах, так как чисто одномерные 
системы существовать не могут. Ре
ально существуют квазиодномерные 
системы, в которых устойчивость 
одномерных цепочек обеспечивается 

, связями с окружающей средой . 
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Рис. 1 3 . 1 .3 .  Цепочка с антиферро
магнитным упорядочением (а) ,  ле
гирование её дыркой (б) , переме
щение её влево (в) и расщепление 
СОСТОЯНИЯ На ХОЛОН И СПИНОН (г, 

обведены пунктиром) 

13 . 1 .3. Возможность существования холонов и спиионов в дву

мерной системе. Топологически можно ввести холоны и спиноны на 
доменной стенке и в двумерной модели .  Представим себе упорядочен
ную систему спинов на плоскости с доменной стенкой, проходящей по 
центрам связей частиц, как показано на рис. 1 3 . 1 .4 , а .  Эта доменная 
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Рис. 1 3 . 1 .4 .  Элементарные возбуждения в двумерной системе с доменной стен
кой, проходящей по центрам связей (а) . Возбуждение основного состояния при
водит к появлению двух спинанов (б) . Введение дырки (светлый кружок) (в) 

и её перемещение приводит к появлению халона (г) и спинона 



440 Гл. 13. Холоны и спиноны 

стенка разделяет две области цепочек частиц со спином 1 /2, смещён
ные друг относительно друга. 

Возбуждение основного состояния в виде двойного обмена ориента
циями двух спинов приводит к появлению двух спиионов на доменной 
стенке (рис. 1 3 .4 . 1 ,  б, обведены пунктиром) .  

Введение в один из узлов дырки и её последующее перемещение 
приводит к образованию халона (рис. 1 3 .4 .4 ,  в) .  Вокруг халона распо
ложение спинов антисимметричное, т. е. суммарный спин равен нулю. 
На месте введения дырки остаётся спинон (обведён пунктиром на 
рис. 1 3 . 1 .4 , г) .  

§ 1 3.2 .  Холоны и спиноны в полиацетилене 

Как уже говорилось в предыдущем параграфе, холоны и спиноны -
это элементарные возбуждения (квазичастицы) ,  которые могут 
существовать в одномерных и двумерных электронных системах. 
Холоны несут полный электрический заряд е и не имеют спина (S = 0). 
Спиноны переносят спин S = 1 /2 и не переносят заряда , т. е. их заряд 
равен нулю. Разделение заряда и спина электрона является характер
ной особенностью этих квазичастиц, так как возбуждения, несущие 
заряд, но не имеющие спина (или наоборот) не могут быть в принципе 
адиабатически преобразованы в свободные электроны. В отличие от 
них возбуждения в полупроводниках (так называемые <<электроны •> 
и <<дырки•> )  по своей природе связаны с перескоками между атомами ре
альных электронов и поэтому всегда имеют заряд lel и спин l s l  = 1 /2. 

Физическую природу халанов и спинанов как квазичастиц принци
пиально нового типа, можно наглядно пояснить на примере полиацети
лена. Полиацетилен - цепочка из блоков СН. 

Конфигурация электронных орбиталей атома углерода имеет вид: 
1 s2, 2s2, 2р2. При образовании линейной цепочки 1 s  и 2рх . 2ру -орби
тали гибридизируются . Гибридизированные sр2-орбитали расположены 
в плоскости ху под углами 1 20° между собой и образуют а-связи 
с соседними атомами углерода и атомами водорода (см . гл . 2). Обо
значим расстояния между атомами углерода буквой а (рис. 1 3 .2 . 1 ,  а) . 

Предположим,  что при заданной величине а 2рz -орбитали, ориенти
рованные перпендикулярно плоскости молекулы, у соседних атомов 
перекрываются и образуют N (N - число атомов углерода в цепочке) 
многоцентровых молекулярных JГ-орбиталей . Если N велико, то эти 
орбитали формируют JГ-зону. Так как на каждой Pz орбитали нахо
дится один электрон, то JГ-зона заполняется электронами наполовину. 
Структура цепочки молекулы полиацетилена показана на рис. 1 3 .2 . 1 ,  а .  

Сплошные чёрточки между атомами изображают а-связи , пунктир
ные - JГ-СВЯЗИ . 

При образовании цепочки следует учитывать, что между связями 
С-Н действуют силы отталкивания. Поскольку сродство к электрону 



а 

б 

§ 13.2. Холоны и спиноны в полиацетилене 

t: х ' 
с 
1 

н 
1 

с ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
н 

' 
с 
1 

н 

н 
1 

с ' ' ' ' ' ' 
"/"/ а :..1\ ' 

с 
1 

н 

' ' 
н 1 
с ' ' ' ' ' ' 

r_ <ОхОХС1ХОХОХС х 

в 
н 

1Гz ! С  
1 

(]' н 

зс 
1 

н 

44 1 

Рис. 1 3 .2 . 1 . Структура полиацетиленовой цепочки (а) . Распределение элек
тронной плотности в плоскости xz (б) и фрагмент структуры цепочки поли

ацетилена с углами между связями (в) 

у атома углерода больше, чем у атома водорода , электронное облако 
а-связи смеtЦается в сторону атома углерода. Это приводит к оттал
киванию также положительно заряженных протонов атомов водорода . 
В результате цепочка растягивается и углы (3 становятся больше, чем 
углы а (рис . 1 3 .2 . 1 ,  в) . Поэтому 7Гz -орбитали перекрываются преиму
lЦественно между соседними чётными и нечётными атомами. 

Распределение электронной плотности в плоскости xz изображено 
на рис. 1 3 .2 . 1 ,  б. Для наглядности электронные плотности в а-свя
зях, содержаlЦиХ по два элеюрана с противоположными спинами, 
и в '/Г-зоне раздвинуты по оси z .  

Закон дисперсии электронов Е = Е(р) в 1r-зоне изображён 
на рис . 1 3 .2 .2 ,  а (сплошная кривая) ,  а плотность состояний - на 
рис. 1 3 .2 .2 ,  6, также сплошной кривой . Напомним, что в одномерном 
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Рис. 1 3 .2 .2 .  Закон дисперсии электронов Е =  Е(р) в 7Г-зоне (а) и зависимость 
плотности состояний v от энергии Е (б) 

случае плотность состояний пропорциональна 1 1  VE (см. (6. 1 4 .20) ) .  
При значениях импульса р, при которых производная дЕ 1 др 
обраlЦается в нуль , плотность состояний обраlЦается в бесконечность. 
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Е 
Число состояний в зоне в области энергией О-Е равно f v(E) dE, т. е .  

о 
площади под кривой v(E). Общее число состояний в зоне равно 2N. 
Если функция v(E) симметрична относительно точки Е = Ешах/2, 
то наполовину заполненной зоне соответствует граничная энергия 
Е = Ешах/2 И импульс 7Г.f"L/(2a) . 

Такая ситуация, как было показано Пайерлсом, является неустой
чивой, так как энергетически выгодно, чтобы цепочка деформировалась 
бы таким образом , чтобы её период удвоился. При удвоении периода 
размер зоны Бриллюэна уменьшается в два раза и при значении им
пульса р =  1Гn/(2а) в зависимости энергии Е от импульса р появляется 
разрыв llE, т. е. энергетическая щель .  Её возникновение показано 
на рис. 1 3 .2 .2 ,  а штриховой линией .  Очевидно, что при возникнове
нии энергетической щели в спектре кинетическая энергия электронов 
уменьшается и её уменьшение комnенсирует увеличение потенциаль
ной энергии при деформации .  

Соответственно появляется щель в плотности состояний 
(см . рис . 1 3 .2 .2 ,  6) ,  1r-зона расщеnляется на две подзоны ,  разделённых 
щелью !lE. Нижняя подзона полностью заполнена электронами,  
а верхняя - пуста . 

Таким образом, в результате димеризации происходит фазовый 
переход Пайерлса из проводящего (металлического) состояния в ди
электрическое при Т = О. Обратим внимание ,  что возможны два эк
вивалентных способа димеризации (удвоения периода решётки) . Если 
все атомы в решётке пронумеровать , то равновероятны ситуации ,  при 
которых чётные (нечётные) атомы смещаются , например, вправо на 
некоторые расстояния д или, соответственно, эти же атомы смеща
ются влево на то же расстояние. Ситуация, при которой нечётные 

Рис. 1 3 .2 .3 .  Смещение каждого 
нечётного атома в цепочке атомов 

на 8 вправо (а) и влево (6) 

атомы смещаются вправо, изобра
жена на рис. 1 3 .2 .3 ,  а, а влево -
на рис . 1 3 .2 .3 ,  6. В обоих случа
ях образуются пары атомов (диме
ры) , с расстоянием между атомами 
а - д, разделённые промежутками 
а + д. 

Диэлектризация цепочки фи-
зически означает, что перекры
тие Рz -орбиталей между димера
ми исчезает, и спектр , изобра
жённый на рис. 1 3 .2 . 1 ,  б, преобра-
зуется в спектр , показанный на 

рис . 1 3 .2 .4 ,  а. Заметим ,  что ст-связи при этом сохраняются , так как пе
рекрытия sр2 -орбиталей значительно сильнее, чем перекрытие Рz -орби
талей, и они обеспечивают стабильность цепочки как целого . В резуль-
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тате между атомами 1-2, 3-4, 5-б и т. д. образуются двойные связи 
с полностью заполненными электронами орбиталями (рис . 1 3 .2 .4 ,  6) . 

а 1 2 3 4 5 б 
с::=::> с::=::> с::=::> 1Г 

б 

r_ �(J х с::=::> с::=::> с::=::> 

L х 

н н н 1 1 1 
с с с 

� 
с с с 1 1 1 
н н н 

Рис. 1 3 .2 .4 .  Димеризация цепочки 
(а) и возникновение двойных свя
зей (6) при образовании молекулы 

полиацетилена 

Рис. 1 3 .2 .5 .  Образование доменной 
стенки при димеризации цепочки 

атомов ( r5-связи не показаны) 

До сих пор предполагалось, что димеризация осуществляется одним 
из двух эквивалентных способов ,  проиллюстрированных на рис . 1 3 .2 .3 .  
Однако, при большом числе атомов в цепочке такая картина малове
роятна. Можно предположить, что в каких-то областях цепочки ди
меризация происходит путём смещения чётных (или нечётных) атомов 
вправо, а других - влево . В результате возникают области (домены) ,  
разделённые доменными стенками .  Образование доменной стенки ил
люстрируется на рис . 1 3 .2 .5 .  В результате смещения атома б вправо, 
а атома 4 - влево, расстояния между атомами  4-5 и S-6 увели
чиваются, перекрытие Рz·орбиталей исчезает, и у атома 5 возникает 
локализованная р2 -орбиталь, на которой находится один электрон . 

Обратим внимание, что JГ-зона в модели сильной связи может быть 
получена как результат расщепления N-кратно вырожденнаго энерге
тического уровня , соответствующего локализованному Pz состоянию, 
на N двукратно вырожденных по спину уровней , как это изображено 
на рис. 1 3 .2 .6 ,  а. При димеризации ,  как говорилось ранее, образуется 
энергетическая щель (рис . 1 3 .2 .6 ,  6) . При этом первоначальное значе
ние энергии Pz состояния EPz соответствует середине образовавшейся 
энергетической щели .  Таким образом, атом ,  образующий доменную 
стенку, создаёт уровень, расположенный в середине щели .  

Доменную стенку между диэлектрическими фазами в цепочке мож
но рассматривать как элементарное возбуждение солитонного типа, 
или просто как солитон . (Солитоны как квазичастицы , рассмотрены 
в гл . 1 9) .  Солитоны могут перемешаться вдоль цепочки, их эффек
тивная масса составляет порядка десяти масс свободного электрона. 
Движение солитона осуществляется следующим образом. 
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Рис. 1 3 .2 .6 .  Однородная цепочка атомов с полуторной связью между атомами 
(а) . После димеризации в середине зоны образуется энергетическая щель (6) 

Рассмотрим цепочку атомов, содержащую солитон - рис . 1 3 .2 . 7. 
Солитонный атом 7 окружён одинарными ст-связями .  Пусть теперь 

а 2 4 

{ 
б 2 

� 

11 
10 
"' 11 

Рис. 1 3 . 2 . 7. Движение солитона 7 (а) по цепочке вправо в положение 9 (б) 

атом 8 сместится влево в направлении атома 7. При этом 1r-связь 
между атомами 8 и 9 разрывается и образуется между атомами 7 
и 8. В результате такого <<Переброса>> 1r-связи атом 7 образует димер 
с атомом 8 (см. рис . 1 3 .2 .7 ,  6) , а 1r-орбиталь атома 9 локализуется. 
Теперь солитоном становится ячейка с атомом 9. Аналогично перебрас 
1r-связи между атомами 10 и / /  приведёт к образованию солитона на 
атоме 1 1  и так далее. Лёrкость движения солитона связана с тем, что 
все возникающие при <<Перебросе>> связи состояния имеют одну и ту 
же энергию .  Такой механизм движения солитона получил название 
<<резонирующих валентных связей>> .  

Предположим, что состояние с энергией EPz н а  локализованной 
орбитали Pz заполнено электроном. Тогда оно имеет заряд -е, т. е .  
точно такой же ,  как заряды, приходящиеся на соседние атомы .  На 
каждый атом в цепочке приходится заряд -е , не зависимо от того, 
локализован ли заряд на Рz -орбитали или же электроны на Рz-орбитали 
образуют п-связи в димерах. 

Дальнейшее рассмотрение требует определённых предположений 
о характере изменения электронной плотности в 1r-зоне при димери
зации .  Рассмотрим сначала наиболее простую модель .  Пренебрежём, 
в первом приближении,  изменением электронной плотности в цепочке 
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при димеризации, т. е. будем считать, что она соответствует простран
ствеиной конфигурации Рz -орбиталей . Это предположение означает, 
что не учитывается перераспределение электронной плотности при об
разовании молекулярных 7Гz -орбиталей димеров (рис. 1 3 .2 .8) , и заряд , 
приходящийся на солитонную ячейку размером а +  25, составляет два 
электрона (заштрихованные области на рис . 1 3 .2 .8) . 

В этом случае, при перемещении солитона (при заполненом Рz -со
стоянии) заряд не переносится вдоль цепочки . Если в полупроводнике 
перемещение разорванной связи (дырки) сопровождается перескоком 
на эту связь электронов от соседних атомов, в результате чего возника
ет электрический ток , то перескок связи в цепочке не сопровождается 
движением электрона .  При этом лишь слабо (в пределах нескольких 
процентов) изменяется межатомное 
расстояние. При перескоке JГ-связи 
между п-м и n + 1 -м атомами влево 
(на связь между п-м и n - 1 -м ато
мами) Рz -орбиталь на n + 1 -м атоме 
локализуется, сохраняя заряд -е, 
а локализованный до этого элек
трон на Рz-орбитали n - l - го атома 
остаётся на молекулярной JГ-орби
тали между n - l -м и п-м атома
ми .  Таким образом , при перебрасах 
связи средний заряд, равный 2е на 

1 электрон 

1 
а 2а + 28 а 

Рис. 1 3 .2 .8 .  Конфигурация Pz орби
талей в месте образования солито-

на 

элементарную ячейку, сохраняется и никакого переноса заряда не про
исходит. 

Однако, несмотря на то что солитон не несёт избыточного, от
личного от среднего на ячейку цепочки заряда , локализованный на 
Рz -орбитали электрон имеет спин l /2, и этот спин перемешается вдоль 
цепочки вместе с солитоном. 

Здесь может возникнуть вопрос, почему при подсчёте заряда со
литона учитывается только часть заряда молекулярных орбиталей 
димеров, а спин определяется только наличием 7Г-электрона у цен
трального атома? Почему области 7Г-орбиталей с зарядом -е/2 не 
влияют на величину спина солитона? Ответ на этот вопрос заклю
чается в следующем. Если димерная 7Г-орбиталь заполнена двумя 
электронами, то спин этого состояния, т. е .  спин, соответствующий 
распределению электронной плотности JГ-орбитали с двумя электрона
ми, равен нулю. Соответственно имеет нулевой спин и любая часть 
этого распределения. В вероятностной трактовке волновой функции 
это означает, что усреднённые по времени вероятности обнаружить 
в любой точке JГ-орбитали электроны со спином 1 /2 и спином - l  /2 
равны .  

Итак, солитонное состояние, заполненное электроном, имеет нуле
вой заряд по отношению к среднему заряду ячеек в полиацетиленовой 
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цепочке и спин 1 /2 .  Такое долгоживущее состояние можно рассматри
вать как квазичастицу с зарядом О и спином 1 /2, т. е . спинон. 

Пусть теперь локализованное солитонное состояние не заполнено 
электроном. Так как средний заряд ?Т-электронов, приходящийся на 
ячейку в цепочке, равен -2е , то в области солитона образуется де
фицит заряда -е .  Этот дефицит можно рассматривать как появление 
в цепочке локализованного заряда +е. Поскольку при этом Рz-орбиталь 
не имеет электрона, спин такого солитона равен нулю. Таким образом, 
незаполненное электроном локализованное Рz -состояние в цепочке ато
мов ведёт себя как квазичастица с зарядом +е и спином s = О, т. е. эта 
квазичастица является холоном . 

Холону соответствует незаполненное солитонное состояние. При 
смещении n-го атома влево при образовании молекулярных орбиталей 
димера из n - 1 -го и n-го атомов, заряд с молекулярной орбитали диме
ра n ,  n + 1 полностью перетекает на димер n - 1 ,  n, так что локализо
ванная Рz -орбиталь n + 1 -го атома оказывается незаполненной . Такое 
перераспределение заряда связано с тем, что связывающая молекуляр
ная орбиталь образующегося из n - 1 -го и n-го атомов димера рас
положена по энергии ниже, чем локализованная Рz -орбиталь n + 1 -го 
атома, так как всегда энергия электронных состояний в атомах при 
образовании связывающих орбиталей понижается . Поскольку холон 
имеет электрический заряд, в электрическом поле холоны движутся 
вдоль цепочки и создают электрический ток. Таким образом, возника
ет интересная ситуация: диэлектризованная после перехода Пайерлса 
цепочка обладает электрической проводимостью, причём носителями 
тока являются не электроны ,  а необычные квазичастицы - холоны, не 
имеющие спина. 

В заключение отметим, что для наблюдения спинанов и холонов 
в одномерных цепочках и двумерных электронных системах необходи
ма высокая однородность образцов и достаточно низкие температуры , 
при которых кинетическая энергия движения атомов и ионов в решётке 
становится меньше величины щели в энергетическом спектре элек
тронов .  Кроме того, наличие любого беспорядка (примесей , дефектов 
и т. д.) в образцах резко сокращает время жизни спинанов и холонов 
и делает их ненаблюдаемыми. 

§ 1 3.3.  Квазичастицы, с зарядом, 
отличным от заряда электрона 

1 3.3. 1 .  Почему заряд квазичастиц может отличаться от J e J .  
Ранее рассматривалась модель ,  в которой предполагалось, что при 
перекрытии Рz-орбиталей в димерах и образовании ?Т-связей не проис
ходит перераспределения электронной плотности в перекрывающихся 
Рz-орбиталях. Можно представить себе и другую ситуацию. В дей
ствительности, при образовании ?Т-связей в димерах, происходит пе
рераспределение электронной плотности в Рz -орбиталях так, что элек-
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тронная плотность в межатомной области увеличивается, а вне этой 
области - уменьшается . Обозначим долю заряда JГ-орбиталей димера, 
приходящуюся на солитонную ячейку, через -(Зе (рис . 1 3 .3 . 1 ) .  Тогда 
заряд солитонной ячейки при заполненном локализованном Рz-состоя
нии будет равен -е + ( -2(Je) = -е( 1 + 2(3) , причём величина (3 должна 
быть меньше 1 /2 (без учёта эффекта пе
рераспределения плотности (3 = 1 /2, заряд 
солитонной ячейки равен -2е и не отли
чается от заряда ячейки в однородной це
почке) . Поэтому при движении солитона, 
даже в том случае, если локализованное 
состояние Pz заполнено электроном , пе
ремещается дефицит отрицательного заря
да в солитонной ячейке, т. е . положитель
ный заряд, равный + [2е - е( 1 + 2(3)] = 
= +е( 1 - 2(3) (при (3 = 1 /2 этот заряд, 
очевидно, равен нулю) . 

2а + 2б 

Рис. 1 3 .3 . 1 .  Условная схема 
распределения  заряда при 

образовании солитона 

Интересно отметить, что при (3 = 1 /3 заряд солитона равняется 
+е/3. Так как при движении солитона перемешается локализованное 
Рz -состояние, заполненное электроном, кроме заряда переносится спин 
s = 1 /2. Такой солитон можно рассматривать как квазичастицу с заря
дом +е( 1 - 2(3) при (3 < 1 /2 и спином 1 /2. То, что в солитонной ячейке 
находятся области JГ-орбиталей соседних димеров с зарядом -2(Je, не 
изменяет величину спина по рассмотренным выше соображениям .  

Если же локализованное Рz -состояние не заполнено электроном , то 
спин не переносится, и такой солитон можно рассматривать как холон с 
положительным зарядом, превышающим заряд электрона . В частности, 
при (3 = 1 /3 заряд халона будет равняться е + е/3 = 4ej3. Однако, 
чистого спинона, не несущего электрического заряда , в этом случае 
в цепочке существовать не может. 

13.3.2.  Возможность существования квазичастиц с дробным 

зарядом. Рассмотрим гипотетическую ситуацию, когда число JГ-элек
тронов в исходной однородной цепочке, например, в результате леги
рования, равно 2/V/3. В этом случае пайерлсовская неустойчивость 
приводит к утроению периода, что, в свою очередь, приводит к образо
ванию двух щелей в энергетическом спектре электронов при значениях 
импульса JГ1�/3а и 2IГ1Lj3. Пусть каждый третий атом в цепочке сме
стится на расстояние J вправо (рис. 1 3 .3 .2 ,  а) . 

При этом перекрытие Рz -орбиталей между атомами 2 и 3, 5 и б, 
8 и 9 и т. д. исчезает и образуются связи между триадами атомов: 3 , 
4,  5 ; 6, 7 ,  8 и т. д .  Из соображений симметрии энергия связи между 
соседними атомами в триаде и межатомные расстояния должны быть 
одинаковыми .  Значит средние атомы должны сместиться вправо на 
расстояние J /2, так что расстояния между атомами выравниваются 
и становятся равными а - J /2. Триады разделены интервалами а + J. 
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Рис. 1 3 .3 .2 .  Гипотетическая цепочка, в которой каждый третий атом сместился 
на д вправо (а) и триады атомов с границами ячейки, проходящими через 

середины крайних атомов (6) 

Выберем элементарную ячейку так, чтобы её границы проходили через 
середины крайних правых атомов в триадах (показаны вертикальными 
пунктирными линиями на рис. 1 3 .3 .2 ,  6) . Размер элементарной ячейки 
равен За. Так же как в рассмотренной выше задаче о димеризации ,  
утроение периода может происходить различными эквивалентными 
способами ,  приводящими к образованию доменов, разделённых домен
ными стенками. 

В качестве примера ,  рассмотрим ситуацию,  когда в двух доменах 
атомы смещаются в разные стороны,  как показано на рис. 1 3.3 .3 ,  что 
приводит к образованию двухатомного солитона. 

д д д д ·1t + +1t + + 1f+ + 1f· 1 (J* 1 а 1 1 :::::}, - е 1 f=f � J::= :=t=t §i = P F 
За, -2е За + 2д За, -2е 

Рис. 1 З .3 .3 .  Образование двухатомного солитона (внизу) из цепочки атомов, 
расположенных на расстояниях а (показаны сверху) ,  (J* е - заряд, приходя

щийся на солитонную ячейку 

При образовании 1Г-связи в двухатомном солитоне уровень Epz 
расщепится на два. Этим уровням соответствуют два состояния с энер-
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гиями Е1 и Е2 , расположенные посередине энергетических щелей, как 
показано на рис. 1 3 .3 .4 .  

Так как мы предположили, что концентрация 1r-электронов в цепоч
ке равна 2N /3, то средняя электронная плотность в 1r-зоне, приходя
щаяся на один атом, составляет -2е/3. Таким 
образом, заряд триады атомов равен -2е. 

При формировании солитона необходимо 
учитывать, что если в исходном проводящем 
состоянии одноатомной цепочки в 1r-зоне, 
в принципе, может находиться любое чис
ло коллективизированных электронов в зави
симости от степени легирования, и ,  следо
вательно, любое число электронов на атом 
(естественно, менее двух) , то при диэлектри
зации на молекулярных Рz -орбиталях может 
находиться только целое число электронов: О, 
l ,  2 , независимо от того, сколько электронов 
было до локализации в 1r-зоне. 

Чтобы это требование выполнялось, при 

Е 1 1 1 
Ешах - -- -;- - --+Vl- - - 1 1 1 1 

Е2 ---тl/11 -- - J 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Е1 ----/ i i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

о 1rr1 21rr1 1rl! Р 
За За а 

Рис. 1 З .З .4 .  Закон дис
персии электронов Е = 

= Е(р) в 1r-зоне 

диэлектризации должно 
выполняться условие соизмеримости, т. е. концентрация электронов 
в исходной 1r-зоне должна быть 2N /3, 3N /4 , 3N /5 и т. д. В первом 
случае, в триадах, образующихся в результате утроения периода, на 
общих Рz-орбиталях находится (2е/З)З = 2е (два электрона) ; во втором 
случае, при учетверении периода, в образовании из четырёх атомов -
(3е/4)4 = 3е (три электрона) ; в третьем, при упятерении периода, 
в образовании из 5 атомов находится на Рz -орбиталях (3е/5)5 = 3е 
также 3 электрона . 

Эти же условия относятся к солитону - на его Рz -орбиталях 
также может находиться только целое число электронов. Интересно, 
что несмотря на целое число Рz -электронов в триадах и больших 
образованиях атомов, заряд солитона оказывается дробным .  

Рассмотрим рис . 1 3 .3 .3 , и не будем учитывать перераспределение 
электронной плотности в Рz -орбиталях при диэлектризации .  В 1r-зоне 
триады диэлектризованной цепочки находится два электрона с заря
дом -2е. Точно такой же заряд приходится на трёхатомную элементар
ную ячейку триады. 

Заряд, приходящийся на солитонную ячейку, образуется удвоенным 
зарядом -2f3* e и зарядом двухатомных 7Г-орбиталей солитона. На 7Г-ор
битали двух атомов, образующей солитон, в зависимости от степени 
легирования, может находится О, l или 2 электрона . Если Рz -орбиталь 
солитона свободна, то заряд солитонной ячейки равен -2(3*е. Без 
учёта перераспределения электронной плотности в 1r-орбиталях триад 
на долю солитонной ячейки приходится заряд -2(3*е = - (2е/3) ( 1 /2)2. 
Здесь (2е/З) (  l /2) - часть заряда Рz-орбитали соседнего с солитоном 
атома, приходящаяся на солитонную ячейку. Множитель 2 учитывает 
атомы слева и справа от ячейки. 
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Таким образом , заряд солитонной ячейки в рассматриваемом слу
чае составляет - (2е/3) . Дефицит отрицательного заряда в солитон
ной ячейке по сравнению с соседними равен -2е - ( -2е/3) = -4е/3 . 
Это означает, что двухатомный солитон переносит положительный 
заряд 4е/3 и нулевой спин, т . е .  является халоном с дробным за
рядом. 

Если же на 7Гz -орбитали солитона находится один электрон, то 
дефицит отрицаетльного заряда составляет -е/3, что позволяет при
писать солитону заряд +е/3 и спин l /2. Такой солитон не является ни 
холоном, ни спиноном . 

При двух электронах на 1r z -орбитали ,  солитон обладает избыточным 
отрицательным зарядом -2е/3 и спином, равным нулю, т. е .  является 
халоном с зарядом -2е/3. 



Г л а в а  1 4  
СЕМИОНЫ И АНИОНЫ, 

ДРОБНАЯ СТАТИСТИКА 

§ 14 . 1 . Общая характеристика квазичастиц 
с дробной статистикой 

Анионы - квазичастицы с промежуточной (между ферм и- и бозе-) 
статистикой . Семионы (полуфермионы) - квазичастицы , расположен
ные в середине этого интервала . Такие квазичастицы можно услов
но назвать полуфермионами или полубозонами. Термин <<анион>> был 
предложен Ф. Вильчаком в 1 982 г. и происходит от английского слова 
<<any>> .  Квазичастицы такого типа существуют в двумерных системах 
при определённых условиях. 

В трёхмерных системах элементарные возбуждения всегда описыва
ются или статистикой Ферми или статистикой Бозе (см. г л. l ) .  Система 
одинаковых частиц с промежуточной статистикой в трёхмерном случае 
существовать принципиально не может. Существование только двух 
типов статистики в этом случае вытекает из фундаментального прин
ципа квантовой механики - принципа неразличимости одинаковых 
частиц. Если локализовать частицы и пронумеровать их в какой-то мо
мент времени, то уже в следующий  момент времени координаты частиц 
(как следует из соотношения неопределённости Гейзенберга /).р/).х rv "-' li) не будут иметь определённого значения . Поэтому, локализовав 
какую-либо частицу, в другой момент времени невозможно указать, 
какая это именно из частиц .  

Рассмотрим две частицы в трёхмерной среде. В силу их тож
дественности , состояния системы, получающиеся друг из друга при 
перестановке обоих частиц ,  должны быть полностью физически эк
вивалентными.  Это значит, что в результате перестановки , волновая 
функция системы 1f)(6 , 6 ) ,  где (6 , 6) - координаты частиц (x r , Yr , zr )  
и (х2 ,  У2 . z2) ,  может измениться только на фазовый множитель ехр (ia) , 
квадрат модуля которого равен единице: 

( 1 4 . 1 . 1 )  

где о: - некоторая действительная постоянная. В результате повторной 
перестановки правая часть равенства умножается ещё раз на множи-
1 5* 
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т ель ехр ( io:) : 
( 1 4 . 1 .2) 

и, так как при этом мы возвращаемся к первоначальному состоянию 
w(6 ' 6). множитель ехр (i2o:) должен равняться единице :  ехр (i2o:) = 
= 1 ,  и ,  следовательно, ехр ( io:) = ± 1 .  

Таким образом, из ( 1 4 . 1 .2) следует, что 

( 1 4 . 1 .3) 

Соотношение ( 1 4 . 1 .3) означает, что имеется всего две возможности -
волновая функция системы или симметрична или антисимметрична. 

Этот результат непосредственно обобщается на системы ,  состоя
щие из произвольнаго ч исла одинаковых частиц. Какими  волновыми 
функциями (симметричной или антисимметричной) описывается систе
ма, зависит от рода частиц .  Из релятивистской квантовой механики 
следует, что в трёхмерной среде частицы с общим целочисленным 
спином описываются симметричными волновыми функциями ,  подчиня
ются статистике Бозе и называются бозонами, а с общим полуцелым 
спином - описываются антисимметричными волновыми функциями ,  
подчиняются статистике Ферми и называются фермионами .  В двумер
ном случае ситуация отличается. 

§ 14 .2 .  Специфика двумерных систем 

В гл . 1 3  были рассмотрены одно- и двумерные системы и было 
показано, что в них могут существовать элементарные возбуждения 
с разделёнными зарядовыми  и спиновыми степенями свободы - хол.о
ны и спuноньt. Первые nереносят заряд и имеют нулевой сnин, т. е .  
описываются статистикой Бозе, а вторые переносят спин и не имеют 
заряда . Если переносимый спин имеет nолуцелое значение, то сnиноны 
являются фермионами .  

Рассмотрим двумерную решётку, образованную атомами с отлич
ным от нуля магнитным моментом .  Пусть в исходном состоянии атомы 
связаны О"-связями ,  а зона nроводимости образована орбиталями дру
гого типа, наnример, п-связями ,  и заполнена наnоловину, что означает, 
что на каждом узле находится один электрон . Такая система ,  как было 
nоказано выше, оказывается неустойчивой и исnытывает пайерлсов
ский переход в димерн.ую фазу (с удвоением периода) .  

В отличие от немагнитной системы в магнитных решётках необ
ходимо учитывать также энергию обменного взаимодействия между 
сnинами узлов и электронами проводимости . Обозначим  амплитуду 
вероятности туннельного перескока электрона между соседними ато
мами i и j через tij . В одномерной структуре расстояние между узлами 
в димерах меньше расстояния между димерами .  Поэтому tij имеют 
отличные от нуля значения только между атомами, расстояния между 
которыми меньше, чем в исходной решётке . 



§ 14.2. Специфика двумерных систем 453 

Димеризация двумерной решётки может осуществляться различны
ми  способами, что приводит к возникновению различных комбинаций 
сближенных атомов. Примеры состояний двумерных магнитных си
стем с различными распределениями амплитуд вероятности перескока 

у у у 

х х х 
а б в 

у у 

х х 
г д 

Рис. 14 .2 . 1 .  Распределение амплитуд вероятности перескока в двумерной квад
ратной решётке: а) однородное случайное, 6) димерная фаза, в) в виде ячеек, 

г) при наличии легирования, д) зигзагообразное 

и, соответственно, различными энергиями, приведены на рис. 1 4.2 . 1 .  
Различным распределениям перескоков соответствуют различные типы 
деформации решётки .  

14.2 . 1 .  Легирование квазидвумерной системы. Посмотрим те
перь , что произойдёт при допировании (легировании) двумерной ре
шётки магнитных моментов. Будем считать, что обменный интеграл 
А < О (см .  ( 1 5 .2 . 1 4) ) .  Пусть сверху и снизу от выбранного нами слоя 
находятся ещё слои. Предположим ,  что ближайшие слои, не изме
няя двумерного характера выбранного слоя, обладают акцепторными 
свойствами .  Тогда удаление электрона из какого-либо узла рассмат
риваемой двумерной решётки в соседний слой (резервуар допантов) 
приводит, с одной стороны ,  к локальной деформации исходной решётки 
и увеличению расстояния между узлом и окружающими атомами в ре
зультате ослабления сил связи и ,  как следствие, выключению такого 
узла из процесса димеризации (рис. 1 4 .2 . 1 ,  г) , а, с другой стороны , 
вызывает в решётке сильные квантовые спиновые флуктуации. 

При удалении электрона из одного из узлов элементарной ячейки 
базисной решётки образуется заряженная вакансия с нулевым спином, 
нарушающая антиферромагнитное упорядочение в ближайшем окру
жении (рис. 1 4 .2 .2 ,  а) . Пусть электрон удалён с центрального узла 5. 
Тогда ближайшими соседями  атома 2 становятся атомы 4 и 6, име-
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а б 

Рис. 14 .2 .2 .  Возникновение вакансии спина и непараллельности соседних спи
нов при разрушении антиферромагнитного порядка 

ющие одинаковую с атомом 2 ориентацию спинов. Поскольку обмен
ный интеграл J отрицателен, то параллельная ориентация спинов не 
выгодна .  В результате на спин атома 2 начинают действовать силы ,  
стремящиеся изменить ориентацию спина атома 2 на противополож
ную. Но изменение ориентации спина атома 2 увеличивает энергию 
его взаимодействия со спинами атомов 1 и 3.  В результате спин 
атома 2 повернётся на некоторый  угол, соответствующий минимуму об
щей энергии обменного взаимодействия с ближайшими соседями .  Это 
так называемый механизм фрустрации. В результате фрустрации все 
атомы, окружающие дефект, изменяют ориентацию спинов, нарушая 
антиферромагнитное упорядочение (см . рис . 1 4 .2 .2 , 6) . 

Квантовые фрустрации в ориентации спина на соседних узлах 
приводят, с одной стороны ,  к разупорядочению антиферромагнитного 
порядка внутри элементарной ячейки, а ,  с другой стороны ,  к возник
новению среднего магнитного момента у разупорядоченной области 
в направлении, перпендикулярном плоскости решётки, из-за отклоне
ния спинов соседних с вакансией атомов от базисной плоскости . 

Так как отклонения спинов соседних с вакансией атомов от ба
зисной плоскости имеют случайный характер, то знаки отклонения 
магнитных моментов у различных разупорядоченных областей в обе 
стороны равновероятны .  Поэтому результирующий магнитный  момент 
легированной решётки равен нулю .  

Состояние системы с развитыми спиновыми флуктуациями часто 
называют квантовой спиновой жидкостью. Область с нарушенным 
спиновым упорядочением, окружающую дефект, можно рассматривать 
как топологический магнитный вихрь, так как никакой непрерывной 
деформацией спинов невозможно привести разупорядочен ную область 
при наличии дефекта в упорядоченное антиферромагнитное состоя
ние. Характерный размер топологических вихрей порядка расстояния 
между ними .  При концентрации дефектов � 1 01 4  см-2 он составляет 
приблизительно 1 нм .  Поскольку каждый вихрь несёт определённый 
магнитны й  поток, в решётке возникает отличный от нуля эффективный 
векторный  потенциал A(r) ,  направленный в плоскости двумерного 
кристалла. 
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Таким образом , при удалении электрона с одного из узлов двумер
ной решётки в решётке образуется <<дефект>> (вортексон - см. гл . 20) , 
представляющий собой положительно заряженную дырку с зарядом +е 
и нулевым спином, расположенную в центре магнитного топологиче
ского вихря. В результате перескоков электронов с соседних узлов на 
положительно заряженный  ион вортексон может перемешаться в ре
шётке, перенося заряд +е и магнитный  поток Ф, равный циркуляции 
векторного потенциала А =  rot В вокруг вихря : 

Ф = J J В dS = J J rot А dS = f А dl . 
s s 

( 1 4 .2 . 1 )  

Наличие вихрей с особой точкой в центре приводит к тому, что 
двумерная система становится многосвязной . Именно с многосвязно
стью связано существование возбуждениИ с промежуточной ста
тистикой в двумерной системе. Векторный потенциал вызывает до
полнительное изменение фазы волновой функции носителей тока при 
их движении в решётке . 

Пусть вначале система будет односвязной, и векторный потенциал 
А равен нулю. Рассмотрим частицу 2, которая проходит половину 
замкнутой кривой вокруг частицы 1 и переходит в точку а (рис. 1 4 .2 .3) . 
Если затем пару частиц транслировать впра-
во на период решётки, то такая операция 
эквивалентна перестановке частиц местами. 
При этом, если частица бозон , то её вол- а 2 

новая функция не изменится, что эквива- Рис. 1 4 .2 .3 .  Пояснение 
лентно умножению её на фазовый множитель к изменению фазы вол-
ехр ( ia) = 1 .  Отсюда следует, что для базона новой функции 
а = О, 2п, и т. д. или в общем виде а =  2шr, 
где n = О, 1 ,  2, 3, . . . , т. е .  а равняется чётному числу п . Пусть n и а = 

= О. Тогда бозон можно классифицировать как частицу с а = О. 
Если же частица - фермион , то при замене частиц местами фа

зовый м ножитель волновой функции exp (ia) = - 1 ,  т. е .  а =  п, Зп, 5п 
и т. д. или а = (2n + 1 )п (нечётному числу п) . Так что фермион 
можно классифицировать как частицу с а = п .  Других возможностей 
здесь нет. 

Вернёмся теперь к многосвязной двумерной системе, в которой су
ществует некоторый отличный от нуля векторный потенциал. Тогда при 
перемещении частицы 2 в точку а фаза волновой функции изменится 
дополнительно на величину а

'
, равную разности фаз между точками 

2 и а в поле векторного потенциала А. Зависящая от координат 
составляющая фазы fJ = wt - kr волновой функции частиц 

а
'

= -kr = -* p*r ,  ( 1 4 .2 .2) 

где р* = mv + eAjc - канонический импульс частицы. В поле вектро
ного потенциала А изменение фазы da' при перемещении частицы на 
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расстояние dl равно 
dc/ = -* � A dl. ( 1 4 .2 .3) 

Таким образом, при перемещении частицы из точки 2 в точку а фаза 
дополнительно изменится на величину 

а' = -* � J А dl . ( 1 4 . 2.4) 
L 

Это означает, что суммарное изменение фазы а* = а' + а волновой 
функции при перестановке частиц ,  в этом случае может иметь любые 
значения между нулём и 1r. 

Частицы, у которых фаза а* изменяется в пределах О < а* < 
< 1r получили название анионов . Для а* = 1r /2, что отвечает точной 
середине между фермионом и бозоном, частица получила название 
семион (полуфермион) .  

14 .2 .2 .  Преобразование статистики бозонов в поле векторного 

потенциала вихря. В поле векторного потенциала вихря статистика 
частиц изменяется . Пояснить эффект преобразования статистики базо
нов можно следующим образом . Рассмотрим систему двух одинаковых 
заряженных частиц массой т, совершающих вращательное движение 
в плоскости кристалла вокруг центра вихря. Для простоты не будем 
учитывать кулонавекое отталкивание частиц .  В этом случае энергети
ческие уровни каждой частицы совпадают с энергетическими уровнями 
системы двух частиц. 

Положение каждой частицы в цилиндрической системе координат 
задаётся вектором r и углом t.p (r.p - угол между проекцией r на 
плоскость ху и осью х) .  Рассмотрим вначале движение частиц в от
сутствие вихря , когда векторный потенциал А = О. Воспользуемся 
квазиклассической моделью Бора. В этой модели стационарные орбиты 
определяются условием ,  что на длине окружности укладывается целое 
число длин  волн де Бройля Л, 21rr = пЛ, n - целые числа . Так как 
Л = 21r / k (k - волновой вектор), а импульс частицы равен IP* 1 = 
= nikl = n(21rjЛ) = nn/r, находим 

IP* I Ir l  = nn. ( 1 4 .2 .5) 

В это выражение входит канонический импульс частицы 

р* = р +  � А. с ( 1 4 .2 .6) 

где р = mv - кинетический импульс частицы, v - её скорость . 
Собственные значения энергии системы с учётом формулы ( 1 4 .2 .5) при 
А =  О (р* = р) имеют вид 

( 1 4 .2 .7) 
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где р2 /(4м) - кинетическая энергия частицы , J.L = m/2 - приведённая 
масса частиц ,  I - момент инерции частицы: 

( 1 4 .2 .8) 

При заданном n уровни двукратно вырождены. Запишем волновую 
функцию системы 1/J(cp) "' ехр (incp) . 

Пусть частицы являются бозонами .  При перестановке бозонов вол
новая функция системы не изменяется, так что 1/J(cp) = '�И'Р + 7r) .  
И з  этого условия следует, что для бозонов ехр (iтш) = 1 ,  т. е .  rm = 
= О, 27r, 47r, . . .  и n = О, 2, 4, . . .  - чётные числа и энергия в основ
ном состоянии равна нулю. Пусть теперь эти же частицы находятся 
в поле векторного потенциала А. Тогда условие квантования импуль
са ( 1 4 .2 .5) примет вид 

jP + � A j l r l  = nn. ( 1 4 .2 .9) 

Кинетическая энергия системы 

Еп = L = _!___ (р* � � А)2 = _!___ (nn � � А)2 
4р 4JL С 4р Т С ( 1 4 . 2 . 1 0) 

Циркуляция векторного потенциала по окружности радиуса r равна 

f A dl =27rrA. ( 1 4 .2. 1 1 ) 

По теореме Гаусса циркуляция вектора по замкнутой кривой равна 
потоку rot этого вектора через ограниченную кривой площадь: 

f А dl = J J rot А ds = J J В ds = Ф, ( 1 4 .2 . 1 2) 

так как rot A = В. Таким образом, 27rrA = Ф . Подставляя в ( 1 4 .2 . 1 0) 
значение А и используя ( 1 4 .2 .8) ,  находим 

n,2 ( еФ )2 n,2 ( Ф )2 En = 21 n
- 2пnс = 21 n � Фа ' 04 ·2 · 1 3) 

где Фо = 27rTlc/e = lLcje (СГС) или Фо = 27rТLje = l1je (Си) квант по
тока, создаваемого электроном, движущимся по окружности . В сверх
проводниках заряд куперавекой пары равен 2е, так что квант потока 
в два раза меньше: Ф0 = lL/ (2e) = 2 ,068 · 1 0- 1 5  Вб. 

Из ( 1 4 .2 . 1 3) следует, что если при А =  О энергия базанов могла 
п ринимать только значения кратные n2 и равнялась нулю при n = О, 
то при наличии векторного потенциала, определяющего величину Ф 
(см . { 1 4 .2 . 1 2) )  энергия может принимать любые промежуточные зна
чения .  

Для фермионов n - нечётное число, так что при А = О энергия 
фермионов в основном состоянии отлична от нуля .  При А =J О энергия 
фермионов, так же как и бозонов, перестаёт быть кратной n2. 
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Эффект преобразования статистики можно пояснить и более фор
мально. Рассмотрим систему из двух заряженных частиц с моментом 
инерции 1, находящихся в базисной плоскости. Гамильтоннан системы, 
собственные функции и собственные значения энергии равны 

( 1 4 .2 . 1 4) 

( 1 4 .2 . 1 5) 

( 1 4 .2 . 1 6) 

Положение частицы в цилиндрической системе координат опреде
ляется радиус-вектором r и у глом ср. Пусть частицы являются бозо
нами .  При перестановке базанов 1/J(cp) = 1/J(cp + п), так как множитель 
ехр ( inп) должен равняться единице: ехр ( inп) = 1 .  Этому условию 
удовлетворяют только чётные значения n = О, 2 ,  4, . . . Энергия Е0 в ос
новном состоянии равна нулю.  

В поле вихря гамилыониан бозонов имеет вид 

н = �; ( -i :� + ; у ( 1 4 .2 . 1 7) 

Собственные значения энергии одной частицы 
п2 ( 00 )2 

En = 21 n + ; , ( 1 4 .2 . 1 8) 

а волновая функция 

'Фп (!.f!) = JГ� ехр [i ( n + ;) ср] . ( 1 4 .2 . 1 9) 

Величина а изменяется от О до п. Если а =  О, число n - чётное и 
волновая функция при перестановке частиц сохраняет знак (частицы -
бозоны) . Если же а = п, числа n + 1 нечётны (так как n чётно) и 
волновая функция при перестановке изменяет знак 

1/J(cp) = -1/J(cp + п) . ( 1 4 .2 .20) 

Такие частицы, по определению, являются фермионами .  При а = 1r /2 
частица будет се.мuон.о.м (полуфермионом) . 

Как уже указывалось ,  дефекты возникают в результате допирова
ния .  Возникающая неколлинеарность спинов при допировании означа
ет появление корреляций между следующими ближайшими соседями,  
т . е .  диагональных корреляций внутри элементарной ячейки . При этом 
дефицит электронов в базовом слое жёстко связан с числом топологи
ческих дефектов спиновой структуры .  

В результате допирования в базовом слое возникает система по
ложительно заряженных безспиновых центров и система спиновых 
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вихрей, каждый из которых не и меет заряда, но имеет отличный от 
нуля спин .  Спин Sь вихря, несущего магнитный  поток Ф, определяется 
величиной его топологического заряда v, 

где ( - степень вырождения . 
равен 1 .  Спин вихря 

v = (Ф 

Фо ' 

При ( = 1 
( 1 4 .2 .2 1 )  

топологический заряд вихря 

( 1 4 .2 . 22) 

Если магнитный  поток вихря Ф = Фа и ( = 1 ,  то спин вихря равен 
1 /2. Поэтому систему возбуждений можно разделить на систему хало
нов (квазичастиц с зарядом +е и спином S = О) и систему спинанов 
(квазичастиц с зарядом равным нулю и спином S = 1 /2) . В такой 
терминологии вортексон можно представить как связанное состоя
ние двух элементарных возбуждений: халона и спинона. Статистика 
холонов определяется величиной изменения фазы а/п (или Ф /Фо) 
волновой функции этой системы при перестановке двух квазичастиц .  
При а/п = О частицы могут быть или базанами или фермионами, 
т . е .  соответствовать своей начальной статистике. Поэтому при малых 
аfп статистика спинанов (как элементарных возбуждений сnиновых 
волн) близка к бозонной , в то время как статистика холонов в этом 
пределе (как обычных дырок или электронов) близка к статистике 
фермионов. В противоположном пределе а/п ---+ 1 ситуация изменяется 
на обратную: спиноны становятся квазифермионами, холоны - квази
бозонами .  При а/п = l /2 статистики холонов и сnинанов совnадают. 
Холоны и спиноны становятся анионами (полуфермионами, палуба
зонами) .  Соответственно их связанное состояние ( <<дырка>>) является 
полуфермионом. 

Промежуточная статистика даёт (см. ( 1 4 .2 . 1 б)) , конечную кинети
ческую энергию в основном состоянии и иенулевую угловую скорость 
частиц .  Кинетическая энергия сем ионов (а/п = 1 /2) в основном состо
янии совпадает с энергией nwc/2(wc - циклотронная частота) nервого 
уровня Ландау при квантовании электронов во внешнем магнитном 
поле В .  

Эффективная масса семионов оnределяется энергией связи магнит
ных моментов в двумерной реwётке 

* kвТ т � -
А '  

( 1 4 .2 .23) 

где А - обменный интеграл. Полуфермионный характер квазичас.тиц 
проявляется двояко. Это, отчасти, базе-коллектив частиц в том смысле, 
что из-за отсутствия энергии Ферми нет возбуждений типа <<ч астица
античастица>> ,  вознm<ающих в чисто ферми-системах nри перенесении  
частиц из заполненных состояний с энергией Е < EF на свободные 
с энергией Е >  Ef . С другой стороны ,  nри локальном увеличении где-
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либо плотности частиц ,  семноны будут переходить из области повы
шенной плотности в область более низкой, стремясь реализовать од
нородное распределение. Такое перетекание, возникающее вследствие 
<<Половинки•> от обменного фермионного давления, является следствием 
принципа Паули и означает существование коллективных возбуждений 
с линейным законом дисперсии ,  как у звуковых волн .  Такие возбужде
ния получили название голстоуны. 

§ 1 4.3.  Термодинамика анионных систем 

Изменение в поведении термодинамических характеристик системы 
частиц с промежуточной статистикой по сравнению со  стандартными 
случаями проще всего проследить на примере рассмотренной выше 
модели двух частиц, находящихся в поле вихря. Статистическая сумма 
в этом случае равна 

( 1 4 .3 . 1 )  

где Т - нормированная на 1i2 / (2!) температура, I - момент инерции 
системы двух частиц (см . ( 1 4 .2 .8) ) ,  83 - тэта-функция. Значение 
а/21Г = О  соответствует статистике Бозе, а/(21Г) = 1 /2 - статистике 

а/27Г = О  

Рис. 14 .3 . 1 .  Зависимость тепло
ёмкости от температуры для трёх 
значений статистического пара-

метра а/27Г 

магнитный  поток Ф вихря и 
( 1 4 .2 .2 1 )  и ( 1 4 .2 .22) . 

Ферми,  а/(21Г) = 1 /4 - полуфермио-
нам . 

Зависимость теплоёмкости Cv си
стемы от температуры представлена 
на рис . 1 4 .3 . 1 .  В области высоких тем
ператур при О <  aj1r < 1 /2 теплоём
кость Cv стремится к классическо
му значению 1 /2 сверху. При 1 /2 < 
< aj1r < 1 - к значению 1 /2 снизу. 
Интересно отметить, что на кривой 
Cv (T) для семионов имеется макси
мум. Обратим внимание, что в вы
ражении ( 1 4 .3 . 1 )  1rja = (, где ( = 
= 1 ,  2, 3, . . . - степень вырождения 
энергии системы. Для бозонов ( = оо, 
для фермионов ( = 1 .  

Топологический заряд v вихря, 
спин Sь вихря связаны соотношениями 

При топологическом заряде вихря v = 1 спин Sь = 1 /  (2() . При ( = 1 
для системы фермионов Sь = 1 /2. При ( = оо для системы бозонов 
Sь = О. Для семионов ( = 2 и спин вихря Sь = 1 /4 .  
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§ 1 4.4. Физические эффекты, обусловленные 
частицами с промежуточной статистикой 

Интерес к квазичастицам с промежуточной статистикой связан ,  
прежде всего, с тем , что спаривание анионов с противоположными 
спинами с образованием молекулярной бозонной фазы может приво
дить к высокотемпературной сверхпроводимости ,  поскольку известные 
высокотемпературные сверхпроводники являются квазидвумерными си
стемами с антиферромагнитным упорядочением магнитных моментов 
атомов в слоях и могут быть диэлектриками или металлами в основном 
состоянии .  

Предполагается , что анионная сверхпроводимость в таких системах 
может возникать при критической температуре Те = N / (т*() ,  где N 
концентрация анионов, т* - их эффективная масса, ( = 2 - степень 
вырождения основного состояния анионов. 

Предполагается также, что конденсат холон-спинонных состояний 
может испытывать ряд необычных фазовых переходов, зависящих от 
величины внешнего магнитного поля .  Кроме того , может быть необыч
ная зависимость электрического сопротивлени я  таких систем от тем
пературы во внешнем магнитном поле. 

Существование нескольких фаз, разделённых на энергетической 
шкале локальными минимумами энергии ,  которые отделены от ос
новного состояния различными энергетическими барьерами ,  должно 
проявиться в эффекте долговремен ной релаксации магнитного момента 
системы после выведения её из состояния равновесия путём облучения 
или помещения во внешнее магнитное поле. 

Образование конденсата должно приводить к необычной темпера
турной зависимости холловского сопротивления .  При температурах вы
ше температуры Те перехода в сверхпроводящее состояние поперечное 
магнитасопротивление исчезает. При температурах ниже Те холлавекое 
сопротивление Рху и сопротивление Рхх должны подчиняться одному 
и тому же термоактивационному закону Рхх • Рху ""' ехр (-Т0/Т) ,  где 
То - некоторая постоянная . 



Г л а в а  1 5  
МАГНОНЫ 

§ 1 5 . 1 .  О природе магнетизма 

Магноны - это элементарные возбуждения в системе упорядочен
ных магнитных моментов . Магнитные моменты связаны между собой 
обменным и диполь-дипольным взаимодействием . Поэтому любое на
рушение магнитного порядка, т. е .  возникновение флуктуации намаг
ниченности , не локализуется , а распространяется в системе магнитных 
моментов в виде волны намагниченности . Такие волны получили назва
ние спиновых волн, а квазичастицы, соответствующие квантам энергии 
спиновых волн - магнонов. 

Магноны по отношению к спиновым колебаниям играют такую 
же роль как фононы по отношению к колебаниям кристаллической 
решётки . Энергия и импульс магионов определяются частотой и волно
вым вектором соответствующей спиновой волны .  Поскольку спиновые 
во.nны можно рассматривать в качестве классического колебательного 
nроцесса в системе взаимодействующих частиц, соответствующие им  
квазичастицы - магноны должны иметь целочисленный спин и подчи
няться статистике Базе-Эйнштейна, т. е .  являться бозонами .  Это свя
зано с тем , что классическое рассмотрение любых волн возможно лишь 
при условии, что плотность энергии волны существенно превышает 
энергию одного кванта . Таким образом, классическому колебательному 
процессу всегда должно соответствовать м ногоквантовое состояние 
с определённым волновым вектором, т. е .  состояние с большим числом 
одинаковых квазичастиц ,  что возможно только для бозонов . 

Магнитные свойства вещества формируются взаимодействующими 
между собой магнитными моментами ядер, спиновыми и орбитальными 
магнитными моментами электронов атомов или ионов, а у металлов -
ещё коллективизированными электронами  внешних оболочек. В общем 
случае это настолько сложная система, что точное корректное опи
сание её практически невозможно. Аналитические решения возможны 
для отдельных, упрощённых моделей . 

Рассмотрим вначале ситуацию в самом общем виде. Магнитные мо
менты ядер приблизительно в mp/m0 (mp. то - массы протона и элек
трона, соответственно) раз меньше магнитного момента электрона . По
этому их влиянием на магнитные колебания в магиитоупорядоченных 
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средах можно пренебречь. Спиновые и орбитальные магнитные мо
менты электронов каждой целиком заполненной внутренней оболочки 
равны нулю. Поэтому полностью заполненные электронные оболочки, 
в первом приближении, не обладают магнитными моментами .  Электро
ны внешних не заполненных оболочек , участвующих в формировании 
химических связей между атомами, также образуют, как правило, за
полненные молекулярные орбитали, не имеющие магнитных моментов. 
Коллективизированные электроны в металлах играют существенную 
роль в формировании средней (усреднённой по объёму) намагничен
ности, а ,  при определённых условиях, могут изменять среднюю вели
чину магнитного момента внутренних незаполненных оболочек атомов 
в результате кондо-рассеяния (см . гл . 8) . Поэтому магнитные моменты 
атомов или ионов создаются, в основном, электронами внутренних 
незаполненных 3d-, 4d-, 5d- , и 4j-оболочек. 

У отдельно взятых атомов магнитные моменты являются векторной 
суммой спиновых и орбитальных моментов их электронов. Здесь возни
кает вопрос, можно ли рассматривать суммарные магнитные моменты 
атомов или ионов как структурные единицы магнитных решёток? Или 
же их магнитные свойства формируются непосредственно спиновы
ми и орбитальными магнитными  моментами электронов незаполнен
ных оболочек? Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо оценить 
силы ,  действующие между спиновыми и орбитальными магнитными 
моментами электронов. Если силы взаимодействия между спиновыми 
и орбитальными моментами внутри атома существенно превышают 
силы межатомного магнитного взаимодействия, то магнитные моменты 
атомов можно рассматривать как структурные единицы , определяющие 
магнитные свойства кристалла в целом . Если же силы взаимодействия. 
например, между спиновыми моментами электронов соседних атомов 
превышают силы спин-орбитальной связи и силы взаимодействия меж
ду орбитальными магнитными моментами внутри атома, то магнитные 
моменты атомов нельзя рассматривать как структурные единицы маг
нитных материалов .  В этом случае магнитный порядок устанавливается 
в результате прямого взаимодействия наиболее сильно связанных маг
нитных моментов электронов незаполненных оболочек . 

Важную роль ,  также, играет энергия теплового движения атомов 
в решётке . Кроме того, возникают трудности при рассмотрении орби
тальных и спиновых магнитных моментов электронов и атомов как 
классических векторов . У классических векторов определены все три 
составляющие и максимально возможные значения их проекций на 
любую ось равны абсолютной величине самих векторов. У векторов 
орбитальных и спиновых магнитных моментов определены только их 
абсолютные величины и значения проекции на одно выделенное на
правление, например направление внешнего магнитного поля. Причём 
величина этой проекции всегда меньше величины самих векторов. 
Например, модуль векто а орбитального магнитного момента элек
трона Jmz \  = ILB l ( l + 1 )  (1 - орбитальное квантовое число равное 
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О, 1 ,  2 , . . .  ), а его проекция тпп на направление магнитного поля II 
равна тп = mJLв , где т = l, l - 1 ,  . . .  , 0, . . .  , - (l - 1 ) , -l (см. § 2 . 1 ) .  Это 
означает, что вектор ш, не может быть ориентирован по направлению 
магнитного поля .  

Магнитный момент отдельного атома. Величина суммарного маг
нитного момента отдельного атома М определяется как векторная 
сумма спиновых и орбитальных магнитных моментов электронов, свя
занных спин-орбитальным взаимодействием. При этом возможны два 
способа сложения магнитных моментов, связанных с отдельными элек
тронами: 

а)  для каждого электрона складываются его спиновый ш .  и ор
битальный шz магнитные моменты, а затем суммируются моменты 
отдельных электронов ш. + шz , образуя общий магнитный момент М 
атома; 

б) отдельно складываются орбитальные моменты всех электронов, 
образуя суммарный орбитальный магнитный момент атома ML, и от
дельно складываются спиновые моменты, образуя общий спиновый 
момент атома Ms. Общий магнитный момент атома М получается 
в результате сложения этих суммарных моментов. 

Аналогично складываются механические моменты электрона р. и 
pz . Для каждого электрона имеем 

I Pz l  = hjl(l + 1 ) , (l = О, 1 , 2  . . .  ) ,  
! Ps l  = trJS(S + 1 ) , (S = 1 /2) . 

Магнитные моменты 

lшz l = g1JLв )l ( l  + 1 )  = JLв )l ( l  + l ) , 
lшs l = g5JLв )S(S + 1 )  = 2JLв )S(S + l ) . 

( 1 5 . 1 . 1 )  
( 1 5 . 1 . 2) 

( 1 5 . 1 .3) 
( 1 5 . 1 .4) 

Здесь g1 и g5 - гиромагнитные отношения, равные 1 для орбитального 
и 2 для спинового моментов. 

Удобнее складывать отдельно спиновые и орбитальные моменты, 
так что суммарные механический и магнитный моменты атома 

р J = L Рlн + L Psn = р L + р S '  
n n 

М = L llllн + L lllsп = ML + Ms . 
n n 

( 1 5 . 1 .5) 

( 1 5 . 1 .6) 

Заметим ,  что в результате спин-орбитального взаимодействия у от
дельного атома, орбитальный и спиновый магнитные моменты каждого 
электрона направлены в одну и ту же сторону под минимально возмож
ным углом ,  что соответствует минимальной энергии взаимодействия. 

Суммарные орбитальные Р L и спиновые Р s моменты электронов 
в атоме и его полные Р J моменты также квантуютен как и моменты 
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отдельных электронов . Обозначим через L, В и J квантовые числа, 
характеризующие моменты Р т" , Р s и Р J. Тогда для N электронов 

IPL I  = tL JL(L + 1 ) , 

IPs l  = ttJB(B + 1 ) ; 
N В = О, 1 ,  2 ,  . . .  , 2 при чётном N, 

1 3 5 N В = 2 , 2 ,  2 ,  . . .  , 2 при нечётном N. 

и полный момент 

IP .1\ = ttJ J(J + 1 )  (J = L + В, L + В - 1 ,  . . .  , IL - B l ) . 

( 1 5 . 1 . 7) 

( 1 5 . 1 .8) 

( 1 5 . 1 .9) 

Соответствующие им  орбитальный и спиновый магнитные момен
ты атома равны 

IML I = gLitвJL(L + 1 )  = /jвJL(L + 1 ) , 

IMs l = gsfjв JB(B + 1 )  = 2fjв vB(B + 1 ) . 

( 1 5 . 1 . 1 0) 

( 1 5 . 1 . 1 1 )  

а их проекции на некоторое направление (например, направление маг
н итного поля) 111Lн = gLpвLm,  где -L :;::; Lm :;::; L , 111sн = g5pвBm , где 
-В :;::; Bm :;::; В. Здесь Lтn и Bm - магнитные квантовые числа. 

Так как орбитальные моменты могут иметь различную ориентацию 
в пространстве, максимальное значение L равно сумме квантовых чи
сел неспареиных электронов, минимальное - нулю или минимальному 
значению модуля алгебраической суммы чисел l. Например, для двух 
электронов с l1 = 3 и 12 = 1 L может принимать значения от минималь
ного l l t  - l2 l  = 2 до максимального l l t  + 12 1 = 4 и все промежуточные, 
отличающиеся на 1 :  L = 2, 3 ,  4. 

Спиновое квантовое число электрона равно В = 1 /2 .  Отсюда мак
симальное значение суммарного спинового числа Вшах = N j2 .  Вшiв = 
= 1 /2 для нечётного числа электронов и Вшiп = О для чётного чис
ла электронов. Например, для трёх электронов Вшах = 3/2, Вшiв = 
= 1 /2 и В = 3/2, 1 /2 .  Для четырёх электронов Вшах = 2 ,  Вшiв = О, 
В =  2, 1 , 0. Суммарное квантовое число J определяет механический 
момент, получающийся при сложении спинового Р s и орбитального Р L 
моментов атома. Максимальное значение lrnax = L + В, минимальное 
Jmiв = IL - в r .  Промежуточные значения отличаются от предельных 
на единицу. J может быть целым или полуцеJiым в зависимости от 
значения В. Например, для L = 2 и В =  1 /2,  J = 3/2 и 5/3; для L = 2 
и в = 1 '  J = 3, 2, 1 .  

При вычислении магнитного момента атома необходимо учесть, 
что спиновые и орбитальные магнитные моменты не одинаково свя
заны с соответствующими механическими моментами .  Для спиново
го момента отношение магнитного момента к механическому вдвое 
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Рис. 1 5 . 1 . 1 .  Механи
ческий Р J и магнит
ный М моменты ато
ма, складывающиеся 
из спинового и ор
битального механи
ческих (Ps и PL)  
и магнитных (Ms и 

ML) моментов 

Гл. 15. Магноны 

больше по сравнению  с орбитальным (значения 
g-фактора равны 2 и 1 ,  соответственно) . Это при
водит к тому, что суммарный магнитный  момент 
атома � находится под углом к его механиче
скому моменту Р J (рис . 1 5 . 1 . 1 ) .  

Наличие у атома механического момента, 
с классической точки зрения , означает вращение 
вокруг оси , параллельной вектору Р J. Так как 
вектор магнитного момента атома � не совпа
дает по направлению с вектором Р J, то в ре
зультате прецессии вектора � среднее значение 
составляющей вектора � в плоскости, перпенди
кулярной оси вращения (вектору Р J) , и, соответ
ственно ,  средние значения всех составляющих 
векторов спиновых и орбитальных магнитных 
моментов в этой плоскости равны нулю. Поэтому 
магнитный момент атома определяется не вели
чиной вектора �. а величиной его проекции �J 
на ось вращения (направление вектора Р J ) .  

Вектор �J представляет собой магнитный 
момент атома. Его величина 

( 1 5 . 1 . 1 2) 

где cos (Р Lp J )  - косинус угла между векторами  Р L и Р 1 .  Используя 
формулы ( 1 5 . 1 . 10) ,  ( 1 5 . 1 . 1 1 ) ,  получим 

Отсюда 

cos р р = L(L + 1 ) + J(J + 1 ) - S(S + 1 ) ( L J)  2 [L(L + 1 )] 1 f2 [J(J + 1 )] 1 /2 ' 

р р S(S + 1 ) + J(J + 1 ) - L(L + 1 ) cos ( s J )  = 2[S(S + 1 )] 1 ;2 [J(J + 1 )] 1 ;2 · 

l�l  = [1 + J(J + 1 ) + S(S + l ) - L(L + 1 ) ] vJ(J + 1 ) 1 J.Lв 2J(J + 1 ) 

( 1 5. 1 . 1 3) 

( 1 5 . 1 . 1 4) 

= g1J.Lв [J(J + 1 )] 1 12, ( 1 5 . 1 . 1 5) 

где _ 1 + J(J + 1 ) + S(S + 1 ) - L(L + 1) gJ - 2J(J + 1 )  . 
( 1 5 . 1 . 1 6) 

Таким образом , 1 :::;; g1 :::;; 2. В предельных случаях, для чисто 
орбитального момента (S = О, J = L) величина g1 = 1 ,  для чисто 
спинового (L = О, J = S) - g1 = 2. В магнитном поле Н вектор �J 
прецессирует. Так как в общем случае g1 не целое число, то проекция 
вектора �J на направление магнитного поля Н 

( 1 5 . 1 . 1 7) 
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(mJ - магнитное квантовое число, принимаюшее значение mJ = J, 
J - 1 ,  . . .  , О, . . .  , -J) измеряется в единицах mJ gJ и не является целым 
кратным Jlв . 

§ 1 5.2 .  Энергия магнитного взаимодействия 

Между магнитными моментами  существуют два основных типа 
взаимодействий: магнитное диполь-дипольное и электростатическое 
обменное взаимодействия. Оценим сначала величину энергии диполь
дипольного взаимодействия .  

15 .2 . 1 .  Магнитное диполь-дипольное взаимодействие . Энер
гия прямого взаимодействия двух магнитных диполей m1 и m2 на 
расстоянии r друг от друга записывается в виде 

( 1 5 .2 . 1 )  

Орбитальные и спиновые магнитные моменты электронов по по
рядку величины равны магнетону Бора Jlв = e1i/(2rn0) = 9,274 х 
х 1 0-24 Ам2 (Си); Jlв = еЧ(2т0с) = 0,9274 · 1 0-20 эрг/Гс (СГС) . По
этому значение И, если не учитывать угловую зависимость, оказыва-
ется следующим :  

И � р.� � 21r
2m0e2 ({)2 ( а0 )3 

� Rl�c-l ( а0 )3 

\r \ 3  /,2 Т!с \rl 1 372 fr l  ' 
2 4 4 

( 1 5 . 2 .2) 

211" m
2 oe (СГС) -_ mo2e 2 (СИ) _- 1 3  6 Б где , э - энергия ионизации 

}, 8r=:01< 2 е основного состояния атома водорода (см. гл . 2, § 2 . 1 ) , у: (СГС) = 
2 1С 

= е J.L� с (СИ) = а =  1 / 1 37 - постоянная тонкой структуры, ао = 
= tijm0e2 (СГС) = 47Те:01i2 /m0e2 (СИ) = 0,053 нм - боровекий ра
диус (см. (2. 1 . 1 0) ) ,  R - постоян ная Ридберга . На расстояниях т �  
� а0 энергия диполь-дипольного взаимодействия менее 1 о-3 эБ. что 
соответствует температуре около 1 1  К .  

Энергию внутриатомного диполь-дипольного, а также спин-орби
тал ьного взаимодействий можно оценить, рассматривая энергию маг
нитного момента во внутриатомном магнитном поле На . создаваемом 
орбитальным движением электронов 

( 1 5 .2 .3) 

Из экспериментальных данных следует, что \Но. 1 в атомах не 
превышают 1 05 [Э] = 1 0  [Тл ] .  Тогда И � - 105 · 1 0-20- 1 0- 1 5 [эрг] = 
= - 1 0-22 [Дж] . 

Таким образом , энергия диполь-дипольного магнитного взаимодей
ствия между орбитальными и между спиновыми магнитными момен-
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тами  и спиновыми и орбитальными магнитными моментами (энергия 
спин-орбитального взаимодействия) не превышает 1 мэВ или 1 1  К. Эта 
энергия ничтожна по сравнению с энергией электростатического взаи
модействия электронов и ядер в атомах. 

1 5 .2 .2 .  Обменное взаимодействие. Рассмотрим теперь физиче
скую природу обменного взаимодействия. Природу обменного взаи
модействия проще всего продемонстрировать на примере молекулы во
дорода. Молекула водорода состоит из двух положительно заряженных 
протонов и двух электронов. Ввиду большой массы ядер их можно 
приблизительно рассматривать как классические объекты и считать 

+е +е 
Рис. 1 5 .2 . 1 .  Схемати
ческое расположение 
ядер (а , Ь) и электро
нов ( 1 , 2) в атоме во-

дорода 

неподвижными .  Обозначим их буквами а и Ь, 
а электроны цифрами  1 и 2. Схематическое рас
положение ядер и электронов представлено на 
рис. 1 5 .2 . 1 .  Гамильтоннан полной энергии для 
молекулы водорода имеет вид 

( 1 5 .2 .4) 

где ih У' 1 и ih У' 2 - операторы импульса элек
тронов 1 и 2, V = e2 /R + e2 /r - e2 /ra 1 -
- е2 /rы - е2 /r а2 - е2 /rЬ2 потенциальная 
энергия взаимодействия протонов и электронов. 
Уравнение Шрёдингера 

( 1 5 .2 .5) 

где Е - собственные значения энергии молекулы ,  можно переписать 
в виде 

( 1 5 .2 .6) 

Здесь 

Волновая функция электронов 1/J = 1jJ (xJ , Y J , ZJ ; x2 , Y2 , z2) = 1/J (q J , q2 ) , 
где введены обозначения q1 = (х 1 ,  YI , ZJ ) , q2 = (х2 , у2 , z2 ) . Уравне
ние ( 1 5 .2 .6) можно решить методом последовательных приближений .  

В качестве нулевого приближения рассмотрим два невзаимодей
ствующих атома водорода, т. е .  будем считать R = оо . При удалении 
протонов возможны два случая: вблизи протона а остаётся электрон 
1 ,  а вблизи протона Ь - 2, или, наоборот, вблизи протона а остаётся 
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электрон 2, а вблизи протона Ь - l .  В первом случае уравнение ( 1 5 .2 .6) 
распадается на два уравнения [t ч + 2�е ( Ео - re:l ) ] 1/Ja (ql ) = О, 

[ L\2 + 2�е (во - ::2) ] Фь (q2 ) = О. 

Ео - энергия основного состояния атома водорода . 

( 1 5 .2 .7)  

( 1 5 .2 .8) 

Если рассматривать два удалён ных атома как единую систему двух 
независимых друг от друга движущихся электронов, то её волновую 
функцию можно записать в виде Фа (ql )Фь(q2) , так как вероятность 
совпадения двух независимых событий является произведением их 
вероятностей , а энергию в виде - 2Е0. 

Во втором случае, очевидно, волновая функция будет Фa (qz)Фь (ql ) ,  
а общий вид волновой функции в виде линейной комбинации этих двух 
состояний 

( 1 5 .2 .9) 

где а и (3 - некоторые постоянные коэффициенты .  По условию норми
ровки J IФa (q) l 2 dq = J 1Фь (q) l 2 dq = 1 .  ( 1 5 .2 . 1 0) 

Будем считать ,  что функции ,  относящиеся к разным протонам, ор-
тоrональны :  J Ф: (q) 1/Jь (q) dq = О. ( 1 5 . 2. 1 1 ) 

Вообще говоря, условие ортоrональности означает, что волновые 
функции не перекрываются . Однако нас интересует ситуация, когда 
волновые функции перекрываются , в противном случае реализуется 
нулевое приближение. Поэтому, в первом приближении, будем считать, 
что перекрытие существует, но оно мало. Интеграл ( 1 5 .2 . 1 1 ) мал , и его 
величиной можно пренебречь . Возникновение перекрытия волновых 
функций приводит к изменению энергии основного состояния атома 
водорода, так что энергия системы становится равной 2Е0 + Е' . Будем 
считать, что волновая функция ( 1 5 .2 .9) является решением уравне
ния Шрёдингера ( 1 5 .2 .6) для молекулы водорода . Подставляя ( 1 5 .2 .9) 
в ( 1 5 .2 .6) и учитывая соотношения ( 1 5 . 2 . 7) ,  ( 1 5 .2 .8) ,  имеем 

( 1 5 .2 . 1 2) 

Умножим это уравнение сначала на Ф: (ql )'Ф/; (q2 ) и проинтегриру
ем по координатам обоих электронов, учитывая условие нормиров-



470 Гл. 15. Магноны 

ки ( 1 5. 2 . 1 0) .  При интегрировании получаются выражения двух видов . 
Обозначим их С и А : 

( 1 5 .2 . 1 3) 

( 1 5 .2 . 1 4) 

Обратим внимание, что в и нтеграл ( 1 5 .2 . 1 3) входят произведения 
e i 1/'a ( q 1 ) 12 и е 1 1/'ь( qz ) 1 2, выражающие плотности заряда электронов 1 и 2 
в точках пространства q 1 и q2 , соответственно. Таким образом, инте
грал С описывает обычную электростатическую энергию электронов 
и протонов в молекуле водорода и называется кулоновским интегралом .  

Структура интеграла А указывает на то ,  что это также некото
рая электростатическая энергия .  В этот интеграл входит произведение 
волновых функций 1/'� ( q 1  )1/'ь (  q1 ) и 1/'Ь ( q2 )vJa ( q2 ) ,  определяющие вероят
ности того, что в точке пространства q 1 , кроме электрона 1, может 
находиться также электрон 2, а в точке q2 - кроме электрона 2 может 
находиться электрон 1 .  Это произведение является следствием прин
ципиальной неразличимости частиц в квантовой механике. Электроны 
в двух атомах при перекрытии их волновых функций могут меняться 
местами .  Поэтому интеграл А получил название обменного интегра
ла, а связанная с ним энергия называется обменной энергией . В такой 
интерпретации выражения е1)У� ( q1 )1/'ь( q1 ) и е1/'Ь ( q2 )vJa ( qz ) определяют 
<<обменную>> плотность заряда. . 

При умножении уравнения ( 1 5 .2 . 1 2) на 1/'� (q2 ) 1)Y/; (q1 ) и интегриро
вании получаются аналогичные С и А выражения ,  в которых значки 
1 и 2 меняются местами .  Так как обозначения электронов цифрами 1 
и 2 условны ,  эти выражения полностью тождественны полученным при 
умножении на 1/J� (qi ) .  1/'/; (q2 ) ·  

Интегралы С и А, в зависимости от распределения вероятностей 
1 1/' 1 2  и расстояния между протонами ,  могут иметь положительный 
или отрицательный  знаки. Энергия взаимодействия электронов между 
собой положительна. Энергия взаимодействия электронов и ядер -
отрицательна . Поэтому, чтобы обменный интеграл был положителен, 
в системе должны доминировать силы отталкивания. Для этого необ
ходимо, чтобы амплитуды волновых функций электронов вблизи ядер 
имели возможно меньшую величину. Этому условию удовлетворяют 
волновые функции с большими орбитальными числами l. Соответству
ющая электронная оболочка может содержать несколько электронов, 
но не должна быть заполнена, чтобы суммарный спиновый магнитный 
момент не был равен нулю. Заметим ,  что в большинстве случаев 
в системе доминируют силы притяжения и величина А отрицательна. 
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Кулонавекий интеграл С < О , если энергия притяжения в молекуле 
преобладает над энергией отталкивания : 

( 1 5 .2 . 1 5) 

( 1 5 .2 . 1 6) 

Используя обозначения А и С, в результате интегрирования мы 
получили 

а(Е' - С) - ;ЗА = О , аА - р(Е' - С) = О . ( 1 5 .2 . 1 7) 

Решение этих уравнений возможно, если их определитель равен 
нулю: IE' - C  -А 1 А -

(Е
' _  С) = О . ( 1 5 .2 . 1 8) 

Отсюда получается Е' = С ± А, а = ±р и решение уравнения 
Шрёдингера, в первом приближении, имеет вид 

'ФI (q lq2 )  = a['l/Ja (qi )'l/Jь(q2 )  + 'Фa (q2) 1/;ь(qi ) ] , Е1 = 2Ео + С +  А. 
( 1 5 .2 . 1 9) 

'Фп (q lq2 )  = a['!f•a (qi ) ·Фь(q2 ) - 'Фа (q2 )'Фь (qi )] , Еп = 2Ео + С - А. 
( 1 5 .2 . 20) ' Таким образом, вырожденное основное состояние нулевого приближе

ния распадается на два состояния с различной энергией . 
Волновая функция первого состояния симметрична относительно 

, перестановки координат электронов q1 и q2 , второго - антисиммет
i рична. 

Учтём теперь спины атомов . Обозначим 0' 1 и 0'2 спиновые коор
динаты, различающиеся ориентацией в пространстве. Тогда полная 
волновая функция будет 

( 1 5 .2 .2 1 )  

1 так как волновые функции 7/J (q 1 ,  q2 ) и rp(0' 1 ,  0'2 )  - независимы. Из прин
ципа запрета Паули следует, что полная волновая функция систе
мы электронов антисимметрична относительно перестановки координат 
двух частиц .  Поэтому, если координатная часть волновой функции 
симметрична, спиновая должна быть антисимметричной, т. е .  соответ
ствовать состоянию с антипараллельными спинами и наоборот. 

Таким образом, состояние, описываемое волновой функцией ·ф1 
с энергией Е1 соответствует антипараллельной ориентации спинов , 
а состояние Фп с энергией Еп - параллельной ориентации спинов. 
Основным состоянием системы является состояние с минимально воз
можной энергией. Легко видеть, что если обменный интеграл А > О , 
то реализуется состояние Фп с энергией Еп = 2Е0 + С - А. Этому 
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состоянию соответствует параллельная ориентация спинов. Если же 
А < О, то энергетически более выгодным оказывается состояние ф1 
с антипараллельной ориентацией спинов. 

Структура обменного интеграла близка к структуре кулоновского. 
Это указывает на то, что обменная энергия по величине близка к энер
гии электростатического кулонавекого взаимодействия (хотя и быстрее 
убывает при увеличении расстояния между спиновыми магнитными 
моментами электронов) и на много порядков превышает энергию маг
нитного диполь-диполльного взаимодействия .  

§ 1 5.3 . Магнитная структура атомов 

Магнитные свойств атома определяются электронами внутренних 
незаполненных оболочек . При этом в состояниях, соответствующих 
различным значениям магнитного квантового числа rnz , находится по 
одному электрону, причём спины всех электронов, согласно правилу 
Хунда, ориентированы параллельно. (Точнее, проекции всех спинов на 
некоторое заданное направление имеют один и тот же знак.) Запол
нение электронами сначала состояний с различными rnz соответству
ет минимуму энергии кулонавекого взаимодействия, так как в этом 
случае электроны принадлежат разным орбиталям и находятся на 
максимальном расстоянии друг от друга . Выгодность же параллель
ной ориентации спинов электронов на разных орбиталях определяется 
тем, что при такой ориентации энергия системы с учётом обменного 
взаимодействия электронов уменьшается, так как обменный интеграл 
электронов на различных орбиталях А > О. При заполнении электрона
ми отдельных орбиталей на каждой орбитали электроны располагаются 
на максимальном удалении друг от друга, так что доминируют силы 
притяжении к ядру. В результате обменный интеграл А < О и спины 
пар ориентируются антипараллельно. 

Заметим ,  что необходимым условием обменного взаимодействия яв
ляется перекрытие волновых функций электронов, пусть даже слабое. 
Это условие для атомных орбиталей с заданным значением квантового 
числа n всегда выполняется и является, в частности, причиной гибри
дизации орбиталей. 

Таким образом, энергия связи параллельна ориентированных спи
новых магнитных моментов сравнима с энергией кулонавекого взаимо
действия и намного превышает энергию магнитного диполь-дипольнаго 
взаимодействия, в частности, спин-орбитального взаимодействия .  

Суммарный спиновый магнитный  момент атома определяется фор
мулой ( 1 5 . 1 . 1 1 ) . В классической интерпретации это соответствует сум
мированию проекций прецессирующих с разными фазами спиновых 
магнитных моментов электронов ( 1 5 . 1 .4) на ось квантования, напри
мер направление магнитного поля .  Ориентация в атоме орбитальных 
магнитных моментов определяется пространственной структурой атом
ных орбиталей и их взаимной ориентацией .  Поэтому орбитальные 
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магнитные моменты электронов на различных орбиталях ориентирова
ны относительно вектора Ms под разными углами. Так как энергия 
спин-орбитального взаимодействия мала по сравнению с кулонавекой 
энергией, определяющей структуру атомных оболочек, и обменной 
энергией ,  определяющей упорядочение спиновых магнитных моментов 
электронов, она не может привести к изменению взаимной ориентации 
орбитального ML и спинового Ms магнитных моментов (см. ( 1 5 . 1 . 10 ) ,  
( 1 5 . 1 . 1 1 ) ) .  

1 5.3. 1 .  Основное состояние магнитной структуры .  В кристалле 
атомы связаны связями различного типа, например ст, JГ, б и другими 
(см. гл . 1 ) .  Направление связей определяет пространствеиную ориента
цию волновых функций незаполненных орбиталей относительно осей 
кристалла. Магнитное упорядочение связано с обменным взаимодей
ствием, которое определяется величиной перекрытия волновых функ
ций электронов. Волновые функции незаполненных оболочек с раз
ными значениями квантового числа mz ориентированы у соседних 
атомов друг относительно друга по разному. Поэтому величина пе
рекрытия волновых функций электронов, расположенных на разных 
орбиталях, может различаться, и, соответственно, будет различаться 
энергия обменного взаимодействия их спиновых магнитных моментов. 
Однако, поскольку, с одной стороны, учесть это различие практиче
ски невозможно, а, с другой стороны, спиновые магнитные момен
ты внутри атома связаны внутриатомным обменным взаимодействием, 
можно рассматривать некоторое усреднённое обменное взаимодействие 
между суммарными Ms спиновыми магнитными моментами атомов. 
Так как обменное взаимодействие экспоненциально быстро убывает 
при увеличении расстояния между атомами ,  определяющим является 
взаимодействие спиновых магнитных моментов соседних атомов. По
этому положительному значению обменного интеграла соответствует 
ферромагнитное упорядочение атомных магнитных моментов, а отри
цательному - антиферромагнитное. 

Ещё раз подчеркнём, что обменная энергия зависит только от 
электростатического взаимодействия электронов и не зависит от ори
ентации спинов в кристаллической решётке. Это значит, что если 
всю систему повернуть на любой угол относительно осей кристалла, 
обменная энергия системы не изменится . 

Итак, под действием обменных сил упорядочиваются суммарные 
спиновые магнитные моменты Ms (см. ( 1 5 . 1 . 1 1 ) ) .  Что касается ор
битальных магнитных моментов ML (см. ( 1 5 . 1 . 1 0) )  атомов, то они, 
как уже указывалось, определяются ориентацией орбитальных момен
тов неспареиных электронов . Так как спиновый момент может быть 
произвольно ориентирован относительно орбитального, возможны две 
различные ситуации . 

1 )  энергия теплового движения атомов kвТ больше энергии спин
орбитального взаимодействия Ис-о (kвТ > Ис-о) ·  При этом спин-ар-
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битальная связь разрывается и орбитальные магнитные моменты ато
мов произвольно ориентируются относительно �s. Среднее значение 
проекций магнитных моментов на ось �s равно нулю и орбиталь
ные моменты не вносят вклад в результирующую намагниченность 

(рис .  1 5 .3 . 1 ) .  
Ms 2) kвТ < Ис-о · В этом случае орбитальные --�---� магнитные моменты ML и �s прецессируют 

Рис. 15 .3 . 1 .  Прецес
сия вектора ML во

круг вектора Ms 

вокруг вектора � (см. ( 1 5 . 1 .6) ) ,  так что их 
проекции на направление � суммируются . На
магниченность решётки создаётся суммарными 
магнитными моментами атомов, проекция маг
нитного момента которых на ось Z составляет 
gLJLвLm + gsJLвSm = JLвLm + 2JLвSm. 

Будем считать что моменты �s расположе
ны в узлах магнитной решётки, т. е. в точках 
пространства, где находятся центры магнитных 
атомов . Такая модель допускает классическую 
интерпретацию, при которой магнитные момен

ты Ms рассматриваются как классические векторы. При этом, однако, 
возникает трудность, связанная с тем ,  что собственные значения длины 
вектора IMs l = 2pв JS(S + 1 ) , а максимальная величина его проекции 
на заданное направление, например, направление магнитного поля, 
равна l�sн l  = 2рвS. 

Существует два варианта преодоления этой трудности . В первом 
варианте магнитные моменты считаются классическими векторами 
с длинами 2JLвSJS(S + 1 ) , которые всегда, в том числе в основном 
состоянии при Т = О К, прецессируют вокруг направления магнитного 
поля (оси z) , так что максимальное значение их проекции на ось z 
равно 2JLвS. В основном состоянии фазы прецессии случайны, так что 
в любой момент времени проекция магнитного момента макроскопи
ческого объёма образца на плоскость, перпендикулярную направлению 
оси z ,  равна нулю .  

Во втором варианте (модель Гейзенберга) магнитные моменты Ms 
заменяются классическими не прецессирующими векторами  длиной 
Мsн = 2N JLв , где N - число неспареиных электронов в атоме. В ос
новном состоянии все векторы ориентированы вдоль оси z .  Величина 
Мsн магнитного момента атома ,  умноженная на концентрацию магнит
ных атомов определяет магнитный  момент единицы объёма вещества. 

§ 1 5.4. Спиновые волны 

При рассмотрении nроцессов распространения волн намагниченно
сти удобно использовать второй вариант, основанный на следующих 
соображениях. В реальном масштабе времени собственные магнитные 
моменты атомов при конечной температуре непрерывно изменяют свою 
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ориентацию, перескакиная из одного дискретного положения в другое 
в соответствии с правилами квантования ( 1 5 . 1 .3) , ( 1 5 . 1 .4) . Частота 
перескоков или флуктуаций зависит от температуры . Однако, даже 
при низких температурах она составляет величину порядка 1 0 1 1  с- 1 .  
В тоже время, процессы, связанные с изменением ориентации маг
нитных моментов при намагничивании в магнитном поле 1 Тл , идут 
с характерной частотой 1 03 с- 1 , т. е. на несколько порядков медленнее. 
Это обстоятельство позволяет усреднить магнитные моменты атомов 
по макровремени ,  т. е. за время ,  значительно превышающее время маг
нитной флуктуации, но одновременно значительно меньшее времени 
намагничивания. Результаты такого усреднения дают величину эффек
тивного магнитного момента атома, которую можно ра:сматривать как 
квазиклассический вектор. 

При Т = О этот вектор ориентирован точно по направлению внеш
него поля В ,  а при приложении перпендикулярного магнитного поля 
прецессирует и угол прецессии может принимать любые значения. 

Спиновые волны представляют собой колебания относительной ори
ентации спиновых магнитных моментов атомов в решётке. Эти ко
лебания не могут быть колебаниями магнитных моментов в какой
либо плоскости. Поскольку атомы ,  кроме магнитных, обладают ме
ханическими магнитными моментами ,  то под действием момента сил, 
например при приложении перпендикулярного к 11s магнитного по
ля ,  моменты 11s начинают прецессировать вокруг первоначального 
направления. Поэтому в спиновой волне векторы магнитного момента 
атомов прецессируют по поверхности конусов так, что сдвиг фаз между 
атомами, расположенными на соседних атомных плоскостях, перпенди
кулярных направлению распространения волны, остаётся постоянным. 
Характер прецессии в цепочке атомов с ферромагнитным упорядочени
ем (А > О) иллюстрируется рис. 1 5 .4 . 1 .  

б 

Рис. 1 5 .4 . 1 .  Характер прецессии спинов в линейной цепочке атомов. Расстоя
ние между атомами а. Вид сбоку (а) и вид сверху (6) на длине волны 

На рис. 1 5 .4 . 1 ,  а изображён вид сбоку на движение магнитных мо
ментов, на рис. 1 5 .4 . 1 ,  б - вид цепочки спинов сверху. При прецессии 
проекция вектора 11s на ось прецессии остаётся постоянной . Пере
менными я вляются компоненты проекции вектора Ms на плоскость, 
перпендикулярную оси прецессии. Характер прецессии магнитных м о-
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ментов в цепочке атомов с антиферромагнитным порядком (А < О) 
представлен на рис . 1 5 .4 .2 .  

Рис .  1 5 .4 .2 .  Прецессия спиновых моментов в антиферромагнитной цепочке ато
мов с расстоянием между ними а. Спины, направленные вверх, прецессируют 

по окружности радиуса и1 , вниз - и2 

Спиновые волны в ферромагнетиках. Рассмотрим простейшую 
модель ферромагнетика - линейную цепочку упорядоченных магнит
ных моментов Мsн .  Разность энергий двух электронов в состояни
ях с параллельными и антипараллельными спинами равняется 2 А 
(см. ( 1 5 .2 . 1 9) ,  ( 1 5 .2 .20) ) .  В состоянии, соответствующем минимуму 
энергии ,  спины параллельны в ферромагнитном и антипараллельны 
в антиферромагнитном состоянии . Всякое изменение ориентации спи
нов вызывает увеличение энергии системы. Поэтому обменную энер
гию двух электронов можно записать в виде -2AS 1 S2 , как будто 
существует прямая связь между направлениями двух спинов s l и s2 . 

В соответствии с моделью Гейзенберга будем описывать энергию 
взаимодействия i и j атомов со спинами Si и s1 выражением 

( 1 5 .4 . 1 )  

где Si и S1 - суммарные спины атомов. Для N спинов общей величины 
N 

s энергия взаимодействия и = -2А L sisj . Ограничимся учётом 
i,j= l 

взаимодействия только ближайших соседей . Выберем некоторый атом 
с номером р. Этот атом связан обменным взаимодействием с атомами 
(р - 1 )  и (р + 1 ) .  Суммарная энергия взаимодействия ,  согласно ( 1 5 .4 . 1 ) , 
равна 

( 1 5 .4 .2) 

Спин атома с номером р определяет его магнитный момент 

( 1 5 .4 .3) 

Напомним ,  что мы рассматриваем проекции спина на ось прецессии 
(направление магнитного поля) . Соответственно 

S _ _ Мsнр Р - 2р,в · ( 1 5 .4 .4) 
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Подставляя ( 1 5 .4 .4 )  в ( 1 5 .4 .2) ,  получаем 

и =  -Мsнр ( �:) (Sp- 1 + Sp+ 1 ) · ( 1 5 .4 .5) 

Полученное выражение по своей структуре аналогично выражению 
для энергии магнитного момента в магнитном поле и = -(МsнрН). 
Поэтому величину -(А/р,в) (Sр_ 1 + Sp+ 1 ) = Н  можно рассматривать 
как некоторое эффективное или обменное поле Н, действующее на 
магнитные моменты Мsнр · 

Из механики известно, что изменение во времени момента количе
ства движения (момента импульса) равно вращательному моменту 

d�:P = �n d�p = [МsнрН] = -2р,в [SРН] . ( 1 5 .4 .6) 

' В модели Гейзенберга Psp = Рsнр = ПБнр = hSP , а SP = Srnp · 
Подставляя выражение для обменного поля 

( 1 5 .4 .7 )  

Выберем систему координат, в которой ось z совпадает с направле
нием упорядочения магнитных моментов, ось х - направление вдоль 
цепочки магнитных атомов, ось у перпендикулярна z и х. В этой 
системе компоненты векторов SP , Sp- 1 , Sp+ 1 выражаются формулами 

ds; - 2А [SY (Sz sz ) sz (SY SY ) ] ( 1 5  4 8) dt - Т Р р- 1 + Р+ 1 - р р- 1 
+ р+ 1 , · · 

dSZ _ 2А [Sx (sz + sz ) sz (sx + sx ) ]  dt - -Т Р р - 1  р +  1 - р р- 1 р+ 1 , 

ds; _ 2А [Sx (SY SY ) SY (Sx sx ) ]  dt - - т  р р- 1 + р+ 1 - р р- 1 + р+ 1 . 

( 1 5 .4 .9) 

( 1 5 .4 . 1 0) 

В эти уравнения входят произведения компонент спина и, следователь
но, они нелинейны .  

Будем считать, что амплитуда возбуждения мала, т. е .  s; ,  SJi « \ S \ .  
В этом приближении s; � \ S \ .  Пренебрегая членами, содержащими 
произведения s; ,  s�,  получим линейную систему уравнений 

ds; = 2А IS I  (2SY - SY - SY ) dt 1i Р р- 1 Р+ 1 ' 

dSZ = _ 2А / S I  (2sx _ sx _ sx ) dt 1i Р р- 1 Р+ 1 ' 

ds; = 0 dt . 
Ищем решение в виде бегущих волн 

sx = и e-i(wt-kpa )  SY = v e-i(wt-kpa) р 1 р • 

( 1 5 .4 . 1 1 ) 

( 1 5 .4 . 1 2) 
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Здесь И и V - амплитуды волны, k - волновой вектор , р - целое 
число, а - период решётки .  Подставляя ( 1 5 .4 . 1 2) в ( 1 5 .4 . 1 1 ) ,  находим 
систему уравнений для И и V: 

-iwИ = 2A�S I  (2 - e-ika - eika)V  = 4A�S I  ( 1 - cos ka)V, ( 1 5.4 . 1 3) 
. V _ 2А IS I  (2 -ika ika)И _ 4А IS I  ( 1  k )И ( 1 5  4 14 ) -zw - - -1i- - е - е - --1i- - cos а . . . 
Эта система уравнений имеет решение при условии ,  что детерми

нант при неизвестных равен нулю, 

4A IS I - -- ( 1 - cos ka) 1i 

4A IS I  -1i- ( 1 - cos ka) 
iw 

= 0. ( 1 5 .4 . 1 5) 

Этот детерминант определяет закон дисперсии спиновых волн (за
висимость �»s (k) )  и, соответственно, ферромагнонов в ферромагнитной 
цепочке атомов _ 4А ISI ( 1 - cos ka) ws - 1i . ( 1 5 .4 . 1 6) 

Посмотрим, как изменится соотношение ( 1 5 .4 . 1 6) ,  если система 
магнитных моментов находится в постоянном магнитном поле Н. При 
включении поля энергия взаимодействия магнитных моментов и закон 
дисперсии не изменятся , так как они определяются обменными силами, 
которые от поля  не зависят. Во внешнем магнитном поле увеличивается 
жёсткость системы магнитных моментов и, соответственно, частота 
волн на величину (MzH) энергии магнитного момента в поле Н. Чтобы 
теперь возбудить спиновую волну той же амплитуды, нужно затратить 
энергии больше на эту величину. При малых амплитудах прецессии 
(MzH) = 2p,в iS IH, и закон дисперсии приобретает вид 

nws = 2р,в I S I  н + 4А IS I  ( 1  - cos ka) . ( 1 5 .4 . 1 7) 
Выше рассматривалась идеальная модель :  однородная цепочка свя

занных магнитных моментов .  В реальном кристалле существует соб
ственное анизотропное внутреннее магнитное поле, определяющее 
энергию магнитной анизотропии .  Существование этого поля приводит, 
с одной стороны, к увеличению энергии спиновых волн ,  а, с другой 
стороны ,  к зависимости их энергии от поляризации волны .  Поэтому, 
в более общем случае, закон дисперсии ( 1 5 .4 . 1 7) можно записать 
в виде 

nws = Ео + 4А IS I  ( 1 - cos ka), ( 1 5 .4 . 1 8) 
где Ео граничная энергия спиновой волны, определяемая энергией 
магнитной анизотропии, поляризацией спиновых волн и величиной 
внешнего магнитного поля .  График зависимости nws от k представлен 
на рис . 1 5 .4 .3 . Разность энергий hw�шx - 'hwsin = 8AIS I определяет 
ширину магионной зоны .  
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Из ( 1 5 .4 . 1 3) ,  ( 1 5 .4 . 1 4) и ( 1 5 .4 . 1 6) следует, что 
· вещественную часть ( 1 5 . 4 . 1 2) и подставив V = 
для s; и s;; 

s; = и cos (pka - wt) , 
s� = и sin (pka - wt) . 

( 1 5 .4 . 1 9) 
( 1 5 .4 .20) · Найденное решение описывает круговую пре

цессию каждого спина относительно оси z. 
Для длинных волн (ka « 1 )  закон диспер

сии квадратичен : 

nшs = 4А \S \  ( 1 - cos ka) :::::: 2А \S \  a2k2 . 

nш 

о 
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V = -iИ. Взяв -iИ , получаем 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ------------;-· 1 1 
а 

( 1 5 .4 .2 1 )  Рис. 1 5 .4 .3 .  Закон дис-
Для ферромагнитных кубических решёток персии спиновых волн 

(простой кубической, объёмноцентрированной в одномерной цепочке 
и гранецентрированной) закон дисперсии при 
учёте взаимодействия только ближайших соседей имеет вид 

nшs = 2А IS I  [ z - E cos (kri )] , ( 1 5 .4 .22) 

rде суммирование ведётся по Z векторам ,  которые обозначены ri , 
соединяющим центральный атом с его ближайшими соседями (Z = б, 
8 и 1 2  для ПК, ОЦК и ГЦК-решёток, соответственно - см. § 3 .6) . 
Полагая \ri \  = а, при ka « 1 ,  cos (kri ) :::::: 1 - k2a2 /2, находим закон 
дисперсии 

( 1 5 .4 .23) 

для всех трёх видов кубических решёток .  Коэффициент при k2 можно 
определить экспериментально методом электронного парамагнитного 
резонанса . 

§ 1 5.5. Ферромагноны 

Спиновые волны можно рассматривать как классические волны на
магниченности в упорядоченных магнитных системах. Энергия каждой 
волны с заданным волновым вектором k и частотой шk квантуется как 
энергия квантового осциллятора Ek = n;.}1Шk, так как в рассматривае
мой модели энергия нулевого движения спинов не учитывается (nk -
целое число) . Кванту энергии спиновой волны с частотой Шk сопостав
ляется квазичастица - магнон с энергией fLШk и квазиимпульсом Pk = 

= nk. Поскольку всегда можно генерировать волны, энергия которых 
намного превышает энергию одного кванта nшk (например с малыми 
\k\ ) ,  то такая волна представляет собой многоквантовое состояние, 
т. е. состояние , в котором находится много одинаковых квазичастиц
магнонов с одной и той же энергией nшk и импульсом р = ttk. Но это 
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возможно только в том случае, когда квазичастицы описываются ста
тистикой Базе-Эйнштейна , т . е .  я вляются бозонами. Таким образом , 
магноны - это бозоны, имеющие целочисленный спин. Здесь важно 
обратить внимание на следующее: квантуется энергия спиновых волн, 
т. е .  энергия коллективного движения всей системы спинов. 

В основном состоянии спины Ssн у всех атомов ориентированы 
параллельно, так что полный спин системы, содержащей N атомов, 
равен NSsн . Возбуждение спиновой волны  уменьшает величину пол
ного спина NISsн l .  так как в волне спины отклоняются от пернона
чальной ориентации вдоль оси z. По правилам квантования проекция 
полного спина NSsн на ось z (N ISsнz / ) может принимать значения 

N/Ssн / - l ,  NJSsн l - 2 и т . д. Это означа-
2щ sin(ka/2) ет, что разность N/Ssн /  - N JSsнz 1 допуска

Рис. 1 5 . 5 . 1 .  Положе
ние векторов спина 
Ssнp+I и Ssнp у двух 
соседних атомов с но
мерами р и р+ 1 в спи
новой волне различа-

ется на угол 'Р 

так что (см. ( 1 5 .5 . 1 ) )  

и 

ет только целочисленные значения, которым 
соответствует дискретный набор амплитуд uk 
спиновых волн .  Изменение проекции полного 
спина NJSsнz 1 на единицу означает рождение 
одного маrнона. Поэтому, если в волне с вол
новым вектором k возбуждено mk маrнонов, то 
изменение z-компоненты полного спина будет 

N ISsн l - N ISsнz 1 = N( ISsн i - /Ssнz 1 )  = mk . 
( 1 5 . 5 . 1 )  

Выразим разность N ISsн l - N I Ssнz 1 через 
амплитуду спиновой волны uk. Положение век
торов Ssн у двух соседних атомов с номера
ми р и р + 1 в спиновой волне показано на 
рис. 1 5. 5 . 1 .  Компонента спина, перпендикуляр
ная оси z, равна uk . Компонента спина вдоль 
оси z равна Ssнz = J S�н - и� .  При малых 
амплитудах волны (т. е .  щ « I Ssн l ) 

( 1 5 . 5 .2) 

( 1 5 .5 .3) 

( 1 5 .5 .4) 

Амплитуда волны квантуется. Разрешённые значения амплитуды 
спиновой волны определяются формулой 

2\Ssн \mk 
N 

( 1 5. 5 . 5) 
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Квантование энергии спиновой волны. Обменная энергия цепоч-
ки спинов N 

И =  -2А 2: SsнrSsнr+ I  ( 1 5 . 5 .6) 
p= l 

зависит от косинуса угла между соседними спинами. Разность фаз 
между ними равна, в один и тот же момент времени ,  ka радиан. Концы 
векторов Ssнr+ I  и Ssнr (см. рис. 1 5 .5 . 1 )  находятся на расстоянии 
2uk sin (ka/2) ,  так что угол ер между векторами определяется выраже
нием (так как \Ssнrl = \Ssнr+ I i ,  не будем далее указывать индекс р) 

. 'Р Uk • ka ( 1 5  5 7) Slll - = -- Slll - . . . 2 I Ssнl 2 
При uk/ \Sн l  « 1 получим cos ер ::::; 1 - ер2 /2, sin (ер/2) ::::; ер/2, так что 

1 2и% sin2 (ka/2) cos ер ::::; - 2 ISsн l 
Обменная энергия ( 1 5 .5 .6) 

И = -2AN\Ssн \2 cos ер = -2ANjSsн \2 - 4ANu� sin2 k2
a 

= 

= -2ANjSsн \ 2  + 2ANu� ( l  - cos ka) . 

( 1 5 .5 .8) 

( 1 5 .5 .9) 

Отсюда следует, что при возбуждении спиновой волны с волновым 
вектором k и амплитудой uk энергия системы спинов изменяется на 

Ek = 2ANu�( 1 - cos ka) . ( 1 5 . 5 . 1 0) 
С учётом ( 1 5 .5 .4) получим 

Ek = 4A\Ssн \mk ( 1 - cos ka) .  ( 1 5 .5 . 1 1 ) 

Используя ( 1 5 .4 .2 1 ), окончательно получим выражение, описываю
щее квантование энергии в сnиновой волне в виде 

( 1 5. 5 . 1 2) 

§ 1 5.6 .  Спектральная плотность ферромагнонов 

Квазиимпульс магионов является квазинеnрерывным .  Разрешённые 
значения волнового вектора (или импульса) оnределяются из условия, 
что на длине образца укладывается целое число длин волн Lx = пхЛх . 
Отсюда комnонента квазиимnульса магнона может принимать набор 
дискретных значений (также как у фононов) 

( 1 5 .6 . 1 ) 
Минимально возможное значение длины волны Лшin = 2ах опре

деляет максимально возможное значение квазиимnульса Px.max = 
\ 6  Н . Б .  Брандт, В.А.  Ку.пьбачинский 
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= ±1rf1/ ах . При этих значениях, соответствующих границам зоны 
Бриллюэна, бегущая спиновая волна превращается в стоячую, в кото
рой сдвиг фазы прецессирующих спиновых моментов у соседних ато
мов равен 1r /2. Нормальная составляющая групповой скорости волны 
(скорости магнона) ,  равная при малых k 

дw l l z k 
vg 

= дk ;::::; 4А S а h ,  
н а  границах зоны Бриллюэна обращается в нуль .  

На одно разрешённое значение волнового вектора приходится объём 
(27r? /(LxLyLz) или для образца единичного объёма - (27r)3. Число 
разрешённых значений волнового вектора (точно также как для фо
нонов) равно числу элементарных ячеек кристалла в единице объёма. 
!(ля простой кубической решётки это число равно числу атомов lVa . 
Функция спектральной плотности магнонов v (w) = dn/dw, где dn -
число состояний с энергией 1iw в интервале частот dw. 

Чтобы получить представление о виде функции v( w) рассмот
рим сначала простейший случай :  закон дисперсии в виде ( 1 5 .4 .2 1 )  
(для кубических решёток закон дисперсии практически такой же, 
см .  ( 1 5 .4 .23)) . Пусть в кристалле поверхность постоянной частоты 
является сферой с радиусом k = kmax · Число состояний в сферическом 
слое толщиной dk вблизи значения волнового вектора k 

dn = 47rk2dз
k ( 1 5 .6 .2) (27r) 

Из соотношения ( 1 5  .4 .2 1 )  следует, что 

dk = hdw . 
4А [S [ a2k ( 1 5 .6 .3) 

Подставив ( 1 5 .6 .3) в ( 1 5 .6.2) и выразив k через w ( 1 5 .4 .2 1 )  получаем 

dn = 47rk2з fl dw 2 = 2 
1i з V4 hw[S [ dw. ( 1 5 .6 .4) (21r) 4А [S [ а k 2п А [S [ а А 

Отсюда спектральная nлотность маrнонов 

dn 1 ( 1i )З/Z v(w) = dw = 27r2 4 [ S J Аа2 "jC · ( 1 5 .6 .5) 

Получившанея плотность состояний изображена на рис. 1 5 .6 . 1 сплош
ной линией. 

Учтём теперь, что предельные значения волнового вектора, со
ответствующие границам зоны Бриллюэна, меняются в пределах от 
минимального значения k t (расстояния от центра зоны до середины 
ближайших граней, соответствующего частоте w = w1 ) до максималь
ного k2 (соответствующего частоте w = w2) ,  определяющего рассто
яние до наиболее удалённых углов зоны Бриллюэна. В этом случае 
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полную плотность состояний мож- v(w) w l/2 
но получить , если разбить всю зо
ну на множество пирамидок одина
кового объёма с вершинами в цен
тре зоны и упирающихся основаниями 
в грани зоны ,  и просуммировать плот
Iюсти состояний в каждой пирами
де (рис. 1 5. 6. 1 ,  штрих-пунктир) . Мак
симум зависимости сместится влево, 
величина предельной частоты увели
чится . 

Учёт дисперсии ,  т. е. уменьшение 
групповой скорости dш / dk при прибли
жении к границам зоны, приводит к 
возрастанию плотности состояний при 
больших значениях ш, смещению мак
симума спектральной плотности впра-

W l пред Wzпред W 
Рис. 1 5 .6. 1 .  Плотность состоя
ний ферромаrнонов: для сфе
рической зоны Бриллюэна без 
дисперсии - сплошная линия, 
для реальной зоны Бриллюэна 
без дисперсии - штрих-пунк
тир, для реальной зоны Бриллю-

во и уменьшению величины шzпред эна с дисперсией - пунктир 
(пунктирная линия на рис. 1 5 .6 . 1 ) .  

Для двумерной решётки магнитных моментов спектральная плот
ность ферромагнонов при ka � 1 постоянна и не зависит от ча стоты : 

dn = 47rk d
z
k

• ( 1 5 . 6.6) 
(27r) 

kdk = Гьdw 
2 . ( 1 5 . 6.7) 

4A fS f a 
Таким образом, спектральная плотность равна 

dn Гl v ( ш) = dw = -47r_A_I_S_I а--"2 

§ 1 5. 7 .  Эффективная масса ферромагнонов 

Эффективная масса определяется выражением 

т Л1 = ( ���) - 1  = ( п::�)- 1 = ( k ::�) - 1 

( 1 5 .6 .8) 

( 1 5 .7 . 1 )  

Для простейшего случая цепочки магнитных атомов, используем 
выражение ( 1 5 .4 . 1 6) .  Дифференцируя , получим 

1 4A fS I  2 -.- = -- а cos ka. 
При ka � 1 

mм r.2 

_;.__ = 4AIS I  а2 ( 1 _ k2a2 ) = [2mm] 4AfS I az ( l _ р2а2 ) , mм � 2 � 2� 
где р - импульс ферромагнона.  
1 6* 

( 1 5 . 7.2) 

( 1 5 .7.3) 
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Величина эффективной массы ферромагнонов обратно пропор
цианальна энергии обменного взаимодействия : чем сильнее связаны 

1 1 1 1 

1Гn 
а р 

1( 
Рис. 1 5 .7. 1 .  Зависимость эффективной массы ферромагнонов от их квазинм

пульса 

магнитные моменты (т. е. чем больше А) , тем меньше эффективная 
масса ферромагнонов. При увеличении р величина m* увеличивается 
и стремится к бесконечности п ри /р/ ---т 1Г"h/2а (рис . t 5 .7. t ) .  

§ 1 5.8 .  Тепловое возбуждение магионов 

Энергия магионов связана с их квазиимпульсом соотношением 
(см . ( 1 5 .4 .2 1 ) ) Е = "hws = 4A\S I  ( 1 - cos Р;) . ( 1 5 .8 . 1 )  

Дискретным значениям квазиимпульса ( 1 5 .6 .  t )  в пределах от 
21Гft/ L (L - длина кристалла) до /Р/ = JГ"hja соответствуют дискретные 
значения энергии магнонов, заключённые в интервале от 

Е . _ 1i 
. 

_ 2A)S)a2 (21rn)2 mш - Wrnш -
n2 L2 

ДО Ernax = fiwrnax = 4AjS j .  
При  Т = О ,  в основном состоянии ,  спиновые волны отсутствуют. 

При повышении температуры сначала возбуждаются наиболее низкоча
стотные моды спиновых волн ,  затем моды более высокой частоты (каж
дая мода с частотой wk возбуждается при температуре Т ;:::j ftwk/kв) .  
Одновременно увеличивается число возбуждённых квантов энергии 
(магнонов) в каждой моде. При низких температурах магионов мало, 
взаимодействие магионов мало, так что их можно рассматривать как 
почти идеальный газ . При высоких температурах, когда число возбуж
дённых магионов велико, взаимодействие становится столь большим, 
что неопределённость в энергии магионов становится порядка энергии 
самих магнонов. При этом представление об отдельных спиновых вол
нах теряет смысл. 
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Из экспериментальных дан ных следует, что магноны можно рас
сматривать как почти идеальный газ квазичастиц в области температур 
ниже � 1 /4 температуры Кюри (температуры перехода в ферромаг
н итное состояние) . Согласно распределению Планка среднее число 
квантов n� с энергией (u.;Jk для гармонического осциллятора при тем
пературе Т равно 

nер - --т:-:--:--k -
ехр ( ru.vk ) - 1 . 

kвТ 

( 1 5 .8 .2) 

Эта же формула описывает число возбуждённых магнонов с энер
гией Г!Шk в каждой моде Шk спиновых волн .  Очевидно, что полное 
число возбуждённых магнонов при температуре Т равно сумме L n�_P 

k 
магнонов, возбуждённых в каждой волне Шk . Так как каждой волне 
соответствует определённый вектор k в зоне Бриллюэна, суммирование 
ведётся по всем разрешённым значениям k в зоне. От суммирования 
можно перейти к интегрированию .  Число мод в интервале ш,  ш + dш 
равно v(ш) dш; общее число возбуждённых магионов при температуре Т 

W!tpeд 
L n� = J псР (ш)v(ш) dш, 
k о 

( 1 5 .8 .3) 

где '"''пред - предельная частота магнонов в зоне Бриллюэна. При 
температурах, когда справедливо квазичастичное приближение, т. е .  
Т < Вкюри/kв , предел интегрирования можно распространить от О до 
оо, так как функция n� (ш) экспоненциально быстро стремится к нулю 
при ш _, оо. Подставляя ( 1 5 .8 .2) и ( 1 5 .6 .5) в ( 1 5 .8 .3) ,  имеем 

с 1 ( h )3/2 00J w l /2 
п Р - dц; -� k - 47Т2 2А )S I а2 ехр (ltw / kвТ) - 1 

-
о 

1 ( kвТ )3/2 00f х112 = 47Т2 2А \S \  а2 ехр (х) - 1 dx, 

о 
где х = hшj (kвT) .  Последний интеграл равен 0,247Т2, так что 

L nc.p = 0,06 ( kвТ )З/2 

k 
k 2A \S \ a2 

( 1 5 .8 .4) 

( 1 5 .8 .5) 

Ранее указывалось, что проекция суммарного спина и ,  соответ
ственно, магнитного момента на ось z может изменяться только на 
целочисленные значения. При возбуждении одного магнона в спиновой 
волне квадрат её амплитуды uk (см. ( 1 5 .5 .4)) изменяется на 2 \S I /N,  
проекция атомного спина ( 1 5 .5 . 1 )  становится равной S - 1 / N, а про
екция общего спина волны - N ( S - 1 j N) = N S - 1 ,  т. е .  изменяется 
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на единицу. Это изменение эквивалентно изменению ориентации од
ного атомного магнитного момента в спиновой решётке на противопо-
ложное . ер 

Таким образом , сумма L ;�/ определяет относительное измене
k ние намагниченности кристалла при повышении температуры :  

!:::.М(Т) 0,06 ( kвТ )312 
М(О) = 

/S ja3N 2A / S / 
( 1 5 .8 .6) 

Соотношение ( 1 5 .8 .6) принято называть законом 3/2 Блоха. 

§ 1 5.9. Магионная теплоёмкость 

Как известно, теплоёмкость С =  dИ /dT, где И - энергия системы .  
Средняя энергия магионов в спиновой волне 

u�P = nC,:nwk = (';::) . 
ехр - - 1 kвТ 

Общая энергия магионов при температуре Т <  Е\юри /kв 
00 

И � l:U� � J (�:) v(w) <iw. 
k о ехр kвТ - 1 

При низких температурах (см . ( 1 5 .6 .5) )  можно считать , что 

vw 
( h )3/2 

v(w) = 41Г2 2А /S j а2 
Подставляя v(w) в ( 1 5 .9 .2) ,  находим 

f! ( h )3/2 oof v}/2 
И = 

41Г2 
2А / S I а

2 ( f1W ) - 1 dw. 
о ехр kвТ 

Заменив nw/kвT на Х, получаем 

1i ( h )3/2 (kвТ)5/2 oof хЗ/2 
И = - - dw 

41Г2 
2А j S j  а2 h ехр х - 1 

· 
о 

( 1 5.9 . 1 )  

( 1 5 .9 .2) 

( 1 5 .9 .3) 

( 1 5 .9 .4) 

( 1 5 .9 .5) 

Дифференцируя ( 1 5 .9 .5) по температуре, можно получить выраже
ние для теплоёмкости. Легко видеть, что магнонная часть теплоёмко
стu смаг ферроМаГНИТНЫХ кубичесКИХ решёток ПрОПОрЦИОНаЛЬНа T3f2. 
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§ 1 5. 1 0. Магноны в антиферромагнетиках 

Рассмотрим цепочку магнитных моментов с антиферромагнитным 
упорядочением (рис. 1 5 . 1 0. 1 ) .  Пусть атомы с чётными номерами имеют 
спины (Sz = S) , направленные вверх , и образуют подрешётку D, а ато-
мы  
с нечётными номерами - подре
шётку В, в которой спины на
правлены вниз (Sz = -S) . 

Как и при рассмотрении фер
ромагнитно-упорядоченных маг
нитных моментов, будем учиты
вать только взаимодействие бли-

х 

жайших соседей с обменным ин- Рис.  1 5 . 10. 1 .  Одномерная цепочка 

теrралом А < о. Воспользуемся атомов с антиферромагнитным упоря-

уравнениями ( 1 5 .4 .8) - ( 1 5 .4 . 1  О) , в дочением, расстояние между атома-
ми а которых, как и раньше, будем счи-

тать, что SxSy « Sz . Тогда все z-e компоненты спина S1� :::::о ISz l ,  
а произведения s(;·s� малы и ими можно пренебречь. Заменяя в урав
нениях ( 1 5 .4 .8) , 1 5 .4 .9) обозначения спинов р на 2р и изменяя знак 
компонент S:fv- t  и S:fP+ 1 на обратный, получаем для подрешётки D 
систему уравнений 

dSzp = 2AI Sz l (2SY + SY + SY ) 
dt "h 2р 2р- 1  2р+ 1  , 

dSJP _ 2A ISz l  х х х Тt - - -п- (2Szp + Szp- 1 + Szp+ l ) . 
Аналогично для спинов подрешётки В 

dSzp+ l  = _ 2A\ Sz \ (2SY + SY + SY , ) 
dt ;, 2р+ 1 2р 2р+2 , 

dSY � = 2A ISz l  (2Sx + S"' + sx ) 
dt ;, 2р+ 1 2р 2р+2 . 

( 1 5 . 1 0. 1 )  

{ 1 5 . 1 0.2) 

( 1 5 . 1  0.3) 

( 1 5. 1 0.4) 

Введём вектор спина в плоскости ху S�Y = Sf + iS{ .  Тогда , скла
дывая уравнения ( 1 5. 1 0 . 1 )  и ( 1 5 . 1 0 .2) и независимо уравнения ( 1 5 . 1 0.3) 
и ( 1 5 . 10 .4 ) ,  получаем 

dSxy · _2.._ = 2LAISz l (2Sxy + S"'Y + S"'Y ) 
dt i1 2р 2р- 1  2р+ 1 , 

dS"'Y � = _ 2iA\ Sz l (2Sxy + sxy + sxy ) dt 1i 2р+ 1 2р 2р+2 . 

Ищем решение в виде 

sxy = ue-i(,.Jt-2pka) 
2р , 

( 1 5 . 1 0 .5) 

( 1 5 . 10 .6) 

( 1 5 . 1 0 .7) 
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sxy = ve-i[wt-(2p+ l )ka] 
2p+ l . ( 1 5. 1 0.8)  

Подставляя ( 1 5 . 1 0. 7) и ( 1 5 . 1 0.8) в ( 1 5 . 1 0.5) и ( 1 5 . 1 0.6) ,  получаем 

( 1 5 . 1 0.9) 

шv = 2A�Sz l (2v + ue-ika + ueika) .  ( 1 5 . 1 0. 1 0) 

Обозначим выражение -4A fSz f /1i = -4AfS f/h , имеющее размер
ность частоты ,  как ш* и перепишем уравнения ( 1 5 . 1 0.9) и ( 1 5 . 1 0. 1 0) 
в виде 

u(u.J* - ш) + vш* cos ka = О , 
иш* cos ka + v(ш* + ш) = О . 

( 1 5 . 1 0. 1 1 )  

( 1 5. 1 0. 1 2) 

Уравнения ( 1 5 . 1 0 . 1 1 )  и ( 1 5 . 1 0 . 1 2) имеют решения при условии что 
детерминант 1 

ш* - ш ш* cos ka 1 - 0 ш* cos ka ш* + ш - · ( 1 5 . 1 0 . 1 3 ) 

Раскрывая детерминант, получаем закон дисперсии антиферромаг
нонов : 

ш2 = (ш* )2 ( 1  - cos2 ka) или ш = ш* f sin kaj . ( 1 5 . 1 0. 1 4) 

Максимальному значению волнового вектора kmax = 1f' /2а соот
ветствует минимальное значение длины спиновых волн ,  равное 4а. 
В такой волне соседние спины , принадлежащие разным подрешёткам, 
прецессируют со сдвигом фазы на п j2, а ближайшие спины в каждой 
подрешётке с периодом 2а - со сдвигом фазы на п, как в спиновых 
волнах в ферромагнетиках . 

При малых ka « 1 закон дисперсии магионов линеен , как и у аку
стических фонанов 

( 1 5 . 1 0. 1 5) 

§ 1 5. 1 1 . Спектральная плотность антиферромагнонов 

В области линейности закона дисперсии магнонов поверхности 
постоянной частоты (энергии) являются сферами . Число состояний 
в сферическом слое радиуса f k j  толщиной 6:..k равно (см .  ( 1 5 .6 .2)) 

( 1 5. 1 1 . 1 ) 

где р - импульс антиферромагнона . Энергия антиферромагнона Е = 
= flш = ш*a fp f ,  так что p2dp = (E2dE)j(ш*a)3 . Тогда 

( 1 5. 1 1 . 2) 
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Плотность состояний антиферромагнонов в трёхмерном случае 

vll l (Е ) = dn = Е2 
dE 27r2n3 (w* а) 3 

Вид функции vl ll (E) изображён на 

( 1 5. 1 1 .3) 

рис. 1 5 . 1 1 . 1  сплошной линией. С учётом дис- v(E) 
персии и геометрии зоны Бриллюэна плот
ность состояний для ветви антиферромагно
нов с законом дисперсии ( 1 5  . 1  О . 1 4) аналогич
на плотности состояний для одной из ветвей 
акустических фонанов (см. § 5 .3 .2) . 

Аналогичные расчёты можно провести для 
системы двумерных антиферромагнонов . Тогда 
имеем dn = 21Грdр 

(27ri1) 2 ' 
d _ E dE Р Р - (w*a) 2 ' 

vl l (E) = dn = Е 
dE 27ri12 (w* a)2 • 

( 1 5 . 1 1 .4) 

( 1 5 . 1 1 .5) 

( 1 5. 1 1 .6) 

о Е 
Рис. 1 5 . 1 1 . 1 .  Плотность 
состояний в трёхмер
ном (z;III (Е) - сплош
ная линия) и двумер
ном (vn (Е) - пунк
тирная линия) случаях 

Вид функции vl l (E) изображён на рис. 1 5 . 1 1 . 1  штриховой линией .  

§ 1 5. 1 2. Теплоёмкость антиферромагнонов 

Ограничимся рассмотрением вклада в теплоёмкость длинноволно
вых антиферромагнонов с квадратичным законом дисперсии. Энергия 
антиферромагнонов в зависимости от температуры Т описывается фор
мулой планка ( 1 5 .9 .2 ) , которую перепишем в виде 

00 
И = * f � v(E) dE. 

о ехр kвТ - 1 
Подставляя ( 1 5 . 1 1 .3) получаем 

00 

1 f 
Ез И = h Е схр - - 1 О kвТ 

Обозначим Е J(kвT) = х, тогда 

1 
2 3 rlE.  

27r (Г1.w* а) 

( 1 5. 1 2 . 1 )  

( 1 5 . 1 2 .2) 

( 1 5 . 1 2 .3) 



490 Гл. 15. Магноны 

00 3 4 
Интеграл J х 1 dx = тг15 .  Таким образом, вклад антиферромаг-

ехр :z: -о 
нонов в низкотемпературную теплоёмкость кристалла Сафм = dU jdT 
пропорционален кубу температуры 

( 1 5 . 1 2.4) 

т. е .  имеет такую же температурную зависимость как фононная (решё
точная) теплоёмкость . 

Магноны и физические свойства магнитных материалов. Вве
дение магнонов позволяет, во-первых, описать термодинамические 
и кинетические свойства магнетиков: вклад системы магнитных момен
тов в теплоёмкость и теплопроводность. При этом магноны, с одной 
стороны ,  являются носителями тепловой энергии и при движении 
рассеиваются друг на друге, на фононах, примесях, дислокациях и гра
ницах кристалла. С другой стороны они являются центрами рассеяния 
для других квазичастиц, участвующих в этих процессах в кристаллах . 
Например, рассеяние фонанов на магнонах является одним из меха
низмов затухания звука; рассеяние электронов на магнонах - один 
из механизмов электросопротивления . Во-вторых, магноны позволя
ют наглядно описывать резонансные свойства магнитных материалов. 
Ферро- и антиферромагнитные резонансы можно рассматривать как 
превращение фотона в магнон; ферроакустический резонанс - как 
превращение фонона в магнон . 



Г л а в а  1 6  

ФЛУКТУОНЫ 

§ 1 6. 1 .  Флуктуоны 

Флуктуон - квазичастица , образованная электроном, лакаюво
ванным в возникающей в результате флуктуации области повышен
ной концентрации одной из компонент, в неупорядоченных или не 
полностью упорядоченн ых системах. Флуктуоны в чём-то напомина
ют автолокализоваввые состояния поляранного типа , но во многом 
отличаются от них . Напомним, что поляран (см . гл . 1 1 ) образуется 
в результате поляризации ионной решётки кристалла находящимся 
в ней электроном, причём в поляранах большого радиуса ионы решётки 
испытывают лишь небольшие гармонические (упругие) смещения из 
положений равновесия. 

Во флуктуонах происходит пол ная перестройка пространствеиной 
конфигурации ионов или изменение состава системы в векоторой 
области . Поэтому флуктуоны принципиально не могут образоваться 
в идеальной кристаллической решётке. Необходимым условием их 
существования является мобильность (высокая подвижность) струк
турных единиц среды, например, ионов. Бла гоприятные условия для 
возникновения флуктуонов осуществляются, например , в суперионных 
проводниках, представляющих собой жёсткую ионную решётку одного 
элемента, в которой расположен ы  ионы другого сорта, обладающие при 
температуре выше векоторой критической большой подвижностью, что 
обеспечивает высокую ионную проводимость . При повышении темпера
туры в такой системе происходит частичное или полное разупорядоче
ние одной из подрешёток кристалла . Подрешётка как бы плавится , и её 
ионы приобретают высокую подвижность, в то время как ионы другого 
сорта в основной подрешётке остаются локализован ными ,  обеспечивая 
жёсткость кристалла как целого. 

Допустим ,  что в супериовном проводнике в векоторой области про
странства возникает флуктуационное увеличение плотности (концен
трации) положительно заряженных подвижных ионов . При отсутствии 
электронов такая флуктуация приведёт к возрастанию свободной энер
гии системы ,  т. е .  является энергетически невыгодным, в результате 
чего через какое-то время она рассосётся . Однако, при наличии  элек
трона, появляется возможность его локализации в потенциальная яме, 
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образованной избыточным положительным флуктуационным зарядом . 
Если потенциальная яма, описываемая потенциалом V (r) ,  оказывает
ся достаточно глубокой и широкой , то электрон локализуется в ней 

c(r) = CiJ 
v(r) = О  

c(r) ,  v (r) 

Рис. 1 6. 1 . 1 . Иллюстрация об-
разовании локализованных 
электронных состояний с вол
новой функцией ф(r) и энер
гией Ее в области изменён
ной концентрации ионов c(r), 
создавших потенциальную 

яму V(r) 

и энергия электрона Ее понижается 
(рис. 1 6 . 1 . 1 ) . 

Если понижение энергии электро
на превышает увеличение энергии по
движных ионов, связанное с возникно
вением флуктуации, то возникновение 
флуктуации с локализованным в ней 
электроном становится термадинамиче
ски выгодным .  При этом изменение 
ионной конфигурации становится ста
ционарным .  Такого типа образование 
большого радиуса, в котором электрон 
локализуется вблизи флуктуации кон 
центрации ионов (или, в общем слу
чае, какого-либо параметра среды) ,  и 
своим полем поддерживает стационар
ность этой флуктуации, и называется 
фл.уктуоном. Таким образом , флуктуо-
ны можно рассматривать как связанные 

автолокализованные состояния электрона и флуктуации состава. 
Во внешнем электрическом поле флуктуон может перемешаться 

в жёсткой подрешётке как целое, образуя узкую флуктуационную 
энергетическую зону, и участвовать в переносе заряда .  Поскольку во 
флуктуонах электроны находятся в связанном состоянии, флуктуонная 
зона расположена ниже дна электронной зоны проводимости подобно 
тому, как примесная зона в обычных полупроводниках расположена 
в заnрещённой зоне. Далее будет показано, что флуктуационные состо
яния отделены от зонных состояний электронов потенциальным барье
ром, так что в системе могут одновременно находиться и флуктуоны 
и зонные электроны .  

В жидких или твёрдых полупроводниковых растворах флуктуон 
образуется вблизи области повышенной концентрации одной из компо
нент, с ионами которой электрон взаимодействует наиболее сильно . По
этому образующийся кластер состоит преимущественно из атомов од
ного сорта . Образование флуктуонов термадинамически выгодно лишь 
в ограниченной области температур . Обычно переход электронов во 
флуктуационные состояния происходит в узком интервале температур 
и проявляется как размытый фазовый переход в электронной системе. 

1 6. 1 . 1 .  Бифлуктуоны. При малой концентрации флуктуоны об
разуют nочти идеальный ферми-газ. При повышении концентрации 
в результате взаимодействия могут образоваться комплексы, содержа
щие два электрона - бифлуктуоны. В отличие от одноэлектронных 
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флуктуонов со спином 1 /2, подчиняющихся статистике Ферми-Дирака , 
бифлуктуоны в S-состоянии имеют спин, равный нулю, и являются 
бозонами. 

Необычным примерам флуктуонов являются заряженные частицы 
в жидком гелии . Вокруг положительного заряда образуется область 
твёрдого гелия , а вокруг отрицательного - сферическая полость , внут
ри которой располагается электрон . Радиус положительного флуктуона 
в жидком гелии составляет приблизительно 0 ,7 нм , а отрицательного 
(сферической полости) - около 2 нм . Структура гелия вокруг заряжен
ных частиц установлена экспериментально. 

Возникновение флуктуонов nриводит к резкому изменению всех 
электронных свойств системы : электропроводности , гальваномагнит
ных и термамагнитных характеристик, спектров оптического поглоще
ния, теплоёмкости и теплопроводности. 

16 . 1 .2 .  Флуктуоны в бинарных растворах. В качестве простей
шего примера рассмотрим бинарные растворы Х - У  (твёрдые или 
жидкие) с одинаковыми атомными объёмами v компонентов Х и У. 
Состояние раствора оnисывается заданием концентрации c(r ) , которая 
в области флуктуона значительно отличается от среднего значения ео = 
= Nx/N, где N = Nx + Ny , Nx и Ny - числа атомов сортов Х и У 
в растворе. 

Создание неоднородного распределения концентрации c(r) - с0 при
ведёт к увеЛичению термодинамического потенциала Ф. Увеличение 
термодинамического потенциала Ф раствора в области флуктуона мож
но рассчитать как минимальную работу R, необходимую для созда
ния ,обратимым путём соответствующего распределения концентрации. 
Будем считать , что флуктуон создаётся nерераспределением компонен
ты Х в растворе. При nлавном изменении c(r) 

R = f [cp[c(r)] - ср[ео] - ;: [c(r) - с0] + ;З(�с)2 ] dr, ( 1 6 . 1 . 1 ) 

где r.p[c] - плотность термодинамического потенциала раствора . Пред
последний член в формуле ( 1 6 . 1 . 1 )  учитывает изменение потенциала 
в результате nерерасnределения атомов сорта Х , при котором их общее 
число остаётся неизменным (эти атомы переносятся к флуктуону из 
удалённой области с концентрацией с0) , а последний член учитывает 
изменение потен циала за счёт неоднородности концентрации, (3 -
некоторый коэффициент. 

Будем отсчитывать энергию от дна зоны проводимости идеального 
кристалла, пренебрегая размытнем границ зоны , возникающем в ре
зуЛьтате неоднородностей . Для простоты примем, что положение дна 
зоны линейно зависит от концентрации комnоненты Х. Тогда потенци
альная энергия V(r) электрона в области флуктуона 

V(r) = G[c(r) - со] , ( 1 6 . 1 .2) 
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где G - некоторая постоянная . 
Если V(r) < О и возникающая потенциальная яма достаточно 

широка , то электрон локализуется в ней и его энергия Ее < О 
(см .  рис. 1 6 . 1 . 1 ) .  Изменение термодинамического потенциала системы 
при переходе электрона со дна зоны проводимости во флуктуационное 
состояние в первом приближении равно I = R + Ее . 

Изменение термодинамического потенциала �Ф раствора, вол
новая функция ф (r) локализованного электрона ( /ф(r) / 2  определяет 
электронную плотность в точке r) и изменение концентрации c(r) - со 
при образовании локализованного флуктуона определяются из условия 
минимума функцианала I[ф(r) ,  c(r)] по ф(r) и c(r) : 

�Ф = min J [·ф , c] .  ( 1 6. 1 .3) 
-ф,с 

Для квадратичного закона дисперсии электрона с эффективной 
массой т* можно записать 

I[ф, с] = Ее + R = 2�:. J /У'Ф[2 dr + G J [c(r) - Со] /У'ф [2 dr + R[c(r)] 
( 1 6 . 1 .4) 

Энергия электрона Ее является суммой кинетической и потенци
альной энергий (первые два слагаемых в формуле ( 1 6 . 1 .4) ) .  Найдём 
минимум J [ф, с] по c(r) при фиксированном ф(r) . Подставляя ( 1 6. 1 . 1 )  
в ( 1 6 . 1 .4) и дифференцируя , получим 

8
8
(
1

) = 8cp[c(r)] - 8ср[со] - ;3�c(r) + G ['Ij;(r) [ 2 = 0. ( 1 6 . 1 . 5) с r 8c(r) 8со 
Уравнение ( 1 6. 1 .5) оnисывает распределение концентрации c(r) как 

функцию ·ф (r) в эффективном поле G[ф(r) / 2, создаваемом автолока
лизаванным электроном . Решая уравнение ( 1 6. 1 .5) для конкретной 
зависимости cp[c(r)] , можно найти функцию c[cp (r) ]  в явном виде (при 
малых градиентах концентрации членом -;3�c(r) можно пренебречь) .  

Основному состоянию флуктуона соответствует сферически сим
метричная волновая функция ·ф (r ) .  Поэтому J[ф] можно рассматривать 
как функционал от функции только одной переменной . Минимум тако
го функцианала можно найти численно или nрямыми вариационными 
методами .  

Одной из особенностей флуктуонов является то, что зонные и флук
туонные электронные состояния разделены потенциальным барьером 
и могут существовать независимо (одновременно) . Чтобы это показать, 
рассмотрим качественно упрощённую модель флуктуонов, образую
щихся в идеальных растворах, в которых можно пренебречь прямым 
взаимодействием атомов или спинов в отсутствие электрона . Будем 
считать , что флуктуону соответствует прямоугольная потенциальная 
яма глубиной U0 размером 2тФ , где тФ - эффективный радиус флук
туона (см .  далее ( 1 6. 1 . 1 5) ) . Энергетические уровни электрона в потен
циальной яме можно найти из условия квазиклассического квантова-
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ния - кратности длины волны де Бройля электрона Л и 2тФ : 2тФ = п* Л, 
, что приводит к выражению 

(Е ) = r,2k2 = 2h2кz 
= 

к2r,2 (п* )2 * 1 
3 

е 1t 2 * * , 2 2 * 2 
' n = ' 2 , ' . . . т т л rn rФ ( 1 6 . 1 .6) 

Флуюуонные состояния могут существовать только при Ее < О. 
Изменение термодинамического потенциала 1[1/;] можно оценить по 
формуле ( 1 6 . 1 .5 ) .  Для идеального твёрдого раствора (приближённо 
и для жидкого ,) плотность термодинамического потенциала равна 
(при {3 = О) 

ip(c) = kвТ [c ln c + ( l - с) ln ( I  - с) ] . v ( 1 6 . 1 . 7) 

Здесь v - объём, приходящийся на один ион или атом раствора. 
Подставляя ( 1 6 . 1 . 7 )  в ( 1 6 . 1 .5 )  найдём стационарное распределение 
концентрации компоненты Х в поле локализованного электрона внутри 
флуктуона :  

с�) = � . ( Gv IФ(r) l 2 ) С{) + ( 1  + со) ехр kвТ ( 1 6. 1 .8 ) 

Функционал ( 1 6  . 1 .4) ,  минимум которого определяет равновесные 
характеристики флуктуона, как следует из ( 1 6. 1 . 1 ) , ( 1 6 . 1 . 7 ) ,  ( 1 6 . 1 .8) ,  
имеет вид 

r,z 
f 

2 
/['ф] = 2m* 

/V'�;(r) / dr - Gco -kвТ 
I [ 

Gv 2 
J - ----;- lп 1 - со + со ехр (- kвТ I'Ф (r) l ) dr. ( 1 6 . 1 .9) 

Минимум функцианала ( 1 6. 1 .  9) можно найти вариационным мето
дом, использовав какую-либо аппроксимацию для волновой функции 
·ф (r) . Простейшей аппроксимацией является волновая функция осцил-
ля тора 

(2а )З/4 1/;(т) = --;- ехр ( -ат2) .  ( 1 6 . 1 . 1 0) 

Такая волновая функция является точной для основного состо
яния (n = 1 )  осциллятора, но даёт завышенное значение для �Ф 
(см . ( 1 6. 1 .3 ) )  для электрона во флуктуационной яме. Однако, как 
показывает численный анализ, ошибка в вычисленных с помощью 
функции ( 1 6 . 1 . 1  О) физических величинах не превышает нескольких 
процентов . Выражение для термодинамического потенциала J[·ф] после 
Подстановки ( 1 6 . 1 . 1 0) в ( 1 6 . 1 .9) сводится к функции одной перемен
ной а, обратно пропорциональной эффективному объёму флуктуона: 

1[1/;] = J(a) = -Gco + 4� [в ( kвТ)2/З а2/З + bfl (a) ] , ( 1 6. 1 . 1 1 ) 
Зу к G а 
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Gv ( 21Га )312 
а = kвТ 
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Ь = � 
1 - С() , 

а 
( 1 6. 1 . 1 2 )  

ft (a) = J е-х 
1 + Ье х 

о 
( а)З/2 ln ;;  dx. ( 1 6 . 1 . 1 3) 

Энергия электрона Ее = Ее (а) , и ,  очевидно, что о флуктуонных 
состояниях электрона можно говорить только при Ее < О. Для того , 
чтобы вклад стационарного изменения концентрации ( 1 6 . 1 .8) превышал 
вклад флуктуационных изменений ,  и для возможности пренебрежения 
вкладом возбуждённых состояний электрона во флуктуационной яме, 
должно выполняться условие 

-Ее » kвТ. ( 1 6. 1 . 1 4) 

Стационарное состояние электрона определяется минимумом функ
ции I (a) (см . ( 1 6 . 1 . 1 1 )) .  Анализ формулы ( 1 6 . 1 . 1 1 )  показывает, что при 

малых а величина I(a) "' а213. Таким обра-
J(а) 7'1 зом, l(a) в области малых а всегда рас

Тз 

Рис. 1 6 . 1 .2 .  Зависимости 
функцианала I (a) в иде
альном растворе при раз
ных температурах 7'1 > 

> 1'z > 1'з > 1'4 

тёт независимо от температуры . При до-
статочно высоких температурах такой рост 
происходит при любых а,  как показано на 
рис. 1 6 . 1 .2 .  Если Ее (а) > О, то флуктуонные 
состояния отсутствуют и элеюраны нахо
дятся в зонных состояниях. При поиижении 
температуры от Т1 до Т2 на зависимости 
I(a) появляется минимум, который лежит 
выше оси абсцисс. Теперь наряду с зонны
ми  электронами ,  которым соответствует зна
чение а = О и бесконечно большой радиус 
волновой функции, появляются флуктуоны, 
но в метастабильном состоянии .  При некото
рой температуре Т3 минимум I(a) касается 
оси абсцисс, д.Ф = О  и электроны переходят 

во флуктуонные состояния .  При дальнейшем поиижении температуры 
в идеальном растворе д.Ф продолжает понижаться . 

Из условия дl(а)/да = 0  определяется значение параметра а, при 
котором функционал ( 1 6 . 1 . 1 1 ) имеет минимум и средняя интегральная 
ширина (эффективный радиус флуктуона rФ) распределения электрон-
ной плотности (� 1rr� IФ I2 = 1 ) _ ( 3Gv ) l /З 

Тф - 41ГkвТа 
. ( 1 6. 1 . 1 5) 

Отсюда безразмерный параметр а (см. ( 1 6. 1 . 1 2) )  выражается следу
ющим образом: 

( 1 6 . 1 . 1 6) 
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Особенностью флуктуонов в идеальных растворах является резкое 
изменение концентрации одной из компонент в области локализации 
электрона. Так как потенциальная энергия электрона во флуктуоне 
(см. ( 1 6 . 1 .2) , ( 1 6 . 1 .4)) 

V(r) = G [c(r) - со] ! Ф(r) ! dr J 2 ( 1 6. 1 . 1 7) 

отрицательна, то при G > о с( О) « Со и v,пiп (О) rv -Gca ,  а при G < О, 
наоборот, с(О) » с0 и V,пiп (О) "' Gco . Таким образом , глубина потенци
альной ямы флуктуона ограничена значением изменения концентрации 
компоненты Х, равным со . 

Поскольку флуктуонные состояния отделены потенциальным барье
ром от зонных, образование ф.пуктуонов в твёрдых растворах проис
ходит достаточно медленно. Значительно легче флуктуоны образуются 
в жидких растворах, в которых подвижность атомов больше. 

16. 1 .3 .  Термодинамический потенциал системы движущихся 
флуктуонов. Выражения ( 1 6 . 1 .3)-( 1 6 . 1 .5) приведены для фиксиро
ванного распределения плотности c(r ) ,  соответствующего минимуму 
термодинамического потенциала. Однако �Ф может иметь почти такие 
же значения, лежащие в интервале rvkвT, при различных близких 
функциях c(r), соответствующих вариациям формы флуктуона. Эти ва
риации должны дать вклад в сумму состояний и в термодинамический 
потенциал , который учитывается добавлением слагаемого -kвTlnrJ 
к �Ф. Величина 77 пока не определена, но можно ожидать, что 71 слабо 
зависит от температуры и, видимо, 17 � 1 .  

Расчёт термодинамического потенциала был проведён выше для 
неподвижного флуктуона, находящегося в определённой области про
странства. Необходимо ещё учесть возможность трансляционного дви
жения флуктуона. Для обычной системы частиц учёт их трансляци
онного движения сводится к учёту вклада в сумму состояний кине
тической энергии частиц .  Так как флуктуоны не имеют длины сво
бодного пробега (эффективная длина пробега меньше их радиуса) , 
вклад в термодинамический потенциал , обусловленный их движением, 
можно определить, рассматривая все возможные перестановки центров 
флуктуонов по N ячейкам .  Если число флуктуонов равно nf' , то вклад 
в термодинамический потенциал Ф системы n f флуктуонов, обуслов
ленный трансляционным движением и вариациями формы, будет 

rJN Ф = nf�Ф - щkвT ln - . 
ni 

( 1 6 . 1 . 1 8) 

Как уже упоминалось, флуктуонные состояния электронов отделе
ны от зонных потенциальным барьером . Наличие барьера приводит 
к тому, что эти состояния могут существовать одновременно (одни 
из них в метастабильном состоянии) .  Можно найти отношение n t)Ne 
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(Ne - число зонных электронов ) .  Термодинамический потенциал зон
ных электронов равен 

( 1 6 . 1 . 1 9) 

Здесь mьs - зонная масса электрона, Nv - объём кристалла. В со
стоянии равновесия при переходе электрона из зонного состояния во 
флуктуонное суммарный термодинамический потенциал должен оста
ваться неизменным Ф + Фе = const . Отсюда следует, что дФ /дnf = 
= -дФе/дNе . Из последнего условия находим 

'1)( Ь.Ф nf = Ne 2 ехр kвТ ' ( 1 6 . 1 .20) 

где безразмерный  параметр 

и 

( = ( 21r1i2 )3/2 "' ( д.  Е )3/2 
mь,kвTv213 kвТ 

В кристаллах /J.E является шириной зоны проводимости. 

§ 1 6.2 .  Подвижность флуктуонов 

( 1 6 . 1 .2 1 )  

( 1 6 . 1 .22) 

Поляраны большого радиуса (см. гл . 1 2) имеют значительную длину 
свободного пробега и на длине свободного пробега между последова
тельными актами рассеяния на дефектах или фононах движутся прямо
линейно . В отличие от поляронов у флуктуонов длина свободного про
бега оказывается меньше их размеров . Это означает, что флуктуоны не 
обладают обычным механизмом подвижности. Вместе с тем для флук
туонов не справедлив и обычный прыжкавый механизм проводимости, 
как у поляронов малого радиуса .  Движение флуктуонов обусловлено 
специфическим механизмом подвижности , при котором в результате 
диффузии ионов (атомов) или вязкого течения в среде происходит 
согласованное перемещение локализованного электрона и окружающей 
его области изменённой концентрации .  

Для расчёта подвижности флуктуонов можно использовать гидро
динамический подход, в котором вычисляется энергия, диссипируемая 
в среде при поступательном движении флуктуона. Рассмотрим флукту
он в идеальном растворе, движущийся поступательно со скоростью V. 
Движению флуктуона соответствует перемещение области изменённой 
концентрации c(r - Vt) , связанное с диффузионными потоками в сре
де . Форма этой области несколько отличается от формы неподвижного 
флуктуона eo(r) . В системе координат, движущейся вместе с флук-
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туоном, распределение концентрации c(r) стационарно и описывается 
уравнением 

V'Vc(r) = -v div Ix . c(r = оо) = с0 , ( 1 6 .2 . 1 )  

где V' - скорость среды в движущейся системе координат, Ix -
диффузионный поток ионов (атомов) сорта Х. Вообще говоря, V' 
зависит от r ,  но если ограничиться твёрдыми растворами внедрения 
или жидкими растворами ,  в которых плотность и вязкость не зависят 
от состава, то можно пренебречь вязкими потоками в среде .  Тогда 
V' = -V = const , а диффузионный поток пропорционален градиенту 
разности химических потенциалов fl·X - JLy атомов Х и У :  

Ix = -L\l (Jtx - JLY ) . ( 1 6 .2 .2) 

Если пренебречь для простоты зависимостью коэффициента L от 
концентрации с и электронной плотности IФ I2• то его можно выразить 
через коэффициент взаимной диффузии D вдали от флуктуона: 

L = Dco ( 1 � со) ( 1 6  2 3) vkвT · · · 
Тогда уравнение ( 1 6 .2 . 1 )  можно переписать в виде 

) 
Deo (  1 � со) ( ) V\7c0(r = - kвТ .6. 11х - Jly . ( 1 6 .2.4) 

Линеаризация по V(r) последнего уравнения привела к замене c(r) 
на c0 (r) . Диффузия при движении флуктуона является необратимой 
и сопровождается диссипацией энергии. Количество энергии, которое 
передаётся в единицу времени от движущегося флуктуона среде, равно 

Q = J Ix \l(JLx - JLY )  dr = 

J 1 ( ) 12 Dco ( 1 � co) J I ( 
) l 2  

= L \7 JLX - JLY dr = vkвT \7 JLX - JlY rlr. ( 1 6 .2 .5) 

Таким образом , Q "' V2. Чтобы флуктуон двигался , он должен 
получать энергию Q извне, от внешнего электрического поля Е. Запи
сывая Q в виде Q = eEV = eV2 /и, где и - подвижность флуктуона 
(V = иЕ) , можно выразить подвижность флуктуона через энергию Q: 
и =  cV2/Q.  Интеграл в ( 1 6 .2 .5) можно рассчитать с использовани-

1 ем ( 1 6 .2 .4) и ( 1 6 . 1 .8) , ( 1 6 . 1 . 1 5) .  Тогда для 11 находим 

где 

!2 (а) = 2ео( 1  � с{)) 
Зfi 

eD eD 'U ::::: Г'-.J --
f2 (a) kвTn kвTn ' 

= 
fa dx r;;:r;;\(:!:) ( 1 � е- х  _ . )2 

х V ш \-;:) 1 � са + са е " 
о 

( 1 6 .2 . 6) 

( 1 6.2. 7) 
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Величина а определяется формулой ( 1 6. 1 . 1 2) .  Число ионов (атомов) 
n во флуктуоне определяется соотношением 

( 1 6 .2 .8) 

Напомним ,  что v - объём, приходящийся на один ион или атом 
раствора . Подвижность ионов в электролитах имеет порядок eD/kвT. 
Подвижность флуктуонов оказывается в n раз меньше. Например, 
при с0 = 1 /2, Т ;:::: 300 К ,  n ;:::: 1 000, D ;:::: 1 0-4 см2/с величина и ;:::: 
;:::: 1 0-з см2 /Вс. Столь малое значение подвижности связано с диффу
зионным механизмом движения флуктуонов . 

§ 1 6.3. Эффективная масса флуктуона 

Как уже указывалось, флуктуоны не имеют длины свободного про
бега . Поэтому эффективная масса флуктуона в постоянных внешних 
полях не может входить в его кинетические характеристики. Одна
ко, при движении флуктуона в переменных полях высокой частоты 
инерционная сила, определяемая эффективной массой т*, может ока
заться порядка диссипативной . Эффективная масса флуктуона mj 
определяется динамикой изменения концентрации внутри флуктуона, 
т. е .  зависимостью c(r) от скорости его движения V (см . ( 1 6 .2 .4)) .  Для 
идеальных растворов при с0 = 1 /2  из расчёта следует, что 

* v2/З kвТп5fЗ rn1 "' 
D2 ( 1 6 .3 . 1 )  

где n - число атомов (ионов) в о  флуктуоне, D - коэффициент диф
фузии .  В уравнении движения флуктуона в переменнам электрическом 
поле 

* дV е V Е m1- + - = е  дt и 
( 1 6 .3 .2) 

первый член определяет инерционную силу, второй - си.пу трения, 
связанную с рассмотренными ранее процессами  диссипации энергии . 
Сила инерции становится сравнимой с силой трения при частотах 

( 1 6 .3 .3) 

Подставляя сюда выражения для mj ( 1 6.3 . 1 )  и для и ( 1 6 .2 .6) ,  находим 

D 
(J) r-J � · (vn) 

( 1 6 .3 .4) 

При D "' 1 о-4 см2 /с, v "' 1 о-23 см-3 частота оказывается равной 
1 09 Гц . 
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§ 1 6.4. Влияние флуктуонов на свойства 
полупроводников 

16.4. 1 .  Электропроводность .  Рассмотрим вначале собственный 
полупроводник. Энергию будем отсчитывать от дна зоны проводимо
сти . Положение флуктуонного уровня зависит от температуры. При 
температуре Т < Тз (см. рис . 1 6 . 1 .2) уровень с энергией Ее находится 
ниже дна зоны проводимости, как показано на рис. 1 6 .4 . 1 .  Чтобы 
рассмотреть все возможные ситуации, будем счи
тать, что при достаточно низких температурах (на
пример Т =  Т4 , см. рис. 1 6 . 1 .2) IEe l  > Eg. В то же 
время температура т4 должна быть достаточной для 
образования флуктуона. При Т = Т4 образование 
флуктуонов происходит за счёт электронов, находя
щихся около потолка валентной зоны .  Поэтому при 
увеличении числа флуктуонов число дырок в ва
лентной зоне растёт. 

Поскольку подвижность флуктуонов очень низ
кая, то изменение электропроводности будет опре
деляться изменением числа носителей тока. Если 
увеличение числа носителей тока скомпенсирует 
уменьшение подвижности части из них в связи 
с переходом во флуктуонное состояние, то электро
проводность увеличится . При повышении темпера
туры флуктуонный уровень приближается ко дну 
зоны проводимости, что должно привести к необыч
ному для полупроводников уменьшению проводи
мости при росте температуры. 

Когда флуктуонный уровень движется вверх 
в запрещённой зоне (см. рис. 1 6.4. 1 ) , генерация 
электронов на этот уровень из валентной зоны 

Т < Тз 

Рис. 1 6 .4 . 1 . Воз-
JVюжное положе
ние флуктуонных 
уровней в полу
проводнике при 
двух разных теJVI
пературах: Т < Тз 
(см . рис . 1 6  1 . 2) 

и Т1 

уменьшается, что приводит к уменьшению концентрации свободных 
дырок . Одновременно увеличивается число переходов электронов из 
зоны проводимости в связанные флуктуонные состояния, что приводит 
к уменьшению концентрации зонных электронов . В результате умень
шения концентрации носителей тока, так как подвижность флуктуонов 
мала, электропроводность уменьшится. Соответственно, должны каче
ственно измениться все гальваномагнитные и термамагнитные харак
теристики полупроводника. 

В компенсированных полупроводниках образование флуктуонов при 
Т < Тз не влияет на концентрацию зонных электронов и не изменяет 
температурных зависимостей сопротивления . 

Рассмотрим теперь примесный  полупроводник с мелким донор
ным уровнем Ед (рис. 1 6 .4.2) . Это полупроводник п-типа, и, если не 
учитывать тепловую генерацию электронов из валентной зоны ,  его 
свойства определяются соотношением концентраций флуктуонов n r  
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и донорных центров Nд. При Nд < nf образование флуктуонов должно 
понижать электропроводность, так как зонные электроны перейдут во 

Е и 

Рис:. 1 6 .4 .2 .  При-
мес:ный полупро-
водник с донор
ным Ед и флук
туонным Ее уров-

н я ми 

флуктуонные состояния .  При Nд > nf влияние 
флуктуонных состояний на электропроводность бу
дет очень небольшим. 

Образование флуктуонов должно также влиять 
на прыжковую проводимость в примесной зоне . Ес
ли в системе примесных центров возможен переход 
во флуктуонное состояние, то он должен сопровож
даться усилением степени локализации электронов, 
сжатием их волновых функций и пониженнем энер
гии связанных состояний .  В результате вероятность 
прыжков понижается, а энергия активации повы
шается, что может привести к практически полному 
подавлению прыжкавой проводимости. 

16.4.2.  Взаимодействие флуктуонов с элек
тромагнитным излучением. Во флуктуонной по
тенциальной яме может находиться не только ос
новное 1 s состояние, но и возбуждённое, например 
2р. Под действием инфракрасного облучения воз
можны переходы между этими состояниями, при-
водящие к появлению новых полос в оптическом 

спектре поглощения. Экспериментально оказывается, что наиболее ин
тенсивная полоса соответствует переходу 1 .s-2p. Её максимум находит
ся в области энергий Гtw15__,2P ;:::::: (0, 1 -О,З)G (см . ( 1 6 . 1 .2) ) .  

Из-за того , что одному и тому же состоянию флуктуона соответ
ствуют различные распределения ионов (атомов) ,  полоса поглощения 
будеТ ШИрОКОЙ. В ИдеаЛЬНЫХ раствораХ ШИрИНа ЛИНИИ О ;:::::: W\s---+2p/ yn 
при Т ;:::::: Тз . 

Должна также появиться широкая полоса, связанная с переходом 
электронов из флуктуонных состояний в зону проводимости . Если 
время обратного перехода электрона из зонного во флуктуонное состо
яние велико, то должно наблюдаться возрастание фотопроводимости 
во времени .  



Г л а в а  1 7  
АВТОЛОКАЛИЗОВАННЫЕ СОСТОЯНИЯ 

НОСИТЕЛЕЙ ТОКА 

В МАГНИТНЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ 

§ 1 7  . 1 .  Спин-поляроны 

Сильное взаимодействие носителей тока с магнитной подсистемой 
в магнитных полупроводниках приводит к тому, что спин зонного 
электрона (S = ± l /2) и спины S внутренних (d, f) незаполненных 
оболочек атома образуют единый спин, равный S + l /2 при А > О 
и S - l /2 при А <  О, где А - обменный интеграл между зонными (s , р) 
электронами и электронами внутренних незаполненных (d, f) оболочек 
атома (см. формулу ( 1 5 .2 . 1 4) )  Так как электрон может переходить 
с атома на атом, то величина спина каждого атома не является фик
сированной и зависит от того, находится ли на нём зонный электрон 
или нет. 

Рассмотрим вначале самый простой случай - ферромагнитный по
лупроводник. Обозначим обменный интеграл (d, f)-(d, f) соседних ато
мов через J. В ферромагнитной решётке (J > О) при Т =  О все спины 
(и ,  соответственно, магнитные моменты) ориентированы параллельна 
и образуют спиновую решётку с величиной спина у атома S. Когда 
электрон находится на одном из атомов , спин последнего становится 
равным S + l /2 (при А >  О) или S - l /2 (при А <  0) . Поэтому дви
жение электрона в кристалле сопровождается движением изменённой 
величины спина атомов. Заметим ,  что при движении электрона в ре
шётке суммарная проекция спинов на направление намагниченности 
должна сохраняться, а взаимная ориентация спина отдельного атома 
и связанного с ним зонного электрона должна соответствовать знаку 
обменного интеграла А. 

При идеальном ферромагнитном упорядочении спины всех атомов, 
независимо от того, есть ли на них электроны проводимости или 
нет, направлены одинаково, и переходы зонных электронов с атома 
на атом изменяют лишь длину векторов магнитных моментов атомов, 
не изменяя их направления . Такое движение электронов эквивалентно 
движению по кристаллу изменённых значений спинов S± 1 /2 .  Связан
ное электрон-спиновое состояние можно рассматривать как некоторую 
квазичастицу, для которой Э. Л. Нагаевым было предложено название 
спин-полярон. 
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Рассмотрим теперь спиновую решёп<у с антиферромагнитным упо
рядочением . Пусть А > О. Это значит, что энергетически выгодна 
параллельная ориентация спинов электронов и атомов. Поэтому при 
переходе электрона между атомами с противоположной ориентацией 

IV II  IV 
а 

С'-1 �2 

tf) l  1 1 1 
II  

б 

спина должны выполняться два 
условия : во-первых, должен сохра
няться суммарный спин в направ
лении антиферромагнитного упоря
дочения ,  т. е. сохраняться величина 
проекций спинов двух соседних ато
мов и электрона на это направление. 
На рис. 1 7. 1 . 1 ,  а изображены атомы 
I и II со спинами S и -S и спин 

р 17 1 1 и электрона на атоме 1, равный 1 /2 .  ис .  . . . зменение спинового 
состояния двух атомов I и II  (а) Проекция этих спинов на направ-
при переходе с одного атома на ление намагниченности равна 1 /2 .  
второй электрона с о  спином 1/2 (6) После перехода электрона с атома 

I на атом I I  эта проекция должна 
сохраняться, т. е .  проекция суммарного спина на атоме I I  должна 
быть -S + 1 /2 .  Во-вторых, из условия минимума энергии абсолютное 
значение спина атома П должно быть S + 1 /2 (так как А >  0) . 

Выполнение этих двух условий возможно лишь ,  если полный спин 
атома II повернётся на некоторый угол относительно первоначального 
положения (рис. 1 7. 1 . 1 ,  б) . Но такой поворот спина атома li после 
перехода на него электрона приводит к увеличению обменной энергии 
межатомного взаимодействия , минимуму которой соответствует анти
параллельная ориентация спинов соседних атомов. Поэтому перескоки 
электрона между атомами антиферромагнитной решётки возможны 
лишь при условии ,  что обменная энергия А достаточно велика по срав
нению с энергией межатомного взаимодействия .  Эффективная масса 
спин-поляронов превышает массу электрона и их образование должно 
приводить к сужению зоны проводимости и образованию узкой спин-
поляроиной зоны .  

§ 1 7.2 . Квазиосцилляторные состояния 
носителей тока в магнитных полупроводниках 

1 7 .2 . 1 .  Энергия и эффективные массы зонных электронов 
в магнитных полупроводниках. При рассмотрении этих состояний 
удобно пользоваться некоторыми понятиями зонной теории твёрдых 
тел. В модели сильной связи N-кратно вырожденный (N - число 
атомов в решётке) энергетический уровень электрона в атоме в кри
сталлической решётке расщепляется на N квазинепрерывных уровней , 
образующих энергетическую зону (рис. 1 7.2 . 1  ) .  

Обозначим ширину зоны через W. Если отсчитывать энергию от 
энергии электрона в изолированном атоме, то энергия электрона на 
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дне зоны будет равна -W /2. При делокализации 
электрона его кинетическая энергия понижается 
в соответствии с соотношением неопределённо
сти 6.х6.р "' 'h: чем больше flx,  тем меньше энер
гия электрона (6.p)j2m*. Зависимость энергии 
электрона в зоне от квазиимпульса в простейшем 
случае для цепочки атомов с периодом а приве
дена на рис. 1 7.2 .2 (см. рис . 6 .7. 1 ) .  

В модели слабой связи ширина зоны W опре
деляется из соотношения 

Е 

Рис. 1 7.2 . 1 .  Образо
вание зоны шириной 
W в кристалле из 

( 1 7.2 . 1 )  атомных уровней 

Множитель J2 в знаменателе учитывает уменьшение ширины зоны 
в результате дисперсии .  Из формулы ( 1 7.2 . 1 )  следует, что 

2Vz a2W a2W 
т* = (1Гn)2 

::::::: 
Зn2 . 

( 1 7.2 .2) 

Эффективная масса электрона вблизи дна зоны проводимости об
ратно пропорциональна ширине зоны .  

В трёхмерном координатном пространстве для реальных кристалли
ческих решёток удобно ввести параметр В. Когда импульс изменяется 
в пределах первой зоны Бриллюэна, энер
гия изменяется от -Z JB I  до Z JB J ,  где Z -
координационное число, определяющее чис
ло ближайших соседей у каждого атома 
в решётке (см. гл . 3 ) .  Для простой куби
ческой решётки Z = 6. Параметр В связан 
с шириной зоны соотношением 

W = 2ZJB J .  ( 1 7.2 .3) 

Для простой кубической решётки 

1 ,...." a22Z [B [  _ 4а2 [В [  
т* ,..._, 3 tr2 - -----,;г-

( 1 7.2 .4) 

Взаимодействие между носителями тока 
и локализованными магнитными момента
ми атомов в решётке полупроводника при-

Е 

2rn* 

о р 
а 

Рис. 1 7.2 .2 .  Зависимость 
энергии Е электрона от 
квазиимпульса р для це
почки атомов с периодом а 

водит к тому, что, во-первых, энергия носителей тока становится 
зависящей от магнитного порядка ,  и, во-вторых, изменяется сам маг
нитный порядок при движении носителей тока в кристалле. Поскольку 
такое взаимодействие во многих случаях сильно понижает энергию 
системы решётка - носитель тока, то оно может приводить к обра
зованию устойчивых связанных состояний ,  в которых электрон (или 
дырка) локализуются в ограниченной области пространства . 
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Рассмотрим взаимодействие электрона с жёсткой, недеформируе
мой системой упорядоченных магнитных моментов. Энергия обменно
го взаимодействия электрона в зоне проводимости (s- , р-электроны )  
с магнитными моментами атомов, обусловленными незаполненными d- , 
!-оболочками ,  определяется величиной AS, где А - интеграл обменно
го sd-взаимодействия, S - суммарный спин внутренних d- и !-оболо
чек. При А > О энергетически выгодна параллельная ориентация спина 
s-электрона и спина d- и !-оболочек, т. е .  при такой ориентации спина 
электрона энергия системы понижается. Антипараллельная ориентация 
спинов энергетически невыгодна , так как приводит к увеличению энер
гии системы. 

В ферромагнетике все магнитные моменты атомов ориентированы 
параллельно . Л1инимальной энергии соответствует параллельная ори
ентация магнитного момента s-электрона по отношению к магнитным 
моментам атомов . При этом энергия системы понижается в результате 
sd-обменного взаимодействия на величину порядка AS. При А < О 
устанавливается антипараллельная ориентация, которая также соответ
ствует минимальной энергии системы.  

В антиферромагнетике магнитные моменты решётки ориентированы 
антипараллельно. Поэтому электрон проводимости, двигаясь в решёт
ке , в любой момент времени взаимодействует одновременно с атомами, 
у которых магнитные моменты направлены параллельна и антипарал
лельно спину электрона . 

В результате этого, при взаимодействии с одними атомами энергия 
понижается, а с другими - повышается . Если электрон движется 
настолько быстро, что не успевает переориентироваться, то при таком 
движении энергия системы остаётся неизменной .  В результате малых 
вариаций ориентации спина электрона при движении средняя энергия 
понижается на величину второго порядка малости A2S2 jW, где W -
ширина зоны проводимости . Эта энергия существенно меньше, чем 
энергия обменного взаимодействия электрон-решётка в ферромагнети
ках. В результате энергия электрона в антиферромагнетике существен
но выше, чем в ферромагнетике . Расчёт даёт следующее выражение 
для минимальной энергии электрона проводимости в антиферромагне
тике в предположении, что электрон не влияет на магнитный порядок 
в кристалле: 

( 1 7.2.5) 

При W » АВ 

При A2S2 = О  энергия Ernin = -W/2, что соответствует энергии элек
трона на дне зоны проводимости (см. рис . 1 7.2 . 1 ). Из формулы ( 1 7.2.5) 
следует, что в антиферромагнетике энергия электрона за счёт sd-об
мена при W » AS понижается дополнительно относительно величины 
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-W/2 на A2S2/4W, что согласуется с приведённой выше качественной 
оценкой . В то же время энергия электрона в ферромагнетике при 
AS » W составляет ""AS/2. При vV » AS выполняется неравенство 
A2S2 /4W « AS/2, т. е . AS/2W « 1 .  

Н а  самом деле электрон при своём движении по кристаллу изменя
ет магнитный порядок и это может сильно понизить энергию системы .  
Зависимость энергии электрона о т  магнитного порядка приводит к то
му, что при движении электрона магнитный порядок в nримыкающей 
к нему области может изменяться . Такое изменение может приводить 
к образованию двух типов связанного состояния электрона: квазиос
цилляторному и ферронному. 

1 7 .  2. 2. Квазиосцилляторное состояние электрона в антифер
ромагнитном (А < О) полупроводнике. Качественную картину ква

зиосцилляторного состояния в антиферромагнетике можно предста
вить следующим образом . При А < О минимуму энергии соответствует 
антипараллельная ориентация спинов sd-электрона и атома. Пусть 
вначале электрон находится на атоме с координатами (0, 0) , как это 
изображено на рис . 1 7.2 .3 ,  а ,  и антиферромагнитное состояние не нару-
шено. 

t � t 

-+-Н � + --�, � -+(f'(f-H1t о о - ff,rtl о 1 
- 1  t f t - 1  t � t - 1  t � t t 1 1 1 

- 1  о 2 3 - 1  о 2 3 - 1  о 2 3 
а б 6 

Рис. 1 7.2 .3 .  Квазиосцилляторное состояние электрона. При переходе лишнего 
электрона с координатами (0,0) (а), на атом с координатами (0, 1 ) (6) и (0,2) 

в, энергия системы последовательно увеличивается 

Переход электрона из положения (0,0) на соседний атом ( 1 ,  0) , 
у которого ориентация спина параллельна спину электрона, возможен 
при А < О только при условии, что спин электрона перевернётся на 
1 80° и станет антипараллелен спину атома ( 1 ,  О) . Поскольку при этом 
общий спин системы должен сохраниться, такой переход сопровожда
ется переворотом спина d-электрона у атома (0, 0) , так что спин на 
оставленном атоме становится направлен параллельна моменту верти
кальной цепочки , которой этот атом принадлежит (обведён пунктиром 
на рис . 1 7.2 .3 ,  6) . Точно так же при переходе электрона далее на атом 
с координатами (2 ,  О) оказывается перевёрнутым спин атома ( 1 ,  О) 
(рис. 1 7. 2 .З,с) . 

Каждый переворот спина S атомов повышает энергию системы 
на величину порядка J l iS. где J - решёточный обменный инте
грал. Число перевёрнутых спинов растёт с увеличением числа шагов 
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траектории .  Возрастает при этом и магнитная энергия системы. При 
обратном движении перевёрнутые спины исчезают. Это эквивалентно 
существованию квазиупругой силы, стремящейся вернуть электрон на 
атом с координатами (0,0) . Следовательно, электрон будет совершать 
осцилляции вокруг первого атома . Такое состояние электрона называ
ется квазиосцилляторным. Это - новый тип состояния носителя тока, 
рассмотренного Э. Л .  Нагаевым, который  отличается от поляранного 
тем, что степень деформации периодической структуры осциллирует 
вместе с осцилляциями электрона у положения равновесия .  

Энергию квазиосцилляторного состояния можно оценить следую
щим образом . Когда электрон попадает на атом, расположенный на 
расстоянии R от положения равновесия, минимальное значение приро
ста энергии системы (для прямолинейной траектории) составляет 

Иmin = I J ISR
, ( 1 7.2.6) а 

где J lJS - обменная энергия , приходящаяся на один атом ,  а - период 
решётки , R/ а - число шагов , которые совершает электрон, удаляясь 
на расстояние R. Однако ,  реальная траектория электрона должна отли
чаться от прямолинейной , так как в соответствии с принципом неопре
делённости, ограничение пространства, в котором движется электрон, 
атомами  на прямой линии (как и всякая локализация электрона) долж
но приводить к увеличению его энергии .  

Другим предельно альтернативным вариантом движения электрона 
является модель случайных блужданий (диффузия электрона в решёт
ке) . В результате случайных блужданий электрон сделал бы в среднем 
(Rja)2 шагов и энергия разупорядочения была бы 

( 1 7.2 .7 )  

что в Rja раз больше Иmin · Поэтому средняя энергия разупорядоче
ния И должна находиться в интервале Иmin < И <  Иmах · Величину R 
можно рассматривать как радиус спин-полярона .  Если R велико по 
сравнению с постоянной решётки, то можно воспользоваться прибли
жением эффективной массы . В этом случае нахождение энергии основ
ного состояния эквивалентно нахождению наименьших собственных 
значений энергии соответствующего уравнения Шрёдингера. Можно 
показать , что при потенциальной энергии U(r) "' 1 /  R наименьшее 
собственное значение энергии равно 

( 9  
)
2/3

[ J
l /3 El � -б iB* I + 8

1Г IB* I ( I J JS) 2 ' ( 1 7.2 .8) 

где величина В* определяет ширину спинполяраиной зоны и связана 
с шириной В << затравочной>> зоны свободных электронов (см. ( 1 7 .2 .3)) 
соотношением 

в* =  vГz§ в 
2S + 1 '  ( 1 7.2 .9) 
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Если рассматриваемые эффекты не связаны с конкретной кристал
лической структурой, то решётку можно считать простой кубической 
с Z = 6. При изменении квазиимпульса в пределах первой зоны Брил
люэна энергия электрона изменяется в пределах от -ZIB I  до Z IB I , 
т. е .  W = 2ZIB I .  

При U(r) "' 1 /  R2 минимальное собственное значение энергии соот
ветствует энергии трёхмерного осциллятора 

Ez � -6IB* I + 3 JIB* I I J I S . ( 1 7.2 . 1 О) 

Условием применимости метода эффективной массы является тре
бование, чтобы характерная длина, которой определяется убывание 
волновой функции с расстоянием, была намного больше постоянной 

решетки, т. е. I J I S » 1 ,  где х = 1 /3 для U(r) = Ишiв и х =  1 /4 для .. hiB* I )
x 

U(r) = Иmах· ля квазиосцилляторных состояний меньшего радиуса, 
когда приближение эффективной массы не применимо, оценить значе
ние энергии можно с использованием аппарата функций Грина. 

Для траекторий электрона с числом шагов, не превышающим 3. 
можно показать , что 

Е �  -3 ,7 I B* I + 1 1 IJ I S. ( 1 7.2 . 1 1 ) 
Таким образом , во всех случаях минимальная энергия электрона 

с учётом движения спина атома  (d- или !-оболочки) оказывается 
сравнимой с минимальной энергией зонного состояния W /2, в то время 
как для неподвижных спинов атомов (d- или !-оболочки) минимальная 
энергия зонного электрона значительно выше и составляет rvvV2 /(AS) .  

Наличие нулевых колебаний спинов магнитных атомов и замкну
тых траекторий приводит к возможности движения квазиосциллятора 
в кристалле. Однако ширина энергетической зоны квазиосциллятора 
очень мала из-за большой эффективной массы . По порядку величины 
она сравнима с шириной зоны магнонов. 

1 7  .2.3. Движение электрона в полупроводниках с ферромаг
нитным (А > О) упорядочением. В этом случае переход электро
на с атома I на атом li (см . рис. 1 7. 1 . 1 )  сопровождается поворотом 
вектора полного спина атома li на угол , при котором его проекция 
на ось ферромагнитного упорядочения равнялась бы -S + 1 /2 .  При 
отклонении полного спина атома li на этот угол энергия системы 
увеличится на величину энергии магнона (см. гл . 1 5) .  При обратном 
переходе, а также при переходе электрона на соседний атом справа со 
спином , параллельным спину атому I ,  спин атома II восстанавливает 
свою прежнюю ориентацию и величину. 

Таким образом, спин электрона на атомах подрешётки атомов I 
параллелен спину атомов этой подрешётки . Переход электрона на 
атом подрешётки II сопровождается рождением магнона , а возвраще-
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ние электрона на атом подрешётки 1 сопровождается исчезновением 
магнона . 

Следует, однако ,  иметь в виду, что, кроме рассмотренных переходов 
электрона с атомов подрешётки 11 на атомы  подрешётки 1 с восста
новлением спина, возможны также переходы , сохраняющие отклонение 
спина атомов 11 и индуцирующие отклонение спина атомов подрешёт
ки 1. Поскольку энергия  системы с каждым переходом возрастает, 
такие переходы приводят к возникновению осцилляций такого же типа, 
как и при А < О, которые накладываются на движение спин-полярона 
в кристалле. Однако их роль здесь значительно меньше - они увели
чивают массу спин-поляронов не более чем на 25 %.  

Энергией, затрачиваемой на генерацию магнона при  условии I J IS  « 
« IB I  можно пренебречь .  Поэтому закон дисперси и  квазиосциллятора 
аналогичен закону дисперсии  свободного зонного электрона, но с уве
личенной в v2S + 1 раз эффективной массой . 

Таким образом, переход электрона при А > О с атома 1 на атом 
11 сопровождается изменением ориентации спина атома 1 1 .  Следующий 
переход электрона возможен двумя способами :  либо с уничтожением 
отклонения спина атома I I ,  либо с его сохранением и появлением уже 
отклонения спина на следующем соседнем атоме. В первом случае 
электрон (или точнее спин-полярон , см. следующий параграф) может 
беспрепятственно продолжить своё трансляционное движение в кри
сталле. Переходы же второго типа вызывают движение типа квазиос
цилляторного . 

Расчёт даёт следующее выражение для эффективной массы mq 
квазuосциллятора _ zv'2S+Т п z  mq - а2И; L ' ( 1 7.2 . 1 2) 

а - расстояние между атомами .  Сравнение с эффективной массой 
зонного электрона (формула ( 1 7 .2 .2)) показывает, что при А >  О мини
мальная эффективная масса квазиосциллятора и его энергия оказыва-
ются того же порядка, что и у зонного электрона .  

§ 1 7 . 3 . Ферроны 

Электрону в антиферромагнитном кристалле (J < О) энергетически 
выгодно образовать вокруг себя ферромагнитный домен ,  который яв
ляется для него потенциальной ямой, и в нём локализоваться . При 
этом затраты энергии на переориентацию магнитных моментов атомов 
компенсируются пониженнем энергии электрона в ферромагнитной об
ласти , представляющей для электрона в антиферромагнитном полупро
воднике потенциальную яму. Такое устойчивое образование носителя 
тока и окружающей его ферромагнитной области в антиферромаг
нитном полупроводнике называется ферроном . Ферроны ,  в принципе, 
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могут образовываться на базе электрона зоны проводимости или дырки 
валентной зоны и иметь заряд -е или +е, соответственно. 

Ферроны могут перемещаться по полупроводнику, однако подвиж
ность ферронов очень мала, так как магнитный момент ферромагнит
ной области настолько велик ,  что её можно считать квазиклассическим 
объектом .  

Комплексы электрон + ферромагнитная область, предсказанные 
в 1 967 г. Э .  Л .  Нагаевым,  представляют собой квазичастицы совер
шенно иного типа, чем магнитные поляроны .  Ферроны при достаточно 
высоких температурах разрушаются , но если глубина потенциальной 
ямы  достаточно велика,  они могу существовать даже в парамагнитной 
области . 

1 7 .3. 1 .  Ферроны в полупроводниках с широкой зоной прово

димости. Сдвиг  энергии электрона в результате sd-обмена в широ
козонных антиферромагнитных полупроводниках (1V » AS) является 
величиной второго порядка малости по AS/TV (см.  ( 1 7.2 .5) ) ,  в то 
время как в ферромагнитных - первого порядка (энергия в ферро
магнетиках в результате sd-обмена понижается на величину "'AS) .  
Поэтому электрон в антиферромагнитном полупроводнике можно рас
сматривать, в первом приближении ,  как зонный электрон в обычном 
полупроводнике. Внутри ферромагнитной области энергия электрона 
сдвинута вниз по сравнению с антиферромагнитными областями на 
величину IA IS/2. Ферромагнитная область представляет собой для 
электрона потенциальную яму глубиной /A /S/2 . 

Чем больше объём феррона ,  тем ниже электронная энергия Ее .  Од
нако, при увеличении объёма феррона увеличивается энергия обмена 
между локализованными магнитными моментами атомов. Поэтому на 
создание ферромагнитной области в антиферромагнетике затрачивает
ся энергия 

Ем = 4; (�У / 1 /S ,  ( 1 7.3 . 1 )  
где R - радиус феррона ,  1 - решёточный обменный интеграл , опреде
ляющий энергию ферро- или антиферромагнитного упорядочения,  S -
спин d- и !-оболочек атома ,  а - межатомное расстояние, / 1 /S - об
менная энергия ,  приходящаяся на один атом,  множитель перед 1 1 /S -
число атомов в объёме феррона радиуса R. Энергия Ем пропорцио
нальна объёму феррона и энергии  обменного взаимодействия между 
соседними  атомами .  

Основное состояние электрона (при Т = О) находится из условия 
минимума полной энергии системы Ее + Ем , где 

IA IS n2k2 
Ее = --2- + 2m* ( 1 7.3 .2) 

есть сумма потенциальной и кинетической э нергий электронов (т.* 
эффективная масса электрона ,  k - его волновой вектор) .  
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Из соображений симметрии ,  при заданном объёме феррона, наи
меньшее значение энергии феррона соответствует сферической форме 
феррона . Полная энергия феррона Е1 , отсчитанная от минимальной 
энергии кристалла с невозмущённым антиферромагнитным упорядоче
нием, при радиусе феррона R » а имеет вид 

Ef = _ i�S + �;� + 4� (�у jJ jS. ( 1 7.3.3) 

Здесь первое и второе слагаемые - потенциальная и кинетическая 
энерги и  локализованного электрона, последнее - обменная энергия 
ферронной области в решётке. 

Равновесное значение радиуса феррона определяется условием ми
нимума полной энергии системы дЕ 1 /  дR = О. В явном виде решение 
этого уравнения  можно получить лишь при определённых предположе
ниях. При типичных значениях параметров AS/2W � 0, 1  и W�3 эВ 
(такие значения характерны для м агнитного полупроводника EuTe) 
радиус феррона R составляет 2-3 постоянных решётки ,  так что магнит
ный  момент феррона может достигать нескольких десятков атомных. 
При этом энергия феррона, определяющая температурную область его 
существования,  составляет приблизительно l O K. 

В общем случае из формулы ( 1 7. 3 .3) следует, что чем меньше 
энергия ) J)S ,  затраченная на переворот магнитного момента атома при 
образовании ферромагнитной области , тем при больших значениях R 
сохраняется условие выгодности образования феррона (Е1 < 0) , т. е .  
чем меньше jJ jS ,  тем больше равновесный радиус феррона .  И наобо
рот, для больших ) J) S  радиус феррона мал. 

При фиксирован ном радиусе феррона R его минимальная энергия 
увеличивается по модулю при уменьшении  )J jS и уменьшается при его 
увеличении .  

В сильных магнитных полях ферроны разрушаются, причём раз
рушение происходит в полях, меньших поля схлопывания подрешёток 
антиферромагнетика Не � 2 jJ j .  

При повышении температуры ферроны диссоциируют, причём тем
пература диссоциации может превышать температуру Нееля TN, ниже 
которой в кристалле устанавливается антиферромагнитный  порядок. 

Заметим ,  что ферронные состояния возможны не только в антифер
ромагнитных полупроводниках , но и в ферромагнитных полупровод
никах при высоких температурах, когда ферромагнитное упорядочение 
в значительной степени нарушено, т. е .  в области температур, где 
существуют сильные ферромагнитные флуктуации намагниченности , 
способные захватывать электроны  и образовывать состояния с меньшей 
энергией ,  чем энергия флуктуаций без электрона. 

1 7 .3.2 .  Ферроны в полупроводниках с узкими зонами. В по
лупроводниках с узкими зонами выполняется соотношение AS » W. 
Особенность этого случая состоит в том, что электрон может быть 
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захвачен н е  только ферромагнитной областью, н о  и отдельным атомом,  
спин которого параллелен магнитным  моментам его соседей .  В этом 
случае приближение эффективной массы не подходит. 

Условие существования ферронов лучше выполняется при больших 
S. Например, при W ::::::: 0 ,5 эВ ферроны могут реализоваться при тем
пературе Т < TN ::::::: 40 К при S = 7/2, но лишь при Т < 8 К при S = 1 .  

При А < О эффективная масса феррона малого радиуса ( R  ::::::: 
::::::: О ,  1 -0,3 н м) настолько велика ,  что электрон можно считать автоло
кализованным .  При А > О эффективная масса феррона будет порядка 
электронной. Такой феррон может перемещаться в кристалле , образуя 
ферронную зону со своим законом дисперсии . 

1 7  .3.3. Феррон-поляронные состояния. Стабильность ферронов 
существенно повышается в результате поляризации ими  решётки кри
сталла .  Константа Л (см . формулу ( 1 1 . 1 . 3))  связи электронов с опти
ческими фонанами в таких кристаллах невелика,  а именно 2-3. По
этому свободный зонный электрон слабо поляризует решётку. Однако 
электрон, захваченный ферромагнитной областью,  поляризует решёт
ку значительно сильнее. В этом случае поляронный вклад в э нер
гию составляет, nриблизительно, е2 /Е* R, где 1 /Е* = 1 /Есхо + 1 /Ео,  Есхо 
и Ео - высокочастотная и статическая диэлектрические проницаемости 
кристалла (см. ( 1 1 .2 .8) ) ,  R - радиус ферромагнитной области .  Для 
тиnичных магнитных nолуnроводников поляронный вклад в энергию 
феррона составляет 0,2-0,3 эВ, что сравн имо с выигрышем в энер
гии nри образовании ферромагнитной области в антиферромагнитном 
nолуnроводнике .  Поэтому возникающее связанное состояние зонного 
электрона я вляется смешанным феррон-поляронным . 

Например, для халькогенидов европия верхняя граница темnератур
ной области существования ферронов, без учёта электрон-фонониого 
взаимодействия, составляет около 9 К. С учётом электрон-фонониого 
взаимодействия она увеличивается до :::::::2 1  К, т. е. более чем вдвое. 

1 7  .3.4. Локализованные ферроны. Подобно тому, как свобод
ный  электрон проводимости создаёт микрообласть и локализуется 
в ней,  в магнитных полуnроводниках возможно образование ферромаг
нитной области электроном, локализованным на донорнам примесном 
атоме с незаnолненными f- и d-оболочками.  Такой феррон nредстав
ляет собой ферромагнитную сферическую область, в центре которой 
находится донорный атом.  Ферроны такого тиnа являются жёстко 
локализованными в кристалле. Если nримесный  атом замещает один из 
атомов решётки, то магнитный момент феррона малого радиуса ориен
тируется коллинеарно направлению магнитного момента nодрешётки ,  
которой nринадлежит nримесный  атом .  

Аналогичная ситуация имеет место, nо-видимому, и для локали
зованных ферронов большого радиуса. Поэтому магнитные моменты 
образующихся в решётке локализованных ферронов, nри равной ве
роятности замещения магнитных атомов в подрешётке антиферромаг-

! 7 Н.Б. Брандт, В. А. Кульбачинский 
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нетика, имеют суммарный магнитный момент равный нулю.  Чтобы 
разорвать связь магнитного момента феррона с моментом подрешётки ,  
которой он принадлежит, нужно достаточно сильное поле. Поэтому 
должно существовать некоторое критическое поле, при котором маг
нитные моменты локализованных ферронов, принадлежащих различ
ным подрешёткам, ориентируются одинаково. 

Для случая широких зон W » AS расчёт даёт следующее значение 
радиуса локализованного феррона , справедливое для R > ао: 

R � ао ln (� (.5!:._)3) , 
2 21ГF ао ( 1 7.3 .4) 

где а - межатомное расстояние, а0 - радиус Бора (см. форму
лу (2 . 1 . 1  О)) ,  F - энергия на создание ферромагнитного упорядоче
ния .  Для гейзенбергавекого антиферромагнитного полупроводника F = 

= /J /S. Для оценки  величины R возьмём эффективную массу равной 
массе свободного электрона т* = т0, AS/2 = 0,3 эВ, Е = 20, а0 = 

= 0,053 н м .  При F = 1 о-з эВ величина R � 1 ,2 н м .  
В метамагнетиках ( магнетиках с аномально малым обменным ин

тегралом J между соседними  атомами) , где магнитная энергия ,  затра
чиваемая на создание ферромагнитной области ,  очень мала, возможны 
ферронные состояния гораздо большего радиуса.  Для метамагнетика 
с F = 10-5 эВ, R � 3,5 нм. В первом случае момент феррона равен 
примерно 60, а во втором - 1 500 атомных моментов S. 

1 7  .3.5. Термодинамический метод описания ферронов. Если 
рассматривать ферроны как магнитные флуктуоны,  то для их описания 
можно использовать термодинамический подход, развитый для анализа 
свойств немагнитных флуктуонов (см. гл . 1 6) .  В магнитных полупро
водниках, содержащих атомы переходных или редкоземельных эле
ментов с нескомпенсированными спинами,  могут также существовать 
магнитные флуктуоны (ферроны) - область изменённой намагничен
ности, стабилизирован ная локализованным в ней электроном .  

Образование области изменённой намагниченности связано с об
менным sd- или sf-взаимодействием нескомпенсированных спинов 
и спина электрона проводимости. В зависимости от знака обменного 
интеграла А спин автолокализованного электрона проводимости ори
ентирован параллельна (А > О) или антипараллельно (А < О) направ
лению преимущественной ориентации окружающих электрон спинов 
атомов . Ориентированные магнитные моменты атомов создают эффек
тивное магнитное поле, образующее потенциальную яму, в которой 
электрон локализуется ,  образуя феррон . 

Для направления  спина электрона, соответствующего его низшей 
энергии, потенциальная энергия V (r) обменного взаимодействия элек
трона с несднородным изменением намагниченности Mz (r) (М:х = 
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= Му = О) в области феррона будет отрицательна: 

V(r) = -А Mz (r) ; Мо
. 

м 
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( 1 7.3 .5) 

Энергия отсчитывается от дна зоны проводимости идеального кри
сталла со средними магнитными моментами атомов, соответствующими 
равновесному значению намагниченности Мо = М0(Т) (М0 = М0(0)) . 

Определяя энергию электрона в этом поле намагниченности и изме
нение термодинамического потенциала t.Ф при создании неоднородно
сти намагниченности , как и при выводе формулы ( 1 6. 1 .4) ,  можно найти 
функционал I ['lj;(r) , M(r) ] :  

I['lj;(r) , M(r)] = 2�. f /'V'lj!(r) / 2  dr - �о J[Mz (r) - Мо] /'Ф (r) /2 dr + 

+ f { <p[M(r)] - <р(Мо) + (3(\7�)2 } dr, ( 1 7 .3 .6) 

минимум которого определяет изменение термодинамического потенци
ала системы t.Ф, стационарное распределение намагниченности Mz(r) 
в ферроне и волновую функцию электрона 'lj;(r ) . Определение мини
мума функцианала ( l 7.3 .6) по M(r) при заданной 'Ф(r) эквивалентно 
определению намагниченности в эффективном поле He [1/J(r) ] ,  обуслов
ленном обменным взаимодействием с электроном и равном 

Hez ['Ф(r)] = А ���) \2 ,  Неу = Нех = О . ( 1 7.3 .  7) 

Распределение намагниченности M(r) и разность 

<p[M (r)] - А/1);2 / �� = <p[M(r)] - НеМ =  <рн {Не [1/У] } ( 1 7.3 .8) 

однозначно определяются полем He (r) . Если пренебречь последним 
членом в выражении ( 1 7.3 .6) , то <рн {Не ['Ф] } имеет смысл плотности 
термодинамического потенциала магнетика в однородном внешнем по
ле Не . Подставляя это значение намагниченности в ( 1 7.3 .6) , получаем 
функционал 1[1/; (r) ], аналогичный функционалу ( 1 6 . 1 .4 ) :  

/['lj;(r)] = 2:* J /'V'Ф/2 dr + 

+ J { <рн[Не [1/;(r)]] - <рн (О) + НеМо + � ;З('VМ['Ф] )2 }dr, ( 1 7 .3 .9) 

где (3 - некоторый  коэффициент (см. формулу ( 1 6 . 1 . 1 ) ) .  
1 7 .3 .6 . Ферроны в парамагнетиках. Рассмотрим ферроны в иде

альных парамагнетиках . Состояние феррона определяется условием 
минимума функцианала ( 1 7.3 .9) .  В идеальных парамагнетиках прямое 
взаимодействие между спинами магнитных атомов отсутствует, коэф-

1 7* 
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фициент f3 = О, а плотность термодинамического потенциала <рн(Не) 
в эффективном поле Не , определяемом формулами ( 1  7 .3 .7) ,  для кри
сталлов с одним магн итным атомом в ячейке определяется формулой 

s 
Ч?н = - kвТ 2::: ехр (-p,mHe ) = -А!Ф!2 -v m'="-s kвST 

- k:T 
ln { 1 - ехр [-s�:т IФ I2(2S + 1 )] }  + 

+ kвТ ln [ 1 - ехр (-� IФ I 2) ]  . ( 1 7.3 . 10 )  v SkвT 

Здесь S - спин атома, JL = vM0 - его магнитный момент, v - объём ,  
приходящийся на  один  атом .  

Используя выражение для 'Р н и волновую функцию ( 1 6. 1 . 1  О),  мож
но свести задачу минимизации функцианала ( 1 6 .5 .5) к задаче нахож
дения функции I(a) (см. ( 1 6. 1 . 1 1 ) ,  ( 1 6. 1 . 1 2) ) ,  если заменить Со ---+ S, 
Ь ---+ 1 ,  F ---+ A/S, f(a) ---+ /р(а) , где 

Функция 

а 
( ) _ J( а )3/2 [ 1 23 + 1 ] 

/р а - ln ; ех - 1 - e(2S+ I ):�:  - 1 dx. 
о 

f (а) � ЗaS,fir [ 1 _ a(S + 1 ) ]  р 4 l 2v'2 

( 1 7.3. 1 1 )  

( 1 7.3 . 1 2 )  

при  a(S + 1 ) « 1 , /р(а) � 1 nри  a(S + 1 ) � 1 и /р(а) � (ln a)312 х 
х ln (S + 1 )  при а »  1 .  Можно nровести ч исленные оценки .  При S = = 1 /2,  ширине зоны проводимости 6.Е = 5 эВ и Ф = 0,5 эВ (см.  § 1 6. 1 )  
температура Тз � 50 К (см. рис. 1 6. 1 .2 ) ,  п(Т3) � 30, п(Т = 5 К) � 1 00 .  

В отличие от растворов ферроны легко возникают даже при нали
чии потенциального барьера из-за малого времени релаксации спинов. 
В ферронах намагниченность в центре феррона близка к намагни
ченности насыщения при Т =  О К ,  т. е. Mz(O) � М0, так что феррон 
представляет собой как бы ферромагнитную область в парамагнитном 
кристалле. 

Намагниченность Jt.Iz (r) создаёт магнитный  момент М1 , параллель
ный спину электрона .  Момент М f можно рассматривать как пере
нормированный момент электрона, который при образовании феррона 
оказывается значительно большим .  В идеальном парамагеитике 

I 2р, А Mt = Mz (r) dr = --2 ftp (ao) -k Т , ,;:тr s  в ао fa 
dx 

r;::a [ 
1 2S + 1 ] f!p = --;;;- V ln ;_: S - ех - l + e(2S+ I )x - 1 . 

о 

( 1 7.3 . 1 3) 

( 1 7.3 . 1 4) 
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При S � 1 ,  Т �  Тз , получается Mf � Щ.J (р, - магнитный момент атома, 
n - число атомов в ферроне) . 

В ферромагнетиках зависимость J (a) , по сравнению с аналогичной 
зависимостью для твёрдых растворов (см .  рис. 1 6 . 1 .2) , не имеет макси
мума, как показано на  рис. 1 7.3 . 1 ,  а убывает с ростом а от точки а = О 
(J(O) = 0) , достигая минимума при некото-
ром значении а =  ао . 

Барьер между зонными и ферронными 
состояниями электронов отсутствует. При 
не очень  низких температурах, пока а0 � 
� 1 ,  как и в идеальном парамагнетике, эф
фективное поле изменяет намагниченность 
в центре флуктуона практически до мак
симального значения }.1!0. Однако радиус 
магнитных ферронов уменьшается не при 
пониженин температуры ,  а при её повыше
нии .  Как видно из рис .  1 7.3 . 1 ,  при пониже
нии  температуры минимум на кривой /(а) 
поднимается вверх и смещается влево. 

С пониженнем температуры энергия 
электрона Ее быстро уменьшается и при 

Тз 
а 

Рис. 1 7. 3 . 1 .  Примерные за
висимости I (  а) при трёх 
температурах Т1 < Т2 < Тз 

некоторой температуре становится порядка kвТ. Тогда уже нельзя 
использовать применённый  способ описания флуктуона, в частности 
адиабатическое приближение. При более низких температурах гово
рить о флуктуонных состояниях нельзя . Электроны находятся в со
стояниях зонного типа с перенормированной энергией и магнитным 
моментом в результате взаимодействия со спиновыми волнами .  Фи
зически это связано с тем , что при низких температурах магнитные 
моменты атомов образуют упорядоченную решётку и параллельны или 
антипараллельны спину электрона. Любой поворот спинов приводит 
к повышению энергии электрона .  Поэтому ферроны образуются только 
при конечной температуре, когда существует значительный спиновый 
беспорядок. Образование области почти параллельных спинов может 
привести к возникновению ферронных состояний с достаточно низ
кой энергией . При дальнейшем повышении температуры увеличивается 
спиновый беспорядок, что приводит к увеличению возможного выиг
рыша в потенциальной энергии электрона при переходе в ферронное 
состояние.  

В парамагнитной области наоборот, повышение температуры смеща
ет кривую /(а) вверх, глубина минимума уменьшается , и образование 
ферронов становится энергетически невыгодным .  Верхняя граница су
ществования ферронов в ферромагнетиках соответствует температуре 
Кюри . 

Ферроны большого радиуса образуются в кристаллах с шириной 
зоны проводимости D.E » А. Однако, во многих соединениях переход
ных металлов выполняется противоположное условие А » 6.Е. В этом 
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случае сильное взаимодействие приводит к возникновению связанного 
состояния электрона проводимости , находящегося на одном из атомов, 
и спина этого атома с суммарным спином S ± 1 /2.  Такие спин-элек
тронные комплексы движутся в кристалле как некоторые квазичастицы 
с изменённой эффективной массой . При низких температурах эти ква
зичастицы находятся в состояниях зонного типа. При более высоких 
температурах взаимодействие квазичастиц со спиновыми флуктуаци
ями может сделать энергетически выгодным  образование магнитных 
ферронов . Антиферромагнитное взаимодействие между спинами ато
мов, очевидно, затрудняет образование магнитных ферронов .  

t 7 .3 . 7 .  Подвижность магнитных флуктуонов. Движение фер
ронов в парамагнетиках связано с процессами спиновой диффузии. Для 
оценки величины подвижности и воспользуемся формулой ( 1 6 .2 .6) ,  где 
вместо коэффициента диффузии D будем использовать коэффициент 
спиновой диффузии Ds . Отметим, что в реальных системах всегда 
имеется прямое взаимодействие между спинами. Им можно пренебречь 
при температурах, которые существенно больше по сравнению с тем
пературой магнитного упорядочения - температурой Кюри (Нееля) 
магнетика Те . При выполнении условия Тз » Те (объяснение величи
ны Тз см .  в §  1 6. 1 )  косвенное взаимодействие между спинами, обуслов
ленное электроном, оказывается намного бол ьше прямого и именно оно 
определяет величину D8 . Учитывая это обстоятельство, можно полу
чить оценку для величины подвижности и феррона в парамагнетиках 

eAv2JЗ ev2JЗ ( Т )1/ 1 0 и ""' 1ikвTn 1 1;\T) гv fin5;6(Tз) Тз 
при Те « Т <  Тз . ( 1 7.3 . 1 5) 

Как и следовало ожидать, величина подвижности ферронов в пара
магнетикак ( 1 7.3 . 1 5 ) существенно выше, чем в растворах. Например ,  
при v = 1 0-2з см-3 и n = 1 0з и � 1 см2/Вс и слабо зависит от 
температуры ,  в отличие от подвижности поляронов малоrо радиуса. 

t 7 .3 .8 . Эффективная масса маrнитноrо флуктуона. К ферро
нам, так же как флуктуонам в растворах (см. § 1 6 .3) ,  не применимо 
понятие длины свободного пробега . Поэтому их эффективная масса mj 
не должна входить в кинетические характеристики в постоянных внеш
них полях. Однако при движении в быстропеременных полях опреде
ляемая эффективной массой инерционная сила может оказаться срав
нимой с диссипативной . Изменение термодинамическоrо потенциала 
при образовании движущегося со скоростью V феррона записывается 
в виде 

6.Ф(V) = 6.Ф(О) + � mjV2 • ( 1 7.3 . 1 б) 

Минимизировав t.Ф(V) при малых V, можно найти эффективную 
массу феррона mj . Как и в случае поляронов сильной связи , эффектив
ная масса магнитных флуктуонов получается больше массы свободного 
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электрона. Для идеальных парамагнетиков при температуре Т "' Тз 
можно получить выражение 

* n2n4/3 
mf rv v2/ЗkвТз , ( I  7.3 .  I 7) 

где n - число атомов в ферроне. Из ( 1 7.3 . 1 7) при Тз ;:::о 300 К, v ;:::о 
;:::о 1 0-ZЗ см-З получаем оценку mj rv I 0-25n4/3 Г, Т. е. МНОГО масса фер
рона больше массы свободного электрона .  Эффективная масса феррона 
mj в парамагнетике сравнима с массой атома и слабо зависит от 
температуры.  

1 7 .3 .9.  Влияние ферронов на свойства антиферромагнитных 

полупроводников. Рассмотрим сначала случай локализованных фер
ронов. Если спины электронов соседних доноров параллельны друг 
другу и их ферромагнитные области не перекрываются , то электрон 
получает выигрыш в энергии s - ,  р-, d-, !-обмена не только в микрооб
ласти вокруг своего атома, но и в микрообласти соседнего атома, куда 
при R ? ав он проникзет с вероятностью rvQ2, где Q - интеграл пере
крытия орбиталей соседних атомов. При этом энергия электрона допол
нительно понижается на величину ASQ2. Однако, одновременно воз
растает обменная энергия между электронами на величину rvQ2e2 ja0E . 
Поэтому при AS » е2 j(a0E) становится энергетически более выгодным 
состояние с параллеJJьной ориентацией магнитных моментов соседних 
ферронов. В результате, при увеличении концентрации доноров, в анти
ферромагнитном полупроводни ке может установиться ферромагнитное 
упорядочение локализованных ферронов, так что кристалл перейдёт 
в ферромагнитное состояние .  Такая ситуация возможна в метамагне
тиках, у которых радиус ферронов R достаточно велик .  

Интересная ситуация возникает при адсорбции донорных атомов на 
поверхности антиферромагнитного полупроводника .  Валентный элек
трон каждого адсорбированного атома затягивается в кристалл и со
здаёт вблизи себя ферромагнитную область . Так как перекрытие фер
ромагнитных областей соседних атомов с одинаково направленными 
магнитными моментами уменьшает затраты энергии н а  и х  создание, 
реализуется своеобразный механизм притяжения между адсорбиро
ванными атомами,  вызванный энергетической выгодностью слияния 
их ферромагнитных областей . Это некоторый новый механизм связи . 
Такая связь, так же как электронная связь ионов в металлах, не 
имеет насыщения: она может объединять сколь угодно большое число 
адсорбированных атомов . При этом спины их валентных электронов 
ориентированы параллельна друг другу и ,  поскольку электроны ло
кализованы,  такая система не обладает электронной проводимостью .  
Возможен переход всего кристалла в ферромагнитное состояние без 
появления у него проводимости .  

Образование локализованных ферронов изменяет также магнитную 
восприимчивость антиферромагнитного полупроводника .  При магнит-
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ном поле Н = О магнитные моменты ферронов направлены параллельна 
направлению намагниченности подрешёток. В перпендикулярном к это
му направлению магнитном поле восприимчивость X.LF определяется 
поворотом магнитных моментов подрешёток и ферронов в направлени и  
магнитного поля Н.  Специфика магнитной восприимчивости феррон
ных а нтиферромагнитных полупроводни ков определяется , с одной сто
роны ,  большой величиной магнитных моментов ферронов, а с другой 
стороны ,  лёrкостью, по сравнению с обычными ферромагнетиками, их 
поворота . Поэтому поворот магнитных моментов ферронов опережает 
поворот магнитных моментов подрешёток. Это приводит к тому, что 
отношение поперечной магнитной восприимчивости X.LF к магнитной 
восприимчивости X.L идеального антиферромагнетика выражается со-
отношением 

где n f - концентрация 
десятки процентов от X.L . 

XJ..F � Rsnfa-2,  
XJ.. 

ферронов .  Величина 

( 1  7.3 . 1 8) 

Xl_F может составлять 

Линейный рост суммарного магнитного момента ферронов при уве
личении магнитного поля Н продолжается до значения HcF. при кото
ром моменты всех ферронов оказываются ориентированными по полю. 
Величина магнитного поля HcF оценивается по формуле 

HcF � (�)2 Не .  ( 1 7.3 . 1 9) 

где Не - поле схлопывания магнитных подрешёток . 
Возникновение ферронов любого типа при nоиижении  температуры 

приводит к аномалиям электрических и акустических свойств анти
ферромагнетных полупроводников . Например, в антиферромагнитных 
полупроводниках EuSe и EuTe наблюдаются аномальные завиенмости 
фотопроводнмости и люминесценции от магнитного поля .  Изменяет
ся также характер зависимости фарадеевекого вращения плоскости 
поляризации света от магнитного поля , температурная зависимость 
электропроводности . 

§ 1 7  .4. Ферронные капли 

Автолокализация электронов в легированном антиферромагнитном 
полупроводнике приводит к тому, что его основное состояние перестаёт 
быть однородным :  в кристалле возникают ферромагнитные области -
ферроны ,  окружённые антиферромагнитной матрицей . При относитель
но небольших концентрациях носителей тока энергетически выгодно 
образование одноэлектронных ферронов - микрообластей с ферромаг
н итны м  упорядочением спинов и локализацией в каждой из них по 
одному электрону. 

При увеличении концентрации электронов число ферронов растёт, 
расстояние между ними уменьшается , и появляется вероятность слия-
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ния  одноэлектронных ферронов в капли. При слиянии ферронов в кап
ли  за счёт кулонавекого отталкивания увеличивается потенциальная 
энергия и за счёт увеличения  энергии связи -- кинетическая энергия 
электронов. Но одновременно уменьшаются затраты магнитной энергии 
на создание областей ферромагнитной фазы . Если уменьшение энер
гии превосходит увеличение энергии электронов , то процесс слияния 
ферронов и образования ферронных капель становится энергетически 
выгодным .  При этом все зонные электроны концентрируются в фер
ронных каплях , а антиферромагнитная матрица остаётся изолятором.  
В идеальном изотропном кристалле ферромагнитные области, в ко
торых локализованы зонные электроны ,  должны иметь сферическую 
форму и образовывать nравильную реwётку в изолирующей антифер
ромагнитной матрице .  

Под действием внешнего электрического поля капли могут пере
мещаться , создавая электрический то1<. В реальных кристаллах в ре
зультате флуктуаций потенциала легирующих атомов ферромагнитные 
капли закреnляются в наиболее энергетически выгодных положениях. 
Поэтому для возникновения <<Капельной>> nроводимости необходимо до
статочно сильное электрическое nоле, сnособное вырвать заряженные 
капли из потенциальных ям, т .  е .  должно существовать критическое 
значение электрического nоля ,  выше которого возникнет электроnро
водность . 

При отсутствии флуктуаций nотенциала, при увеличении  концен
трации легирующей примеси число и размер капель увеличиваются 
и, соответственно, увеличивается число электронов в каждой из них. 
Начиная с некоторого кри-
тического значения nc кон
центрации донорной примеси, 
каnли начинают соприкасать
ся друг с другом .  С этого 
момента становится энергети
чески более выгодным  двух
фазное проводящее состоя
ние, когда изолирующие анти
ферромагнитные области сфе
рической формы образуют пе
р иодическую структуру внут
ри nроводящей ферромагнит
ной матрицы (рис. 1 7.4. 1  ) .  

Поэтому при  критической 
концентрации основное состо-
яние кристалла из изолирую-

а 

Рис. 1 7.4 . 1 .  Двухфазное состояние вы
рожденного антиферромагнитного полу
проводника: а) изолирующее при концен
трации электронов n < nc, 6) проводя
щее ( n > nc) .  Заштрихована ферромаг
нитная область, незаштрихована - анти-

ферромагнитная 

щего должно превратиться в проводящее , 
в кристалле флуктуаций nотенциала. 

независимо от наличия 
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ФАЗОНЫ, ВАКАНСИОНЫ 

§ 1 8. 1 .  Фазоны 

Ранее, в гл . 1 6, указывалось, что основным условием возникно
вения флуктуонов является мобильность системы, обеспечивающая 
возможность её быстрой перестройки и образования флуктуаций при 
небольшом изменении термодинамического потенциала . Такая ситуа
ция реализуется вблизи точек фазовых переходов первого рода, ко
гда плотности термодинамических потенциалов обеих фаз становятся 
близки друг другу. При небольшой межфазной поверхностной энергии 
флуктуационное образование области новой фазы не  приводит к зна
чительному изменению термодинамического потенциала .  При наличии  
притяжения электрона к образовавшейся области новой фазы , электрон 
может в ней локализоваться . Если nроисходящее при этом понижение 
цергии электрона превосходит изменение энергии термодинамическо

, о  потенциала при образовании области новой фазы , то флуктуация 
стабилизируется .  

Возникающее термадинамически устойчивое образование области 
новой фазы с локализованным в ней электроном ( неравновесное в от
сутствие электрона) называется фазаном . Так как фазаны являются 
областями  новой фазы , то параметр порядка системы на их границе 
изменяется скачком. 

Таким образом , фазан я вляется частны м  случаем флуктуона, в ко
тором электрон локализуется у гетерафазной флуктуации с резким 
скачком изменения концентрации атомов определённого сорта. В этом 
смысле фазаны ,  в некоторой степени, аналогичны образованиям второй 
фазы вблизи примесных атомов ,  хотя в случае фазанов определяющую 
роль играют квантовые эффекты,  связанные с малостью массы элек
трона. 

В простейшем случае фазан можно рассматривать как сферическую 
частицу второй фазы радиуса R, которой соответствует потенциальная 
яма глубиной - �т относительно средней потенциальной энергии основ
ной фазы. Изменение термодинамического потенциала .6.Ф выражается 
формулой 

( 1 8 . 1 . 1 )  
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где Ee (R) - энергия электрона в потенциальной яме глубиной -V. 
Здесь VJ1 - разность плотностей термодинамических потенциалов фаз, 
u - межфазная поверхностная энергия, т* - эффективная масса элек
трона. Первое слагаемое в ( 1 8 . 1 . 1 )  учитывает возрастание потенциала 
Ф основной фазы при образовании фазона .  Второе - увеличение Ф 
за счёт образования границы раздела фаз с дополнительной поверх
ностной энергией u. Третье - описывает отрицательный вклад в 6.Ф 
энергии локализованного электрона .  Минимальному значению 6.Ф со
ответствует равновесное значение R0, определяющее радиус стабильно 
существующего фазана .  

Определим значение R:;. Учтём , что стабильно существующему 
фазану соответствует связанное состояние электрона . Кинетическую 
энергию основного состояния электрона в потенциальной яме ради
уса R можно оценить из условия 2R = Л = 2тrjk, где Л - длина 
волны электрона .  Подставляя k в выражение для кинетической энергии 
электрона, находим h2k2 h27r2 

2m* - 2m* R2 · 
Тогда формула ( 1 8 . 1 . 1 ) приобретает вид 

6.Ф(R) = 4n Rз'{J' + 4тrR2u - V + h2n2 . 
3 2m* R2 

( 1 8 . 1 .2) 

( 1 8 . 1 .3) 

Приравнивая aд.Фj{JR нулю, находим Rь(4тrVJ'rn* R0 + 8тrurn*) = ft2тr2 .  
При 4тr<p'm* Ro « 8тrurn* или <р1 Ro « 2u* 

� ( 7rf<2 ) l /4 
Ro � --. 8arn 

При выполнении обратного неравенства VJ1 Ro » 2J, получаем ( 7rh2 ) l/5 Ro = --4 1 * <p rn  

( 1 8 . 1 .4 ) 

( 1 8. 1 . 5) 

В первом случае радиус фазона оnределяется величиной межфазной 
поверхностной энергией J, во-втором - разностью плотностей термо
динамических потенциалов фаз. В обоих случаях возрастание этих 
величин приводит к уменьшению радиуса фазона .  

Для значений J = 20 эрг/см2 и '{J1 = О, а также при а «  1 00 эрг/см2 
и '{J1 � 1 09 эрг/см3 равновесный радиус фазона составляет R0 � 0,5 нм .  

Рассмотрим теперь условия образования фазана . Фазан образует
ся при таких значениях параметров системы ,  при которых величина 
д.Ф(R) становится отрицательной , т. е .  при д.Ф(R0) = О. При выпол
нении условия VJ'Ro « 2J* из ( 1 8 . 1 .3) , пренебрегая первым слагаемым 
в правой части ,  получаем 

h2 2 
ФтrR2u - Va + � = О. 

2m: R 
( 1 8 . 1 .6) 
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Соотношение ( 1 8 . 1 .6) определяет критическое значение Vo глубины  
потенциальной ямы ,  при которой образуется фазан .  Используя ( 1 8 . 1 .4) ,  
получаем 

Vo = tш312fff. . ( 1 8 . 1 .7)  

Во втором предельном случае <р' R0 � 2и, пренебрегая в ( 1 8 . 1 .3)  
вторы м  слагаемым,  с учётом ( 1 8 . 1 .5)  находим 

2/5 
V0 � t/'15п815____:f__315 . ( 1 8 . 1 .8)  (m* ) 

При приведённых выше значениях и и <р1 величина Vo составляет 
в обоих предельных случаях приблизительно 1 эВ. 

Равновесная концентрация фазанов n1 выражается формулой 

'У/( д.Ф n1 = Ne 2 ехр kвТ ' ( 1 8. 1 . 9) 

совпадающей с ( 1 6 . 1 . 20) . Величина ( определяется по-прежнему фор
мулой ( 1 6 . 1 . 2 1 ) .  Напомним ,  что 'Т! определяет флуктуационную добавку 
-k8T lп r; к термодинамическому потенциалу (см. ( 1 6 . 1 . 1 8) ) .  

В системах с небольшой плотностью межфазной энерги и  и ,  боль 
шинство электронов переходит в фазонные состояния вблизи некоторой 
температуры Т0 , если V � V0. При удалении от точки перехода, когда 
<р' = qjT - Ta l /v растёт (q - теплота превращения ,  приходящаяся на 
один атом , v - атомный объём) , �Ф увеличивается и при некоторой 
температуре Т3 обращается в нуль (см. рис. 1 6. 1 . 2 ) .  При О, 1 V2 /�Е � 

'> uv2/З 
1 v" 

!Тз - To i � 7 То (д.Е)з (qТо)2 .  ( 1 8. 1 . 1 0) 

Здесь величина �Е определяется формулой ( 16 . 1 .22) (в кристаллах 
это ширина зоны проводимости) .  При �Ф > О электроны переходят 
в зонные делокализованные состояния, причём, так же как в случае 
флуктуонов , этот переход должен иметь характер размытого перехода 
первого рода. 

Для фазанов в жидкостях их эффективная масса определяется по 
формуле гидродинамики для эффективной массы т* сферы радиуса Ro ,  
движущейся в жидкости 

* 4п Rз ( р )  
m = з о Ро + 2 , ( 1 8 . 1 . 1 1 ) 

где р и р0 - плотности двух фаз .  Подвижность фазанов в жидкости 
определяется формулой Стокеа и составляет 

е eD U � -- rv ---с-= 
61rr]Ro k8Tn113 ' 

где r; - вязкость жидкости, D - коэффициент диффузии .  
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§ 18 .2 .  Ваканеионы 

Ваканеионы - квазичастицы, оnисывающие движение в кристал
лической решётке образовавшихся в ней вакансий, т. е .  не занятых 
атомами (или ионами) узлов решёт
ки. Рассмотрим кристалл с вакансией 
(рис. 1 8.2 . 1 ) .  Один  из соседних с ва
кансией атомов может перепрыгнуть на 
вакантное место , затем другой атом 
перепрыгнет на освободившееся место, 
а сам освободит место для следующего 
прыжка соседнего с ним  атома ,  и так 
далее. 

При каждом прыжке вакансия пере
мешается на одну постоян ную решёт
ки .  Процесс последовательного пере
скока атомов на свободный узел можно 
рассматривать как перемещение вакан
сии в решётке, т. е .  фактически рас
сматривать вакансию как некоторую 
квазичастицу с определённой энергией 
и импульсом. Такая квазичастица и по
лучила название вак.ансиона. 

�------1 1 

Рис. 1 8 .2 . 1 .  Кристаллическая 
решётка с вакансией - неза
нятым узлом .  Соседний атом 
может занять вакантный узел, 
и вакансия переместится на по

стоянную решётки 

1 8.2. 1 . Вакансии в кристаллах при Т = О. Равновесное со
стояние системы частиц при заданных температуре Т и объёме v 
определяется ус.JJовием минимального значения свободной энергии F = 
= и - TS, где и - внутренняя энергия,  S - энтропия .  Внутренняя 
энергия является суммой кинетической энергии  движения частиц и по
тенциальной энергии их  взаимодействия. 

При температуре Т = О свободная э нергия равна внутренней энер
гии ,  так как при Т =  О,  согласно теореме Нернста , энтропия всех тел 
равна нулю. Поэтому при Т =  О равновесному состоянию соответствует 
минимум внутренней энергии системы и ,  соответственно, минималь
ное значение  потенциальной энергии взаимодействия частиц ,  так как 
кинетическая энергия теплового движения частиц при Т = О равна 
нулю. Условию минимума потенциальной энергии отвечает однородное 
распределение частиц в пространстве, т. е. правильная кристалличе
ская решётка. Всякое нарушение упорядоченности увеличивает потен
циальную энергию и является энергетически невыгодным .  Возникает 
вопрос, nочему образуются вакансии ,  существуют ли вакансии только 
в неравновеснам состоянии или кристалл с вакансиями может быть 
термадинамически устойчивым? 

Рассмотрим ситуацию nри Т = О. Энергия теплового движения ато
мов, как уже отмечалось ,  равна нулю. Поэтому классические переходы 
атомов через разделяющие их потенциальные барьеры в результате 
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флуктуаций их теплового движения становятся невозможными .  Одна
ко , если амплитуда нулевых колебаний  атомов 

(см . § 5 . 1 ,  раздел (5 . 1 . 1 ) )  велика и сравнима с межатомным расстоя
нием, атомы могут преодолевать потенциальные барьеры путём подба
рьерного квантавамеханического туннелирования,  вероятность которо
го не зависит от температуры. Но атом может туннелировать только 
в том случае, если состояние, в которое он туннелирует, свободно, т. е .  
уже существуют вакансии .  

Возникает самосогласованная задача :  чтобы атомы могли тунне
лировать , должн ы  быть свободные узлы ,  но образование вакантных 
узлов требует определённых затрат энергии и энергетически не вы
годно. Поэтому вакансии могут возникнуть при Т = О и стационарно 
существовать только в том случае, если при их образовании  общая 
энергия кристалла с вакансиями становится меньше энергии кристалла 
без вакансий .  При классическом рассмотрении  это невозможно. Но до
пустим ,  что в кристалле уже есть вакансии и они могут перемешаться 
путём квантавамеханического туннелирования. Тогда их можно рас
сматривать как газ квазичастиц ,  движущихся в периодическом поле 
кристаллического потенциала решётки.  Такое движение аналогично 
движению заряженных квазичастиц ,  например электронов, и приводит 
к образованию энергетической зоны ,  содержащей уровни разрешённых 

Et (п-кратно 
вырожден ) ,;:;: <lJ ::r: "' о ""'" >.. 

Е о .:: 

Emin 

Рис. 1 8 .2 .2 . Образование зо
ны из п-кратно вырожденнаго 
уровня энергии Е1 при нали-

значений энергии вакансионов. В модели 
сильной связи взаимодействие приводит 
к расщеплению дискретных энергетиче
ских уровней частиц в зоны. 

Пусть Er - энергия кристалла с од
ной вакансией. Рисунок 1 8 .2 .2  иллю
стрирует расщепление п-кратно вырож
деннога уровня Е1 невзаимодействую
щих n ваканеионов в зону разрешённых 
значени й  энергии ,  содержащую n дис
кретных энергетических уровней, при 
наличии взаимодействия между вакан-

чии взаимодействия n вакан- сионами .  
сионов Обозначим  через Е0 энергию кри-

сталла без вакансий .  Тогда разность 
энергий Е1 - Ео равна энергии образования одной вакансии .  Заметим ,  
что при образовании зоны её нижняя граница практически всегда 
располагается ниже энергии Е0 . Понижение энергии частицы при обра
зовании  зоны физически понятно, так как энергия связанного состоя
ния всегда больше энергии свободно (или квазисвободно) движущейся 
делокализованной частицы.  
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Таким образом , возможен следующий сценарий :  образуются ва
кансии, и энергия системы кристалла увеличивается на величину 
(Е1 - E0)n, где Ео - энергия кристалла без вакансий ,  Ez - энергия 
кристалла с одной вакансией , n - число вакансий .  В результате 
взаимодействия вакансий возникает энергетическая зона, нижняя гра
н ица которой Eшin расположена ниже энерги и  Е0 . Естественно, что 
вакансии занимают в зоне энергетические уровни с минимально воз
можной энергией . Поэтому, если Ernin < Е0 , то образование вакансий 
при Т = О К становится энергетически выгодным ,  так как в результате 
приводит к более н изкому значению энерги и  кристалла, чем его энер
гия в отсутствие вакансий . Следует иметь ввиду, что рассмотренный 
механизм образования ваканеионов должен преимущественно реализо
вываться в том случае, если ваканеионы являются бозонами , так как 
бозоны конденсируются на н ижнем энергетическом уровне в зоне . 

Очевидно, что такая ситуация может реализоваться только в ре
зультате квантономеханического туннелирования частиц .  Как это не 
парадоксально, квазисвободное движение ваканеионов с энергиями ,  со
ответствующими дну ваканеионной зоны ,  значительно более вероятно, 
чем одиночный акт туннелирования.  

18.2.2.  Вакансии в кристаллах при Т i:- О. Рассмотрим теперь 
ситуацию при температурах, отличных от нуля .  Пусть имеется кри
сталл с идеальной кристаллической решёткой. Его свободная энер
гия Р при температуре Т и фиксированном объёме будет Р = И - TS. 
Допустим ,  что в кристалле возникла вакансия .  Образование вакансии 
связано с перемещением атома изнутри кристалла на его поверхность, 
и это требует затраты энергии Е1 - Ео . Энергия системы при таком 
процессе увеличивается за счёт увеличения  потенциальной энергии .  
Н о  одновременно увеличивается энтропия кристалла, что приводит 
к уменьшению его свободной энергии .  Если энтропийное уменьшение 
свободной энергии  превосходит её увеличение за счёт возрастания И, 
то процесс образования вакансий является энергетически выгодным 
и будет происходить до тех пор ,  пока свободная энергия Р не  достигнет 
минимального значения, и в рассматриваемой системе не установится 
равновесное состояние .  Найдём соответствующую этому равновесию 
концентрацию вакансий .  

Рассмотрим кристалл , образованный N + n атомами, из которого 
удалены n атомов, что привело к образованию n вакансий .  Каждому 
конкретному набору n узлов, из которых удалены атомы,  соответствует 
свободная энергия Р0 (п)  = И - TS0 ,  где 50 - энтропия фиксированной 
конфигурации вакансий .  При n « N, т. е. при отсутствии или слабом 
взаимодействии вакансий друг с. другом, вакансии можно считать 
независимыми ,  так что И, 50 и F0 будут зависеть только от числа 
вакансий, а не от их nространствеиной конфигурации .  

Общая энтропия S кристалла с n вакансиями  является суммой 
энтропий фиксированной конфигурации S0 и конфигурационной со-
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ставляющей энтропии  Scon (n) , отражающей беспорядок, возникший из
за того , что имеется (N + n) ! /N!n! способов расположения n вакансий 
среди n + N узлов решётки .  Таким образом, (N + n)l/Nlnl есть число 
возможных состояний системы,  и по определению 

(N + п) ! Scon (n) = kв ln N!n! . ( 1 8 .2 . 1 )  

Выражение для свободной энергии принимает вид 

F(n) = И - TSa (n) - TScan (n) . ( 1 8 .2 .2) 

Используем формулу Стирлинга, справедливую для больших значе
ний аргумента логарифмической функции :  ln (х! )  � x(ln x - 1 ) .  Тогда 

Sco��n) = ln (N + n) ! - ln N! - ln n! = 
= (N + n) ln (N + n) - N ln (N) - n ln (n) . ( 1 8 .2 . 3) 

Значение n, при котором свободная энергия  имеет минимальное 
значение ,  определяется условием дF(n)/дn = О . Дифференцируя выра
жение для свободной энергии ( 1 8 .2 .2) по n, получим уравнение 

дИ _ TдSo(n) _ yдScon (n) = О . 
дп дп дп 

( 1 8 .2 .4) 

Первый член в ( 1 8 .2 .4) представляет собой независимую от темпе
ратуры потенциальную энергию Et - Е0 , которую надо затратить, что
бы удалить один атом из решётки и образовать одну вакансию (удалить 
или сместить на поверхность) . Второе слагаемое описывает изменение 
тепловой энергии решётки при изменении числа вакансий на единицу 
при заданной конфигурации .  Это слагаемое много меньше первого, так 
как Е0 по порядку величины  равно когезионной энергии  в расчёте 
на один атом и составляет несколько электрон-волы. Поэтому вторым 
слагаемым можно пренебречь .  Третье слагаемое с учётом ( 1 8 .2 .3) равно 

ТдSсап(п) _ k T l 
N + п � k T l  

N 
--".8-n'---'- - в n -n- � в n ;- , ( 1 8 .2 . 5) 

так как n « N. Таким образом, уравнение ( 1 8 .2 .4)  приобретает вид 

N Е, - Е0 - kвТ ln - = О. n ( 1 8 .2 . 6) 

Отсюда равновесное значение концентрации вакансий при температуре 
Т "!=- О, при котором свободная энергия кристалла минимальна, 

( Е, - Ео ) n = N ехр - kв Т . ( 1 8 .2 .7) 
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Как и следовало ожидать, это значение при Т ----+ О обращается 
в нуль .  При Т = О минимуму свободной энергии соответствует иде
альная бездефектная кристаллическая решётка . Но при Т '1- О иде
альная структура становится термадинамически неустойчивой по от
ношению к образованию вакансий ,  равновесная концентрация которых 
увеличивается при повышении температуры в соответствии с форму
лой ( 1 8 .2 . 7) .  

§ 1 8.3. Ваканеионы в квантовых кристаллах 

Квантовые кристаллы - это кристаллы ,  у которых параметр 
де Бура Л =  А6/а2 порядка единицы (Ао � JТL/('Mw) - амплитуда 
нулевых колебаний атомов (см. § 5 . 1 )  с частотой w и массой М, а 
межатомное расстояние) .  Л определяет вероятность W подбарьерного 
туннелирования ваканеионов в решётке W "" ехр ( - 1 /  Л) .  Параметр Л 
и ,  соответственно, степень перекрытия волновых функций соседних 
атомов возрастают при уменьшении  массы атомов. Для кристаллов 
гелия Л �  1 ,  для водорода Л �  0,6, для неона Л � 0, 1 5 . Для дру
гих элементов Л «  1 (например, для ксенона Л �  0 ,0 1 )  и их можно 
рассматривать как обычные кристаллы с атомами ,  локализованными 
в узлах кристаллической решётки. 

Таким образом , квантовые кристаллы - это особое состояние 
вещества, занимающее промежуточное положение между квантовой 
жидкостью и классическим кристаллом . У обычных кристаллов вол
новые свойства атомов приводят к существованию нулевых колебаний .  
У квантовых жидкостей - они полностью разрушают кристаллическую 
структуру. У квантовых кристаллов сохраняется выделенность узлов 
кристаллической структуры, но одновременно возникает возможность 
перемещения атомов с узла на узел. У квантовых кристаллов возможны 
типы движений ,  характерные как для жидкого, так и для твёрдого 
состояний .  Указанные особенности квантовых кристаллов приводят 
к тому, что в них реализуется рассмотренный выше сценарий образо
вания вакансий при Т = О К. Таким образом, в квантовых кристаллах 
вакансии существуют стационарно во всей области существования 
кристаллов. 

Заметим, что квантовое движение атомов с узла на узел может 
осуществляться не только в кристаллах с вакансиями, но и в кри
сталлах , состоящих из атомов разных сортов ,  в частности, в спла
вах типа замещения, в которых элементарным  актом перемещения 
может быть туннельный обмен местами соседних атомов разного 
сорта . 

Как уже указывалось , в квантовых кристаллах образование по
движных вакансий энергетически выгодно даже при Т = О. Поэтому 
ваканеионы в квантовых кристаллах не локализуются, а движутся 
в периодическом поле кристаллической решётки как некоторые ква-
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зичастицы с определёнными значениями энергии и импульса, образуя 
ваканеионную энергетическую зону. Ширина ваканеионный  зоны со
ставляет ""' 1  о-4 эВ,  что соответствует температуре "' 1 К. 

Подвижность ваканеионов описывается коэффициентом их диф
фузии D. Диффузию в квантовых кристаллах можно рассматривать 
как диффузию газа ваканеионов и использовать представления ки
нетической теории газов, т. е .  ввести длину свободного пробега, се
чение рассеяния и т. п .  При температурах, близких к абсолютно
му нулю ,  основны м  механизмом, определяющим длину свободного 
пробега вакансионов, является их рассеян ие друг на друге. В этой 
модели коэффициент квантовой диффузии D определяется скоро
стью туннелировгния vт и длиной свободного пробега l вакансионов : 
D "'  vтl. 

Скорость туннелирования,  в свою очередь, связана с вероятностью 
туннелирования W соотношением vт "' Wnj(mva) , где mv - эф
фективная масса вакансиона, а - межатомное расстояние .  Поскольку 
скорость туннелировгния vт в первом приближении не зависит от тем
пературы, температурная зависимость коэффициента диффузии опреде
ляется температурной зависимостью l. Длина свободного пробега l при 
заданном эффективном сечении рассеяния обратно пропорциональна 
концентрации рассеивающих центров. 

Взаимодействие ваканеионов связано с тем , что каждый ваканеион 
создаёт вокруг себя поле упругой деформации решётки, с которым 
взаимодействуют другие вакансионы .  На больших расстояниях r де
формационное поле убывает как 1 Jr3, так что взаимодействие является 
дальнодействующим .  Таким образом, вблизи Т =  О К дли на свободного 
пробега l определяется концентрацией ваканеионов n, соответствую-

щей минимуму свободной энергии кристал-
D ла и слабо зависящей от температуры.  

о 

1 /n При повышении  температуры основную 

т 

Рис. 1 8 .3 . 1 .  Качественная 
зависимость коэффициен
та диффузии D вакансио-

роль начинает играть рассеяние ваканеио
нов на тепловых фононах. Величина D на
чинает резко уменьшаться , изменяясь про
порционально т-9. При дальнейшем повы
шении температуры, когда начинают доми
н ировать термически активированные над
барьерные переходы , диффузия ваканеио
нов становится чисто классической. Вероят
ность надбарьерных переходов, а, следова
тельно, и коэффициент диффузии, увеличи-

нов от температуры ваются при повышени и  температуры по экс-
поненциальному закону ехр [-дЕ /(kвТ)] , 

дЕ - высота потенциальных барьров между атомами .  Характер зави
симости коэффициента диффузии ваканеионов от температуры иллю
стрируется рис. 1 8 .3 . 1 .  
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Закон дисперсии ваканеионов можно получить при малых значени
ях квазиимпульса р, разлагая энергию ваканеиона Е(р) в ряд вблизи 
минимального значения Е0 , соответствующего р = 0: 

2 
Е(р) = Еа + _Е__ , 

2mv 
( 1 8 .3 . 1 )  

где mv - эффективная масса вакансиона. 
Оценка показывает, что время связанного состояния ваканеиона 

(время, которое он находится в узле решётки) близко ко времени 
перехода ваканеиона с одного узла на соседний .  Поэтому возникает 
интересная ситуация: если бы можно было наблюдать за каким-либо 
узлом решётки ,  то можно было бы видеть ,  что в течение времени этот 
узел то содержал бы атом ,  то оказывался бы свободным. Часть времени 
атомы находятся между положениями равновесия. Поэтому появление 
ваканеиона с импульсом IP I = 21rtL/ .Л = О (.Л = оо) не нарушает иде
альной nериодичности кристалла. В квантовом кристалле число узлов 
решётки всегда превышает число атомов. 

Существование так называемых нулевых вакансий при Т = О, име
ющих квазиимпульс равный нулю, приводит к возможности суще
ствования сверхтекучего состояния квантового кристалла . Ваканеионы 
подчиняются статистике Бозе, так как статистика ваканеионов сов
падает со статистикой атомов кристалла. Они образуют неидеальный 
базе-газ с доминирующими силами  отталкивания. Н. Н. Боголюбов 
показал, что спектр возбуждения такого газа представляет собой при 
малых импульсах звуковые волны с линейным законом дисперсии ,  т. е .  
для газа ваканеионов выполняется критерий Ландау сверхтекучести 
(см. (5 . 1 2 .3 1 ) ) .  

Другим представителем семейства квантовых кристаллов является 
твёрдый водород. Масса атома водорода меньше массы атома гелия ,  
однако силы взаимодействия между атомами водорода больше, чем 
между инертными атомами гелия .  Поэтому квантовые эффекты в твёр-

! дом водороде проявляются в меньшей степени, чем в кристаллах гелия .  ' 
Однако они играют заметную роль в кристаллах инертных элементов , 
содержащих небольшие количества атомов водорода. 

§ 1 8.4. Влияние ваканеионов на свойства кристаллов 

Возникновение полей упругой деформации вокруг ваканеионов при-
. водит к тому, что при определённых условиях становится возможным 
образование связанных состояний двух или трёх вакансионов. В этом 
случае связанные ваканеионы оказываются делокализованными толь
ко вдоль определённых осей кристалла или вдоль кристаллических 
плоскостей и являются своеобразными  одномерными или двумерными 
квазичастицами в трёхмерных кристаллах. 

Возникновение системы подвижных ваканеионов приводит к осо
бенностям на температурных зависимостях коэффициента трения,  к до-
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полнительной диссипации энергии при однородных деформациях кри
сталлов , изменению температурной зависимости времени релаксации 
упругих напряжений ,  к резонансным эффектам .  Ваканеионы могут 
вносить также определённый  вклад в теплопроводность и теплоёмкость 
кристаллов .  

§ 1 8.5 . Краудионы 

Краудион (от англ .  crowd - тесниться) - одномерное сгущение 
атомов (или ионов) в определённом кристаллографическом направле
нии в кристаллах, вызванное дополнительным межузельным атомом .  
Краудион представляет собой линейный сгусток атомов, протяжённо
стью в несколько межатомных расстояний ,  содержащий один лишний 
собственный атом или ион. Образуется в результате смещения какого
либо атома решётки, например, после удара налетевшей частицы при 
облучении кристалла потоком частиц.  

Краудионы могут перемещаться в решётке как квазичастицы, обла
дающие определённым квазиимпульсом и энергией. Поскольку линей
ная плотность ионов в краудионе больше средней линейной плотности 
ионов в том же направлении ,  краудионы в ионных решётках обладают 
избыточным положительны м  зарядом , равным в первом nриближении 
заряду одного иона кристаллической решётки .  В атомных решётках 
краудионы также могут nереносить электрический заряд, если nри 
образовании краудионов зарядавое состояние атомов изменяется в ре
зультате их смещения из узлов решётки .  В этом случае краудионы 
могут иметь как положительный так и отрицательный заряд, отличный 
от заряда ионизованного атома .  

Эффективная масса краудионов определяется энергией их  миграции 
в кристалле . Эта энергия зависит от кристаллографического направ
ления и может иметь значител ьную анизотропию.  Обычно она суще
ственно меньше, чем энергия миграции ваканеионов и составляет сотые 
доли эВ, так что краудионы могут иметь достаточно высокую подвиж
ность даже nри температуре порядка температуры кипения жидкого 
азота (77 К) .  

§ 18.6.  Фокусоны 

В сильно анизотропных кристаллах могут существовать элемен
тарные возбуждения,  обладающие способностью самофокусироваться 
в направлениях наиболее плотно-упакованных рядов атомов. Соот
ветствующие им квазичастицы nолучили название фокусонов. Осо
бенностью фокусанов является локальный характер их возбуждения. 
Предположим,  что один  из атомов решётки приобретает имnульс в ре
зультате столкновения с налетевшей на него частицей .  Атом, смещаясь 
из положения равновесия ,  передаёт этот импульс ближайшим соседям .  
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Величина переданного импульса зависит от величины энергии связи 
между атомами в данном направлении . Очевидно, что наиболее эффек
тивно импульс будет передаваться в том направлении ,  в котором силы 
связи максимальны ,  т. е .  в направлении наиболее плотно упакованных 
атомных рядов .  

Таким образом ,  независимо от направления первоначального им
пульса , в решётке возбуждаются квазичастицы, распространяющиеся 
(фокусирующиеся) в направлении плотных линейных упаковок атомов 
или ионов в решётке. 

По своей физической природе фокусон ассоци ируется с квантом 
энергии , соответствующим продольному акустическому импульсу, рас
пространяющемуся вдоль одномерной цепочки атомов .  



Г л а в а  1 9  

СОЛИТОНЫ 

§ 1 9 . 1 .  Общие свойства 

Солитон - это един ичное, локализованное в пространстве возму
щение среды в виде волны ,  распространяющееся в ней как квазичасти
ца. Термин солитон происходит от латинского слова solus, что можно 
перевести как <<уединённый•> .  Характерными особенностями солитонов 
являются локализация в конечной области и неизменность формы 
при движении .  Солитоны обладают энергией, импульсом, моментом 
импульса. Именно это обстоятельство позволяет рассматривать соли
тоны как квазичастицы,  характеризующиеся определёнными энергией 
и импульсом, движение которых подчиняется законам Н ьютона . 

До 60-х годов солитоном называли уединённую волну неизменной 
формы,  распространяющуюся с п остоянной скоростью по поверхности 
тяжёлой жидкости конечной глубины .  Сейчас это понятие расшири
лось, и солитоны, в первую очередь, классифицируются по числу изме
рений ,  вдоль которых происходит локализация возмущения нелиней
ной среды. Одномерными солитонами являются классические волны 
в жидкостях, доменные стенки в ферро- и антиферромагнетиках , волны 
зарядавой плотности в органических проводниках и одномерных метал
лах . К двумерным солитонам относятся дислокации в кристаллических 
решётках, вихревые структуры в тонких слоях сверхтекучего изотопа 
Не3, вихри Абрикосова в сверхпроводниках 2-го рода. Трёхмерные 
СОЛИТОНЫ - ЭТО тороидальные ВИХrевые структурЫ В ферромагнеТИКаХ 
и толстых слоях сверхтекучего Не . 

Способность солитонов сохранять свою форму при движении  в сре
де с дисперсией принципиально отличает их от обычных локальных 
возбуждений ,  например, отдельной волны сжатия в упругой среде, 
электромагнитной волны и так далее . Форма солитона в нелинейной 
среде определяется двумя конкурирующими процессами - расплыва
нием из-за дисперсии  среды и опрокидыванием нарастающего фронта 
из-за нелинейности . Схематически обычная диссипативная волна и со
литон представлены на рис. 1 9 . 1 . 1 ,  а и б, соответственно, в координа
тах А (амплитуда) ,  х ( координата) ,  t ( время) .  

Форму практически любого локализованного возбуждения с про
странетвенной протяжённостью lo по оси х можно представить в виде 
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а х 

А 

б х 
Рис. 1 9 . 1 . 1 .  Схематическое изображение обычной диссипативной волны (а) и 

солитона (6) в координатах А - амплитуда, t - время, х - координата 

тригонометрического ряда Фурье, т. е. в виде суперпозиции гармоник 
с волновыми числами 21rnjl0 , где n - целые числа . Значениям 21rпjl0 
соответствуют длины волн l0 , l0j2 , l0j3, . . .  Но в среде с дисперсией 
волны различной длины распространяются с различной скоростью. 
Поэтому любое локальное возмущение должно размываться в про
странстве и со временем исчезать .  

Способность солитона сохранять свою форму связана с тем , что 
солитон является нелинейным возбуждением. Как известно, при нели
нейности форма и скорость распространения возбуждения зависят от 
его амплитуды . Обычно ,  чем больше амплитуда возбуждения, тем 
больше его скорость. В результате нелинейности колебаний передний 
фронт возбуждения при его движении  становится все более крутым .  

, В т о  же время дисперсия стремится размыть возбуждение, т .  е .  сделать 
: его фронт более пологим .  Солитон возникает при условии ,  что эффекты 
i нелинейности и дисперсии компенсируют друг друга так, что форма 
1 импульса остаётся постоянной. 
� Поскольку ВОЛНЫ ПрИ МаЛОЙ аМПЛИТуде всегда ЛИНеЙНЫ , СОЛИТОНЫ 
могут образоваться лишь в том случае, если амплитуда возбуждения 
становится достаточно большой. Если форма и амплитуда обычной 
волны,  например волны,  распространяющейся по струне, определяется 
начальными условиями и может быть любая, а её скорость всегда 

· одна и та же, то форма и скорость солитона не зависят от начальных 
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условий ,  а определяются исключительно условием взаимной компенса
ции эффектов нелинейности и дисперсии .  Можно сказать, что солитон 
формируется и самоорганизуется таким образом, чтобы его форма, 
амплитуда и скорость полностью компенсировали дисперсионное раз
мытие в среде. Солитон , благодаря нелинейности , как бы приспосаб
ливается к дисперсии и остаётся солитоном даже при наличии трения, 
хотя, естественно, амплитуда солитона при этом уменьшается . В про
цессе такой самоорганизации энергия от гармоник, бегущих с боль
шей скоростью,  может передаваться (перекачи ваться) более медленным 
гармоникам , если такая перекачка энергии уравнивает деформацию, 
вызванную дисперсией . 

Если энергия возбуждения велика, то образуется несколько соли
тонов с характерными энергиями ,  а излишняя энергия, превышающая 
энергию Образовавшихея солитонов, идёт на генерацию возбуждений 
обычного типа ,  расплывающихся во времени. 

В настоящее время и звестен целый ряд солитонов, различающихся 
как по своей природе , так и по размерам области локализации .  Это 
солитоны в кристаллах, магнитных материалах, сверхпроводниках, в 
жидком гелии ,  в живых организмах, в океанах и атмосфере Земли 
и даже в галактиках. 

Рассмотрим наиболее характерные типы солитонов в конденсиро
ванных средах. 

§ 1 9.2 .  Солитоны в кристаллах 

Рассмотрим наиболее простую модель структуры солитонов, кото
рые могут образоваться в цепочке атомов с периодом а, изображённой 
на рис. I 9.2 . 1 .  Вертикальные штриховые линии обозначают положе
ния равновесия атомов с номерами,  указанными под этими линиями.  

1 
1 а 1 
:-----1 
1 2 3 4 5 б 7 8 9 1 0  1 1  1 2  

Рис .  1 9 .2 . 1 . Модель солитона .  Вертикальные пунктирные линии обозначают 
положения равновесия 1 2  атомов, �i - смещения i-x атомов из положения 

равновесия 

Сместим атомы  из узлов 3-9 вдоль цепочки вправо, как показано на 
рис. 1 9.2 . 1 ,  на вектор �n · При этой операции атом из узла б перейдёт 
в узел 7, положения атомов с номерами меньшими 3 и большими 9 
не изменяются .  Между атомами 2 и 7 возникает область разрежения 
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до деформации в ней находилось четыре атома (узлы 3-6), а после 
деформации осталось три .  Наоборот, в области между атомами 7 и 10 
образовалась область сжатия ,  содержащая вместо двух атомов в неде
формированной цепочке, три атома .  Величины векторов смещения ато
мов показаны в верхней части рис. 1 9 .2 . 1 вертикальными отрезками .  
(Напомним ,  что реально смещение происходит вдоль цепочки) .  Следует 
заметить, что рисунок весьма условен,  в действительности смещения 
атомов в левой и правой областях деформации убывают при удалении 
от центральной части деформации медленнее , чем это показано на 
рис .  1 9.2 . 1 ,  так что возмущение цепочки захватывает большую область . 

В невозмущённой цепочке атомов области разрежения и сжатия мо
гут образоваться только одновременно. Однако, если в цепочке отсут
ствует один  атом (один узел вакантный) ,  то в такой структуре может 
образоваться область разрежения, как и зображено на рис 1 9.2 .2 ,  а . 
В цепочке, изображённой на рис. 1 9.2 .2 ,  а, узел 6 был до деформации 

� I6 I�б � 6 6 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 s б 7 1 2 3 4 s 6 7 

а б 
Ркс. ! 9 .2 .2 .  Модель образования области разрежения (а) и сжатия (6) в це
почке атомов. Вертикальные пунктирные линии обозначают положения равно

весия атомов, �; - смещения i-x атомов из положения равновесия 

вакантным .  После деформации в него переходит атом из узла 5. В ре
зультате образуется область разрежения между атомами 1 и 7. 

Если же в цепочке появляется лишний атом , то может образоваться 
область сжатия (рис. 1 9.2 .2 ,  6), например, по такой схеме: атом из узла 
1 смещается на вектор 6 вправо, а его место в узле 1 замещает 
дополнительный атом . 

Области разрежения или сжатия могут легко перемешаться по 
цепочке , сохраняя свою форму, которая описывается огибающей сме
щений �i · если их размеры существен но превышают её период. Они 
получили название солитонов Френкеля-Конторовой, причём область 
разрежения принято называть солитоном,  а область сжатия - антисо
литоном, по аналогии с понятием частица и античастица. В идеальной 
решётке солитоны рассмотренного типа могут появляться только пара
ми .  После этого пара солитон-антисолитон может разойтись ,  так что 
солитон и антисолитон могут существовать в решётке отдельно. 

Два одинаковых солитона отталкиваются друг от друга . Это проще 
всего представить, рассматривая два антисолитона, образованных об
ластями сжатия кристаллической решётки .  Аналогично, хотя и менее 
очевидно, ведут себя солитоны . Солитон и антисолитон притягиваются 



538 Гл. 19. Солитоны 

друг к другу, так как области сжатия энергетически выгодно переме
ститься в область разрежения .  

Чтобы описать взаимодействие солитонов, им  удобно приписать 
соответствующие заряды :  солитонам - положительный,  антисолито
нам - отрицательный .  Тогда одноимённые солитоны отталкиваются, 
разноимённые - притягиваются. 

Для возбуждения солитона в решётке возмущение должно быть 
достаточно сильным,  так как при малых смещениях атомов колебания 
линейны и в решётке возбуждаются обычные акустические волны,  
которым соответствуют акустические фононы ,  распространяющиеся со 
скоростью звука. Поэтому сильное возмущение распадается на бе
гущие волны - фононы и один  или несколько (в зависимости от 
силы возмущения) солитонов и антисолитонов . Форма и амплитуда как 
солитонов, так и антисолитонов не зависят от начального возмущения, 
а определяются лишь параметрами  среды, например для кристалличе
ской решётки - массой атомов , силами связи между ними .  

Посмотрим теперь, что происходит при столкновении солитонов. 
Пусть на антисолитон (область сжатия в решётке) налетает другой ан
тисолитон . При взаимодействии оба солитона деформируются . За вре
мя соприкосновения  кинетическая энергия перераспределяется между 
взаимодействующими  антисолитонами .  Если до взаимодействия один 
из них покоился, то после взаимодействия он будет двигаться , сохраняя 
свою форму, так как антисолитон легче сдвинуть, чем деформировать. 

Рассмотрим взаимодействие солитона и антисолитона .  Пусть анти
солитон налетает слева на покоящийся солитон . При соприкосновении  
возникает волна, распространяющаяся от  антисолитона (области сжа
тия) в область разрежения, соответствующую солитону. В результате 
солитон превращается в антисолитон ,  а налетающий антисолитон -
в солитон .  Это превращение происходит со скоростью звука - ско
ростью распространения волны сжатия. Если начальная скорость ан
тисолитона меньше скорости звука ,  то обе квазичастицы не успевают 
заметно изменить свою форму и разлетаются как упругие шары. На
летевший антисолитон превращается в покоящийся солитон, солитон 
же превращается в антисолитон и движется направо. Таким образом , 
солитоны ведут себя при взаимодействии не как одиночные импульсы 
сжатия, которые проходят при столкновении один через другой , а как 
квазичастицы. 

1 9.2 . 1 .  Модель Френкеля-Конторовой .  Прежде всего заметим ,  
что в изолированной цепочке атомов, солитоны образоваться не  могут. 
Для образования солитонов необходимо, чтобы кроме сил взаимодей
ствия между атомами  в цепочке, атомы находились бы в поле периоди
ческого потенциала с тем же периодом . В модели Френкеля-Конторо
вой такой потенциал создаётся атомами соседнего слоя , которые счита
ются жёстко закреплёнными в положениях равновесия. Итак, рассмот
рим цепочку атомов , каждый массой М, связанных упругими силами 
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с коэффициентом жёсткости (3, распо
ложенную на подложке (рис. 1 9.2 .3) . 
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Атомы подложки на этом рисун
ке обозначены квадратиками . Будем 
рассматривать одномерную задачу -

1 2 3 4 5 

движение атомов вдоль оси х, и счи- Рис.  1 9 . 2 . 3 .  Схематическое изоб-
тать, что все силы ,  действующие на ражение цепочки атомов 1 ,  2, . . . 
них, также направлены вдоль оси х.  над подложкой с периодическим 
Поместим начало координат в узел J .  потенциалом 

Координаты атомов в цепочке в по-
ложении равновесия будут Xno = an, где а - постоянная решётки. 
а n = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  

Действие подложки можно описать периодической синус<JИдальной 
силой 

j(x) = -fo sin 
21rx

. а ( 1 9 .2 . 1 )  

Посмотрим ,  как изменяется эта сила при смещении п-атома впра
во. В положении равновесия х" = Xno = an и сила f(хпо ) = О. При 
смещении на �n атома вправо сила f(x) направлена против смещения 
и достигает максимального значения -fo при �" = а/4. При �" = а/2 
сила f(x) обращается в нуль .  При дальнейшем смещении она изменяет 
знак, достигает максимума при �" = 3а/4 и вновь обращается в нуль 
при �n = а. Общение f(x) в нуль при �" = О, а/2. а связано с тем, что х 
компоненты сил, действующих на п-й атом со стороны ближайших 
атомов подложки, взаимно компенсируют друг друга . 

Отклонение п-го атома от положения равновесия 

�n (t) = X71 (t) - Xno = Xn (t) - па, ( 1 9 .2 .2) 

где xn(t) - координата п-го атома в момент времени t. Со стороны 
подложки на п-й атом действует сила 

f( ) _ /" . 2кxn (t) _ /" . 27r(�n (t) - па) _ /" . · 27r�11 (t) Xn - - J o SШ - - J o SШ - -;о SШ --- . а а ry 

Соседние атомы цепочки действуют на п-й атом с силой 

Уравнение движения п-го атома приобретает вид 

М82� = -fo sin 
21!"�n + f:J(�п+ l - 2�n + �п- 1 ) .  дt а 

\ 1 9 .2 .3)  

( 1 9.2 .4) 

( 1 9 .2 .5) 

При fo = О это уравнение переходит в уравнение для движения атомов 
в одномерной цепочке. 

Движущийся солитон подобен волне, бегущей вдоль цепочки ,  в ко
торой атомы колеблются с определённым сдвигом фаз, причём каждый 
атом с некоторым запаздыванием повторяет движение предыдущего . 
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Время этого запаздывания 6-t определяется скоростью движения волны 
v = a/6-t. Таким образом, можно написать 

�n+ J  (t) = �n (t - 6-t) , �n- J (t)  = �n (t + 6-t) .  ( 1 9 .2 .6) 
Смещения �n (t + 6-t) можно найти, считая движение атома в про

межуток времени от t - 6-t до t + 6-t равноускоренным .  Тогда 

�п (t ± 6-t) = �п (t) ± ВE;t(
t) 6-t + а;;2п (ll;)2 . { 1 9.2 .7) 

Подставляя ( 1 0 .2 .7)  в { 1 0 .2 .5) находим уравнение ,  описывающее 
движение n-го атома в цепочке: 

[м - (3(6.t)2] 82�n = -fo sin 27r�n . дt2 а 
( 1 9 .2 .8)  

При отсутствии подложки сила fo = О и соотношение М = f3(6.t)2 
определяет скорость распространения звуковой волны в свободной це
почке 

Изв = (;t)o = а{[; . ( 1  9 .2 .9) 

При fo i О выражение в квадратной скобке (со знаком минус) 
в формуле { 1  9.2 .8) можно рассматривать как некоторую эффективную 
массу М*, определяющую движение атома в цепочке при наличии 
периодического потенциала подложки : 

-М* = [М - j3(6.t)2) = М ( 1 - a2��2t)2 ) = М  ( 1 - �;) , ( 1 9 .2 . 1 0) 

где v = a/6-t - скорость движения солитона . Таким образом, в рас
сматриваемой модели эффективная масса атомов в солитоне 

( 1 9. 2. 1 1 ) 

Если скорость движения солитона меньше скорости звука, то эф
фективная масса М* > О. Обратим внимание на то, что М* зависит 
от скорости движения солитона . Чем меньше скорость солитона по 
сравнению со скоростью звука, тем больше эффективная масса атомов 
в солитоне .  

Найдём теперь вид функции  �(х, t ) .  Перепишем ( 1 9.2 .8) в виде 

27!" 82 �2n = 27!" f� sin 27r�n = ui sin 27r�n ( 1 9 .2 . 1 2) 
а дt аМ а а ' 

где w2 = 27rfo/(aM*) . При условии �n (t) = О при t = О решение урав
нения ( 1  9 .2 . 1 2) имеет вид 

�п (t) = � + 2: [1r - 4 arctg (e-w(t-t,.) ) ] = а - � arctg (e-w(t-t,.J ) . 
( 1 9.2 . 1 3) 
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Так как атомы в солитоне колеблются со сдвигом фаз (запаздывани
ем) ,  для каждого атома было выбрано своё начало отсчёта времени tn . 
Время запаздывания для соседних атомов Ь.t = a/v, где v - скорость 
распространения солитона. Отсюда следует, что 

�� (t) = �o(t - Ь.t) ,  6(t)  = �o(t - 2/:lt ) ,  

t n  = n!:lt. 

�n (t) = �o (t - n!:lt) ,  

( 1 9 .2 . 1 4) 

Выразим время tn через скорость солитона tn = n!:lt = na/v и за
меним па на х. Тогда функцию �(t ,  х) , описывающую смещение атомов 
в солитоне, можно представить в виде 

�(t , х) = а - 2а arctg ( e-w(t-xjv) ) . 7r ( 1 9.2 . 1 5) 

Запишем показатель экспоненты в выражении ( 1 9 .2 . 1 5) в виде 
-w(t - x/v) = (х - vt) lv . где lv = v/w. Подставляя w2 = 27Г f0/aM* 
и М* из ( 1 9.2 . 1 1 ) ,  находим 

v п2 lv = - = lo 1 - 2 ' W Vзв 
где l0 = а  ( 1 9.2 . 1 6) 

В выражении для l0 под корнем стоит безразмерная величина, 
равная отношению двух энергий :  Mv;8 и 27Гfоа .  Так как 'И38 = av7J7М , 
выражение М v;8 = f3a2 приближённо описывает энергию,  которую надо 
затратить, чтобы переместить атом в свободной цепочке на рассто
яние а. При этом предполагается, что соседние атомы неподвижны,  
а сила 2{3�. действующая на атом, имеет такой же вид и при больших 
смещениях � ;::;: а. 

Выражение в знаменателе в ( 1 9 .2 . 1 6) для 10 пропорционально ра
боте, которую надо затратить на преодоление потенциального барьера , 
создаваемого подложкой между двумя положениями равновесия .  Таким 
образом, 10 увеличивается при увеличении жёсткости цепочки (уве
личении {3) и уменьшении силы ,  действующей на атомы  цепочки со 
стороны подложки . 

Будем считать, что упругая энергия f3a2 значительно превосходит 
f0a, так что l0 » а. Для функции � (х, t ) ,  описывающей солитон, окон
чательно получаем (см .  ( 1 9 .2 . 1 5) )  

�(x, t) = а - 2а arctg (e<x-vt)jl ., ) . ( 1 9 .2 . 1 7) 7r 
Для удобства анализа этой формулы на рис. 1 9 .2 .4 ,  а изображён 

график функции у = arctg х.  
Построим сначала функцию �(t ,  х)  при t = О. При х = О имеем 

arctg 1 = 7Г/4, �(0,0) = а/2. При х = lv имеем arctg e = 1 ,2 1 8  и �(0, l u )  = 
= 0,225а. При х ----7 оо имеем arctg ( exfl ., ) = 7Г /2 и �(0, оо) = О. При 
х = -lv имеем arctg (е- 1 ) = 0,353 и �(0, -lv) = 0,775а. При х ----7 -оо 
имеем arctg (exf l ., )  = О  и �(0, - оо) = а. Характер смещения атомов по 
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Рис. 1 9 .2 .4 .  График функции у = arctg x (а) и .;(t, x) (6) для антисолитона ( / )  
и солитона (2) 

оси х в солитоне изображён на рис. 1 9.2 .4 ,  б. Видно, что кривая 1 
описывает область сжатия ,  т. е .  антисолитон .  Вдали от центра анти
солитона, расположенного в точке х = О, атомы расположены вбли
зи положений равновесия .  Атом ы  смещены относительно положений 
равновесия только в и нтервале ( -lu ,  lv) · Этот интервал и определяет 
размер антисолитона .  Аналогично можно получить зависимость �(t ,  х) 
для солитона . Эта зависимость изображена на рис. 1 9 .2 .4 ,  б штриховой 
линией 2. 

Из формулы ( 1 9 .2 . 1 6) следует, что при fo = О величина lv обраща
ется в бесконечность .  Это значит, что определяющую роль в форми
ровании солитона играет взаимодействие цепочки атомов с подложкой . 
Обратим внимание на то, что хотя абсолютные значения смещения ато
мов из узлов решётки велики ( порядка а) расстояния между соседними 
атомами изменяются не значительно, в среднем на величину -;:::;aj N, 
где N - число атомов в солитоне. Поскольку равновесные положения 
атомов в решётке определяются расположением соседних атомов , по
тенциальная энергия деформации решётки в солитоне ,ЗI�n+ 1 - �n 1 2 N -;:.::::, 
-;:.::::, ,З(a/N)2N -;:.::::, ,За2 jN. Энергия образования одной вакансии составля
ет порядка ,За2• Отношение энергии,  необходимой для образования со
литона , к энергии образования вакансии равно -;.:::; 1 /N. Таким образом, 
образование в решётке протяжённого (lo » а) солитона значительно 
более выгодно, чем образование вакансии .  

Постоянному значению смещения �(х, t )  соответствует условие х 
- vt = const или х = const +vt . Антисолитон движется вправо с фа
зовой скоростью v . Если скорость солитона равна нулю,  то его раз
мер lv = l0 зависит только от параметров решётки.  Размер lv равно
мерно движущегося солитона уменьшается при увеличени и  скорости 
(см .  ( 1 9 .2 . 1 6) )  

lv = l o  ( 1 - :;; ) . ( 1 9.2 . 1 8) 
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Эта формула напоминает по структуре и зменение длины тела при 
переходе в движущуюся систему координат в специальной теории от
носительности. Из ( 1 9.2 . 1 6) следует, что при fo ---+ О величина l0 ---+ оо, 
т. е .  солитон исчезает и в цепочке атомов распространяются только 
обычные звуковые волны .  Это значит, что подложка ,  создающая пе
риодический  потенциал, играет определяющую роль в формировании 
соли тона .  

Чтобы выяснить роль подложки ,  рассмотрим ,  как она влияет на 
распространение обычных звуковых волн в цепочке атомов. Будем 
считать, что смещения � атомов малы по сравнению с параметром а 
(расстоянием между атомами) и атомы в волне совершают гармони
ческие колебания вблизи узлов решётки .  Так как �/а « 1 ,  заменим 
sin (21Г�п/a) в уравнении ( 1 9 .2 .5) на 21Г�п/а. Тогда уравнение ( 1 9.2 .5) 
перейдёт в 

Мд2�2п = -fo 2
1Г�
п + {З(�п - 2�n + �n- J ) .  

дt а 
Будем искать решение в виде бегущей волны 

Подставляем ( 1 9 .2 .20) в ( 1 9 .2 . 1 9) и получаем 

( 1 9.2 . 1 9) 

( 1 9 .2 .20) 

- Mu} = (eika + e-ika ){З - (2{3 + 27rfo ) = 2{3(cos ka - 1 ) - 27rfo . 
а а 

( 1 9 .2 .2 1 )  
Отсюда 

2 _ 4,8 . 2 ka + 21r !о 
UJ - М sш 2 Ма · ( 1 9 .2 .22) 

Выражение ( 1 9 .2 .22) описывает закон дисперсии  звуковых волн в 
цепочке атомов на подложке с периодическим потенциалом . 

При малых ka (Л » а) , соотношение ( 1 9 .2 .22) приобретает вид 

2 = а2 ,В k2 + 27r fo = 2 k2 + 21r !о UJ М Ма Vзв Ма · ( 1 9 .2 .23) 

Величина а2 {3 /М = V38 есть скорость звука в свободной (без под
ложки) цепочке атомов, k - волновой вектор, UJ - частота звуковых 
волн и v = UJЛ/(21Г) - их скорость, Л - длина волны  в системе 
цепочка-подложка .  С учётом этих обозначений  из ( 1 9 .2 .23) получаем 

откуда 

( 27ГV)2 = 2 (21r )
2 

+ 2Jrfo 
Л 

Vзв Л Ма ' ( 1 9 .2 .24) 

( 1 9 .2 .25) 
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Величина 2пv�8М а/ fo имеет размерность квадрата длины.  Обозна
чим эту величину через лg . Окончательно получаем выражение для 
фазовой скорости звука в системе цепочка-подложка : 

R V == Vзв ' о 
при fo -7 О величина Л -7 оо и v -7 v,8 . 

( 1 9.2 .26) 

Групповая скорость vg упругих волн в системе цепочка-подложка 
получается дифференцированием выражения ( 1 9 .2 .23) по k :  

Vзв ( 1 9.2 .27) 

Отметим следующее принципиальное отличие акустических фоно
нов в системе подложка-цепочка от акустических фононов в свободной 
цепочке. У фононов в свободной цепочке в области длинных волн 
скорость не зависит от длины волны :  (.<) = V38k, Vзв = ау731М . Следо
вательно в свободной цепочке дисперсия звуковых волн отсутствует. 
Поэтому фазовая и групповая скорости фонанов в цепочке совпадают. 

В системе цепочка-подложка закон  дисперсии нелинеен .  Фазовая и 
групповая скорости различны :  фазовая скорость больше, а групповая 
существенно меньше скорости звука в свободной цепочке, причём обе 
скорости зависят от длины волны .  

Таким образом , наличие периодического потенциала подложки при
водит к тому, что волны в цепочке атомов обладают дисперсией .  
Возникающая в результате этого взаимная компенсация эффектов, 
вызванных нелинейностью колебаний при больших смещениях атомов 
в цепочке и дисперсией, обеспечивает возможность существования 
в ней солитонов. 

Можно также показать, что энергия Е и импульс р движущегося 
солитона выражаются формулами • 2 

Е т Vзв == --;:====== J l - v2 jv�" 

т* v 
р = --;:==== V 1 - v2 jv�. 

( 19 .2 .28) 

( 19.2 .29) 

где m* = 2аМ/(п2lа) .  Таким образом, движущийся солитон в кри
сталлах описывается не механикой Ньютона ,  а механикой специальной 
теории относительности . 

19 .2 .2 .  Бисолитоны-бризеры. Ранее указывалось, что солитоны 
разного знака притягиваются друг к другу. Притяжение может при
вести или к аннигиляции солитонов или к образованию связанного 
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состояния . В модели Френкеля-Конторовой могут образоваться бисо
литоны, живущие бесконечно долго. 

Допустим, что в результате притяжения солитон и антисолитон 
сблизились и образовали состояние, изображённое на рис. 1 9 .2 .5 ,  а .  

Очевидно, что такое состояние будет неустойчиво и волна сжатия 

6 +.; 

Рис. 1 9.2.5 . Взаимодействие а) антисолитона (область сжатия )  - справа и 
солитона (область разрежения) - слева .  В результате взаимодействия области 

сжатия и разрежения меняются местами (6) 

распространится справа налево. Через время �4lv/u38 слева возникнет 
область сжатия, а справа - область разрежения, как изображено на 
рис.  1 9.2 .5 ,  б .  

Такой же процесс происходит при  столкновении антисолитона и по
коящегося солитона . При этом происходит обмен кинетической энер
гией и после столкновения солитон и антисолитон отрываются друг 
от друга . Однако в рассматриваемом случае оба солитона в начальный 
момент покоятся и их кинетическая энергия равна нулю.  Поэтому 
за следующий промежуток времени вол на сжатия расnространится 
в обратном направлении - слева направо и так далее. Образуется сто
ящее на месте пульсирующее состояние,  получившее название бризер 
(breath - дыхание ) .  Частоту пульсации v можно оценить по формуле 
v � Vзв/ (41") .  Полагая l" � 1 0а, а ::::; 1 0-8 см, V38 � 5 · 1 05 см/с, находим 
v � 2 · 10 1 1  с- 1• Бризер внешне похож на стоячую волну. Однако от 
стоячей волны он принципиально отличается тем, что ero ничто не 
удерживает на краях. Поэтому бризер ведёт себя подобно квазичасти
це. Он может равномерно перемешаться в решётке, ускоряться или 
замедляться вблизи неоднородностей . При столкновениях с солитонами 
и другими бризерами он также ведёт себя как квазичастица . Заметим 
также, что бризер нельзя рассматривать как связанные между собой 
солитон и антисолитон, он обладает новым качеством .  Это образова
ние, внутри которого пульсирует волна сжатия и разряжения среды . 

Бризеры, возникающие как связанное состояние в системе солитон
антосолитон, получили название бионов. Бионы большой амплитуды 
являются долгоживущими образованиями и могут быть также дву
мерными и трёхмерными .  Относительно долгоживущие возбуждённые 

1 8  Н . Б .  Брандт, В.А.  Кул ьбачинский 
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осциллирующие состояния могут возникать также при столкновении 
солитона и а нтисолитона в поле покоящегося солитона .  Такие состоя
ния получили название тритонов, так как в их образовании участвуют 
три солитона . 

§ 1 9 .3. МаГНИТНЫе СОЛИТОНЫ 

Магнитный солитон - это область, в которой ориентация маг
нитных моментов атомов изменяется на определённый угол . В ферро
магнетиках эта область разделяет два соседних домена с различными 
ориентациями спинов и называется доменной стенкой . Границы между 
доменами (доменные стенки) могут свободно перемещаться по кри
сталлу, сохраняя форму, если, конечно, им не мешают несовершенства 
кристаллической решётки или другие доменные стенки ,  и ведут себя 
при столкновениях как квазичастицы. В наиболее общем виде магнит
ные солитоны представляют собой топологические вихри поля намаг
н иченности. Рассмотрим простейшие примеры магнитных солитонов, 
ограничиваясь ферромагнитными материалами .  

1 9.3. 1 .  Топологические вихри. Топологический вихрь представ
ляет собой такое пространственное распределение намагниченности 
ионов или атомов в ферромагнитном или антиферромагнитном кри
сталле, которое нельзя непрерывным преобразованием перевести в од
нородное состояние, отвечающее основному состоянию магнетика. 

Наиболее наглядны м  примером топологического вихря является 
распределение спинов, которое нельзя путём непрерывного преобра
зования перевести в основное (упорядоченное) состояние. Рассмотрим 

Рис. 1 9.3 . 1 .  Области магнитных мо-
ментов а и Ь, ориентированных вверх, 
переходящие одна в другую при по

вороте моментов 1-7  вокруг оси 

гейзенберговскую одномерную це-
почку магнитных моментов , при
ведённую на рис. 1 9.3 . 1 .  

Основное состояние является 
ферромагнитны м  (на рис. 1 9.3 . 1 
обозначено как <<а •> и <<Ь •> ) .  Пред
ставим  себе, что на разделяю
щем их отрезке магнитные момен
ты, оставаясь перпендикулярными 
оси ,  повёрнуты по часовой стрел
ке на некоторый угол друг относи-
тельно друга так, что суммарны й  

поворот составляет у гол 27Т. Такая деформация намагниченности эк
вивалентна повороту области «а» вокруг продольной оси на угол 2п 
относительно области <<Ь•> .  Очевидно, что при закреплённых концах це
почки никаким образом нельзя , повора4и вая магнитные моменты и не  
разрывая цепочку, восстановить параллельную ориентацию спинов. 

В отличие от топологического вихря, любое локальное возмущение 
основного состояния цепочки,  при котором моменты на некотором 
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отрезке цепочки поворачиваются сначала по часовой стрелке, а затем -
против ,  может быть трансформировано в основное состояние путём 
непрерывной деформации .  

Рассмотрим теперь более сложные двумерные и трёхмерные вихри. 
В качестве примера на рис. 1 9 .3 .2 ,  а приведено распределение намаг
н иченности вдали от вихря для магнетика тетрагональной симметрии, 

а б 
Рис. 19 .3 .2 . а) Распределение намагниченности в плоскости вдали от магнит
ного вихря . ДГ - доменная граница шириной d . 6) Распределение намагни

ченности в двумерном тоnологическом вихре 

в котором существует четыре направления лёгкоrо намагничивания 
(для гексагональной и ромбической симметрий их шесть) . Формируют
ся домены в виде секторов, намагниченность которых близка к соот
ветствующим направлениям лёrкоrо намагничивания. Они разделены 
90-градусными (50-градусными) доменными границами .  

Возможное распределение магнитных моментов в двумерном фер
ромагнетике представлено на рис. 1 9.3 .2 ,  б. В этом случае в основном 
состоянии магнитные моменты ориентированы перпендикулярно плос
кости . В области топологического вихря их ориентация постепенно 
изменяется, становясь противоположной в центре вихря. 

Распределение намагниченности в трёхмерном магнитном вихре 
приведено на рис. 1 9.3 .3 ,  а. 

Степень топологической сложности вихря принято характеризовать 
так называемы м  топологическим. зарядом. v. Пусть задано некото
рое пространствеиное распределение магнитных моментов М. Введём 
единичный вектор m = М/Мо ( где Мо = IM I ) .  отображающий это 
распределение на поверхности сферы единичного радиуса. Ориентацию 
каждого вектора будем характеризовать в сферической системе коор
динат углами ер и {) (рис. 1 9 .3 .3 , 6) .  

В одномерном ферромагнетике вектор m зависит только от од
ной координаты х. Каждому значению этой координаты соответству
ют определённые значения углов {} и ер, т. е. точка на поверхности 

J S• 
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Рис. 1 9 .3 .3 .  а) Распределение намагниченности в трёхмерном топологическом 
вихре.  б) Единичный вектор т в сферической системе координат 

единичной сферы. Если при изменении  х углы {J и 'Р изменяются, 
то конец единичного вектора m выписывает на поверхности сферы 
некоторую линию. Поэтому любому распределению намагниченности 
отвечает линия на поверхности сферы . В частности, если в цепочке 
атомов (рис. 1 9.3 .  1 )  магнитные моменты отклоняются в плоскости ,  
перпендикулярной оси х ,  то для всех магнитных моментов 'Р = п /2 ,  
а угол {J изменяется ,  при изменени и  х, от значения  {J = О через {J = 

= п до значения {J = О .  Изображающая вектор m точка описывает на 
поверхности сферы окружность, расположенную в плоскости yz. Если 
же вектора отклоняются произвольным, не согласованным  образом , 
т. е. кроме угла {J будет изменяться ещё и угол 'f, то образом такого 
состояния (топологического вихря) будет замкнутая кривая на поверх
ности сферы,  не лежащая в одной плоскости . В любом случае степень 
вырождения этой кривой определяет величину топологического заряда. 
При повороте векторов вокруг оси х на угол 2п степень вырождения и ,  
соответственно, топологический заряд v равны / .  Если вихрь образует
ся в результате двойного закручивания цепочки,  степень вырождения 
линии и топологический заряд v равны 2. 

Для вихря , изображённого на рис. 1 9 .3 .2 ,  а , все векторы магнитных 
моментов расположены в плоскости ху, т. е. для всех векторов угол 
{J = п j2, а каждому значению угла 'Р соответствует одна и та же опре
делённая ориентация магнитных моментов. В результате, все возмож
ные ориентации вектора m соответствуют точкам , расположенным  на 
экваторе сферы рис. 1 9 .3 .3 ,  б. Топологический заряд такого вихря равен 
v = 1 .  Вихрь такого типа образуется на стыке четырёх ферромагнитных 
доменов, разделённых доменными стенками шириной б, как показано 
на рис. 1 9 .3 .2 ,  а . Ш ирина доменных стенок определяет размер вихря . 

Нетрудно представить расположение магнитных моментов, при ко
тором они поворачи ваются при обходе центра вихря в плоскости ху по 
замкнутой окружности на угол 4п. В этом случае вектор m дважды 
описывает окружность , так что экваториальная линия становится два-
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жды вырожденной. Топологический заряд такого вихря будет равен 2 .  
Таким образом,  степень вырождения отображения магнитных моментов 
вихря на сферу определяется отношением угла поворота магнитных 
моментов в вихре и угла 2n. 

Для другой пространственной конфигурации магнитных моментов 
в ферромагнетике, изображённой на рис. 1 9 .3 .3, а, для любого направ
ления в плоскости ферромагнетика, задаваемого углом r.p, ориентация 
магнитных моментов изменяется от 13 = О до 13 = n. Значит каждому 
фиксированному углу r.p соответствует на поверхности сферы полу
окружность, определяющая (при задан ном r.p) возможные значения 
вектора m .  В этом случае, учитывая, что r.p изменяется от О до 2n, 
распределение магнитных моментов отображается на всю поверхность 
единичной сферы,  причём это отображение однократно вырождена. 
Топологический заряд такого вихря равен 1 .  Величину топологического 
заряда в этом случае можно определить также, рассматривая измене
ние угла поворота магнитных моментов в области вихря на прямой , 
расположенной в плоскости вихря и проходящей через его центр. 
Видно, что это изменение равно 2n и, следовательно , топологический 
заряд равен 1 .  

В рассмотренных случаях топологический заряд v = 2� J dr.p. От
метим, что топологический заряд симметричного распределения намаг
ниченности однозначно связан с суммарным изменением количества 
движения поля намагниченности магнетика . 

Одной и той же структуре топологических магнитных вихрей соот
ветствуют две противоположные ориентации магнитных моментов. Это 
обстоятельство учитывается введением двух знаков топологического 
заряда . Если считать, что и зменению ориентации магнитных моментов 
в области вихря по часовой стрелке соответствует положительный 
топологический заряд, то вихрю, в котором ориентация магнитных 
моментов изменяется против часовой стрелки ,  приписывается отрица
тельный топологический заряд. В отсутствие внешнего магнитного 
поля вероятности образования вихрей с положительным и отрицатель
ным зарядом одинаковы ,  так что их концентрации равны. 

Вихри с одноимёнными топологическими зарядами  отталкиваются , 
а с разноимёнными - притягиваются. Взаимодействие вихрей можно 
пояснить следующим образом . В центре вихря дивергенция намагни
ченности не равна нулю,  что позволяет формально приписать вихрю 
магнитный заряд. Знак магнитного заряда вихря определяется зна
ком его топологического заряда v. Поэтому характер взаимодействия 
топологиче<еких вихрей аналогичен взаимодействию полюсов магнита: 
одноимённые полюса отталкиваются , а разноимённые притягиваются . 

При сближении двух вихрей возникает две возможности . Если вих
ри не разделены потенциальным барьером ,  они могут соединиться . При 
слиянии вихрей их топологические заряды складываются. Например, 
для вихрей с одинаковыми по модулю ,  но разными  по знаку топологи-
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ческими  зарядами суммарный топологический заряд становится равен 
нулю.  Это означает, что вихри с противоположными топологическими 
зарядами  аннигилируют. Процесс аннигиляции наглядно можно пред
ставить на примере рассмотренной ранее одномерной цепочки  магнит
ных моментов (см. рис . 1 9.3 . 1 ) .  Топологическому заряду v = 1 соот
ветствует вихрь, возникающий при << закрутке>> магнитных моментов на 
угол 27Т по часовой стрелке. Заряду v = - 1  соответствует <<закрутка>> 
на угол -27Т ( против часовой стрелки) . Легко представить, что при 
слиянии таких вихрей локальные деформации цепочек исчезают и вос
станавливается основное ферромагнитное состояние магнитных момен
тов. Если же сливаются два вихря с топологическими  зарядами  v = 2 
и v = - 1 ,  в результате образуется вихрь с топологическим  зарядом 
v = 1 .  Физически это означает, что если сначала цепочку магнитных 
моментов «закрутить» на  два оборота по часовой стрелке (угол 47Т) , 
а потом на один оборот против часовой стрелки (угол 27Т) ,  то обра
зуется топологический вихрь, соответствующий повороту магнитных 
моментов в цепочке на угол 27Т, т. е. с топологическим зарядом f = 1 .  

Если же вихри разделены потенциальным барьером, то при сбли 
жени и  они  не  аннигилируют, а образуют связанное двухвихревое со
стояние,  в котором индивидуальность вихрей, в первом приближении, 
сохраняется. 

Топологические вихри удобно разделить на две группы по характеру 
локализации области возмущения намагниченности. Если вдали от 
вихря распределение намагниченности однородное, то такой вихрь на
зывается локализованным. Примерам локализованного вихря является 
вихрь, изображённый на рис. 1 9.3 .2 ,  6. Для локализованных вихрей 
всем бесконечно удалённым  от центра вихря точкам координат про
странства соответствует одно и TO)f(e значение намагниченности Л10, 
отвечающее основному состоянию магнетика. 

Если  же на  большом расстоянии от вихря намагниченность зависит 
от координат, т. е .  имеет разные предельные значения при удалении от 
вихря по разным направлениям ,  то такой вихрь называется делокали
зованным. 

19.3.2.  Энергия ферромагнитного состояния. Полная свобод
ная энергия F ферромагнетика является суммой энергий обменного 
взаимодействия vVa6 , магнитной анизотропии Wk , энергии магнито
упругой деформации Wму и энергии взаимодействия ТVм с магнитным  
полем 

( 1 9 .3 . 1 )  

Рассмотрим эти энергии .  
1 .  Энергия обменного взаимодействия описывается уравнением 

(см. ( 1 5 .4 . 1 ) ) 

W б = -2 " А · (S .S ) = -2 " А ·  S2 cos <п · · о � Z,J ' J � '·1 r' ,J • 
i,j i ,j 

( 1 9 .3 .2) 
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где Ai,j - обменный интеграл атомов i и j ,  'Pi.J - угол между направ
лениями векторов спиновых моментов, S;,  Sj - векторы электронных 
сnинов атомов в един ицах h. В ферромагнетиках обменный  интеграл 
А;1 > О и энергетически выгодны м  является параллельная ориентация 
спинов соседних атомов . 

2 .  Энергия vv'k магнитной кристаллической анизотропии определя
ется анизотропией энергии намагничивания кристалла . Намагничивая 
вещество, внешнее магнитное поле совершает работу. Из экспери
ментальных данных следует, что величина этой работы зависит от 
ориентации поля Н относительно кристаллографических осей образца. 
Те направления в кристалле, в которых работа намагничивания мини
мальна, называются осями (направлениями) лёгкого намагничивания . 
Направления, в которых намагничивание требует затраты большей 
работы, называются осями трудного намагничивания. 

Энергия обменного взаимодействия определяется электростатиче
ским взаимодействием электронов , изотропна по своей природе и не за
висит от угла между спиновыми моментам и  и кристаллографическими 
осями .  Поэтому обменная энергия не может привести к анизотропии 
магнитных свойств ферромагнетика.  Энергия Wk магнитной кристал
лографической анизотропии  обусловлена магнитным диполь-диполь
ным  взаимодействием спиновых магнитных моментов электронов друг 
с другом и с орбитальными магнитными моментами ,  привязанными 
к определённым кристаллографическим направлениям симметрией вол
новых функций '  

В результате этого взаимодействия спиновые магнитные моменты 
электронов устанавливаются под такими углами к осям кристалла, 
чтобы суммарная энергия их магнитного взаимодействия была мини
мальной. Например, для плоской квадратной решётки , энергия диполь
дипольного взаимодействия минимальна при 
ориентации спиновых магнитных моментов 
вдоль осей х или у (рис. 1 9 .3 .4 , а) . При от
клонении спинов от этих направлений  энер
гия возрастает и достигает максимума при 
ориентации спинов под углом 45° к осям 
(рис. 1 9 .3 .4 , 6) . 

Чтобы изменить ориентацию спинов от
носительно оси намагничивания, нужно со
вершить работу. Таким образом , энергия Wk 
магнитной анизотропии зависит от угла меж
ду направлением намагниченности и направ
лением оси лёгкого намагничивания.  

3. Энергия Wму магнитаупругой деформа
ции является следствием магнитострикции -
изменения формы и размеров ферромагнети-

"lt11� 
а х 

б :z: 
Рис. 1 9 .3 .4 . Ориентация 
спиновых магнитных мо
ментов в плоской квад
ратной решётке с ми
нимальной (а) и макси
мальной (6) энергиями 
диполь-дипольнога взаи-

модействия 

ков при их намагничивании ,  в результате чего в ферромагнетиках 
возникают силы упругой деформации .  Поэтому при возникновении 
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спонтанной однородной намагниченности домена возникает магнито
стрикция. Величина магнитострикции и ,  соответственно, величина свя
занной с ней магнитаупругой энергии зависят от направления намагни
чивания относительно кристаллографических осей .  При и зменени и  на
правления намагничивания изменяется также величина магнитаупру
гой энергии .  

Сумма энергий Wk магнитной кристаллографической анизотропии и 
Wму магнитаупругой деформации определяет величину общей энергии 
Wa магнитной анизотропии  ферромагнетика 

( 1 9 .3 .3) 

4.  Энергия взаимодействия с магнитным полем (см. ( 1 9 .3 . 1 ) ) Wм = 
= Wн + W0, где ТVн = - (МН) - энергия домена (области с одинако
вой ориентацией магнитных моментов атомов) во внешнем магнитном 
поле Н, М - вектор намагниченности ,  т.  е. вектор магнитного момента 
единицы объёма вещества, W0 - энергия ферромагнетика в собствен
ном размагничивающем магнитном поле. 

Причину появления размагничивающего магнитного поля можно 
наглядно пояснить следующим образом.  Рассмотрим однодоменный  
ферромагнетик неправильной формы .  Допустим ,  что в результате об
менного взаимодействия все спины выстроились в одном и том же 
направлении,  например, вдоль оси х.  Разобьём мысленно весь образец 
на совокупность длинных тонких параллелепипедов, ориентированных 
в том же направлении .  Будем считать, что магнитная индукция В = 
= 41ТМ внутри каждого такого параллелепипеда однородна. Так как 
div В = О, магнитные  силовые линии всегда замкнуты. Это значит, 
что, замыкаясь вне параллелепипеда, они пересекают образец в об
ратном направлении .  Таким образом,  возникновение намагниченности 
приводит к образованию магнитного поля ,  магнитные силовые линии 
которого пересекают образец в противоположном вектору М направле
нии .  Поле Нр называется размагничивающим nолем . В общем случае 
это поле неоднородно и, таким  образом, однородны й  магнетик оказыва
ется намагничен неоднородно. Однако для образцов эллипсоидальной 
формы или круглого цилиндра размагничивающее поле однородно. 
Поэтому можно считать , что п-я часть поля 41ТМ пересекает образец 
в противоположном направлении ,  так что магнитная и ндукция внутри 
образца равна 

41ТМ - n · 41ТМ = 4пМ ( 1  - n) . ( 1 9 .3 .4) 

Для бесконеч но длинного цилиндра, параллельноrо вектору М, 
размагничивающий фактор равен нулю. Для шара n = 1 /3,  для беско
нечного цилиндра, перпендикулярного вектору М, n = 1 /2. Размагни
чивающий фактор определяет энергию ферромагнетика в собственном 
размагничивающем поле Нр . При изменении  намагниченности на dM 
энергия ферромагнетика изменится на величину 

бW0 = -(Нр бМ) .  ( 1 9 .3 .5) 
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При увеличении намагниченности дМ > О магнитное упорядочение 
возрастает, свободная энергия уменьшается . Поэтому в ( 1 9 .3 .5) перед 
скалярным произведением стоит знак минус. Подставляя в ( 1 9 .3 .5) 
выражение для НР и интегрируя , находим 

н 4 �1 нто = - J н  d �1 = 47Т'nМ2 р = - 1(' lY' 11, VY 1 р i1 
2 

. 

Следовательно 

Wм = ТVн + П1о = -(МН) + 27Гnlvf2. 

( 1 9 .3.6) 

( 1 9 .3 .7) 

19.3.3. Домены в ферромагнетиках. Образование доменной 
структуры в ферромагнитных кристаллах достаточно больших разме
ров связано с тем, что однородная ориентация магнитных моментов 
атомов во всём объёме образца является энергетически невыгодной . 
Рассмотрим сначала идеальный ферромагнитный кристалл , имеющий 
форму тонкого длинного цилиндра с осью лёгкого намагничивания, 
направленной вдоль оси цилиндра . При такой ориен
тации размагничивающий фактор n = О. Для такого 
кристалла энергия размагничивающего поля равна 
нулю .  Энергия магнитной анизотропии 1Va мини
мальна, поскольку вектор намагничивания паралле
лен оси лёгкого намагничивания. Обменная энергия 
\V06 также минимальна, так как все спины ориен
тированы параллельна друг другу. Для такого кри
сталла минимуму свободной энергии соответствует 
состояние однородной намагниченности . Это значит, 
что такой кристалл должен предпавлять собой один 
сплошной домен. 

У реальных кристаллов размагничивающий фак-

Рис.  19 .3 .5 .  Схе-
ма образования 
магнитных доме-
нов с анипарал-
лельной ориента-

тор не равен нулю и ,  следовательно, отлична от ну- uией магнитных 
ля энергия в собственном размаrничиваюшем поле . моментов 
Кристаллу энергетически выгодно разделиться на 
несколько доменов (областей) с однородной намагниченностью таким 
образом, чтобы соседние домены были намагничены антипараллельно, 
так как при этом уменьшается энергия, связанная с размагничиванием 
(рис. 1 9 .3 .5) . 

19.3.4. Магнитные солитоны в ферромагнетике с лёгкой осью. 

Рассмотрим ферромагнетик с одним направлением лёгкоrо намагни
чивания. На границе между плоскими  доменами векторы спиновых 
магнитных моментов изменяют своё направление на противоположное. 
Если такой переход осуществляется на расстоянии а ,  т. е . в соседних 
атомных плоскостях, то это должно привести к появлению большой 
положительной энергии обменного взаимодействия. Обменная энергия 
между двумя соседними противоположно ориентированными спинами 
изменится от значения -AS2 до AS2 (см. § 1 5 .2) . Поверхностная энер-



554 Гл. 19. Солитоны 

гия, приходящаяся на 1 см3 границы раздела, будет /об = AS2 / а2 , где 
а - межатомное расстояние, и 1 /а2 - число атомов на  единичной 
площади. 

Если же переход от одного домена к другому осуществляется 
плавным поворотом спинов на протяжении большого числа слоёв, то 

величина энергии переходной обла
сти (доменной стенки) оказывает
ся значительно меньше AS2j а2 . На  
рис. 1 9.3 .6  показана структура пере
ходнаго слоя (3) между двумя доме
нами ( 1 ,  2) .  

Рис .  1 9 .3 .6 . Структура переходнаго 
слоя (3) между двумя доменами 1 

и 2  

Обозначим через iJ угол меж
ду направлением лёгкого намагни
чивания и вектором спинового маг
нитного момента атомов Ms, а че
рез r.p - угол между спиновыми 
моментами соседних атомов. Тогда 
r.p = а( diJ / dx) , ось х ориентирована 
перпендикулярно границе доменов. 
Для малых r.p обменная энергия со-

седних спиновых моментов i и j 

2 2 ( 'Р2 ) 
-А;зS cos r.p;j :::::;; -A;jS 1 - f . ( 1 9 .3.8) 

Будем учитывать только составляющую энергии ,  зависящую от 
угла 'Pij . Если толщина переходнога слоя, в котором вектор намагни
ченности изменяет ориентацию на 1Г ,  равна о, то можно заменить dfJ / dx 
на 1rjo. Заменяя dfJjdx на 1rjб, находим обменную энергию соседних 
спиновых моментов 

S2 2 ( d{} )2 2 2 ( 7Г )2 A;J а dx = A;jS а Б ( 1 9 .3 .9) 

Переходной слой содержит б/ а слоёв . В каждом слое на единицу 
поверхности находится 1 /  а2 спиновых магнитных моментов. Обменная 
энергия единицы площади переходнаго слоя составляет 

TV> = А S2a2 (�)2 � _.!_ = А;1 521Г2 
( 1  3 О) оо 'J Б а az аБ 

9 . .  1 

Таким образом, обменная энергия протя)f(ён ного переходнога слоя 
" ASa2ja2 Б .. меньше чем у резкои границы в 

2 2 
= -2 раз, причем, чем 

A;j S 7Г / (аБ) a1r 
шире слой ,  тем меньше его обменная энергия . 

Однако следует учитывать, что при увеличении  б возрастает энер
гия магнитной анизотропии за счёт отклонения магнитных моментов 
в переходнам слое от оси лёгкого намагничивания на отличные от нуля 
углы iJ. Эта энергия будет иметь максимальное значение, если предпо-
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ложить, что все магнитные моменты в переходнам слое ориентированы  
перпендикулярно оси лёгкого намагничивания .  В этом случае э нергия 
магнитной анизотропии единицы поверхности переходиого слоя Wk = 
= К  t5, где К - константа магнитной анизотропии .  В действительности 
угол 19 изменяется от О до 7Г, так что большинство векторов спиновых 
магнитных моментов ориентированы под различными углами к оси 
лёгкого намагничивания.  Это можно учесть , вводя коэффициент f3 < 1 ,  
так что 

( 1 9. 3. 1 1 ) 

Таким образом ,  энергия переходнаго слоя является суммой обмен
ной энергии и энергии магнитной анизотропии  

W
б 

= 
А;j�27Г2 + К(Зд. ( 1 9.3 . 1 2) 

Оптимальная толщина переходнаго слоя определяется из условия 
минимума этой энергии 

( 1 9 .3 . 1 3) 

откуда 

8 � )";�:' ( 1 9 .3 . 1 4) 

Толщина переходнаго слоя определяет ширину магнитного солито
на. Она обратно пропорциональна величине константы магнитной ани
зотропии .  У разных ферромагнентиков r5 варьируется от 1 до 100 нм .  
Подставляя ( 1 9 .3 . 14)  в ( 1 9 .3 . 1 2) находим полную энергию единицы 
площади переходнаго слоя, которая является энергией магнитного со-
.питона, 

( 1 9.3 . 1 5) 

Эта величина для железа составляет приблизительно 1 эрг/см2• Так 
как r5 '"'"' VlfК ,  а константа магнитной анизотропии ,  как правило, при 
повышении температуры уменьшается до нуля,  размер магнитного со
литона увеличивается при повышении температуры и при температуре 
Кюри обращается в бесконечность. Заметим, что в магнитных соли
тонах векторы магн итных моментов практически всегда расположены 
в плоскостях, паралельных границам доменов. Это связано с тем, что 
при изменении  ориентации в плоскости , перпендикулярной поверхности 
доменов, возникает нормальная к слою составляющая намагниченно
сти Мн и связанная с ней дополнительная положительная энергия 
в собственном размагничивающем поле, равная на единицу площади 
(см.  ( 1 9.3.6) ) .  

н т - 47Г м};ь ( 6) VYO - -2- . 1 9 . 3 . 1  
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(размагничивающий фактор принят равным 1 ) .  При ориентации маг
нитных моментов в плоскостях, параллельных границам доменов, энер
гия W0 = О , так как равен нулю размагничивающий фактор . 

1 9.3.5. Солитон в цепочке магнитных моментов. Рассмотрим 
цепочку магнитных моментов Мр с периодом а и одноосным ферромаг
нитным упорядочением (чему соответствует значение параметра А > О) 

J 1 1 1 1 1 1  1�' 
х 

б 

Рис. 1 9. 3 .  7. Схема образования со-
литона в цеnочке магнитных мо-

ментов 

вдоль оси л�гкоrо намагничивания 
z, как и зображено на  рис. 19 .3 .7. 
Обозначим через fJ угол между на
правлением упорядочения (осью z) 
и магнитным моментом при его от
клонении от положения равновесия 
в плоскости , перпендикулярной оси 
цепочки .  Как было показано ранее 
(см. § 1 5 .4) ,  на магнитный момент 
МР за сч�т обменного взаимодей
ствия действует со стороны сосед
них магнитных моментов обменное 
поле (см .  ( 1 5 .4 .5) )  

2А Ноб = - - (Sp- 1 + Sp+l ) .  g{-lв 
( 1 9.3 . 1 7) 

где g - g-фактор, S - - Мр _ Р - gр.в 
величина спина атома с номером р. Если поле Н06 выразить через 
магнитные моменты атомов, то оно записывается в виде 

2А 
Ноб = --2 (Mp- J  + Mp+z ) . (gf-lв) ( 1 9.3 . 1 8) 

Момент сил, действующих на магнитный момент Мр со стороны 
соседних моментов в результате обменного взаимодействия, выражает
ся формулой 

[М Н -] = 2А [MpMp- I ]  + [MpMp+ I ]  = р 00 ( )2 g{-lв = 2А -М2 sin (19р - 19p- I )  + М2 sin (19p+ I - 19р) 
(gр,в)2 ' ( 1  9 .3 . 1 9) 

так как магнитные моменты [MpMp- I ] и [MPMp+ I ]  направлены в раз
ные стороны . Считая , что разности углов поворота малы ,  находим 

2АМ2 
[МрНоб] = --2 (fJp+1 - 2fJP + fJp- t ) · ( 1 9 .3 .20) 

(gf-lв) 
Как был? показано ранее в гл . 1 5 ,  обменное взаимодействие такого 

типа приводит к существованию в цепочке спиновых волн .  
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Чтобы получить солитон ,  необходимо,  чтобы на магнитные моменты 
в цепочке действовали бы дополнительные силы специального типа, 
аналогично тому как это имеет место в модели солитона Френкеля
Конторовой .  Такими силами могут быть силы, создаваемые полем Hk 
магнитной анизотропии 

( 1 9.3 .2 1 )  

где �Vk - энергия магнитной анизотропии (см. ( 1 9 .3 . 1 ) ) .  
Для ферромагнетика с одним направлением оси лёпюго намагни

чивания Wk = К sin2 {) (К - константа магнитной анизотропии ) .  Вид 
этой формулы определяется тем ,  что Wk обращается в нуль независимо 
от того, направлен ли вектор намагничива
ния в положительном ( {) = О) или отрица
тельном (1'J = к) направлениях оси z. При 
ориентациях М Н z и М Т l z энергия маг
н итной анизотропии равна нулю  и макси
мальна при {) = к /2. 

Введём цилиндрическую систему коорди
нат так, чтобы магнитные моменты распола
гались в плоскости zy. В качестве перемен
ных выберем угол {), длину вектора М и ко-

z fl1eм 

у 
ординату х. Обозначим единичные векторы Рис. 1 9. 3 . 8 .  Схема расчё-
в направлениях вектора М и оси х через ем та магнитного поля ани-

и ех , а через е,э - единичный вектор , ори- зотропи и  
ентированный перпендикулярно вектору М 
(рис. 1 9 .3 . 8) .  При изменении угла {) на d{) вектор М изменится на 
величину dM = 111 d1'Je.э , так что 

д(K sin2 1J) eiJ - К . л 9 eiJ - К · '  e!J д1J м - -2 sщ и cos 1 1\.1 - - Slll 2{) Ai ' 

Момент сил, создаваемый полем анизотропии ,  равен 

[MHk] = -К siн 21'Jex ,  

так как векторы М и Hk взаимно перпендикулярны .  

( 1 9 . 3 .22) 

( 1 9 .3 .23) 

Так как изменение во времени спина магнитного момента с номером 
n равно сумме моментов ( 1 9 .3 .20) и ( 1 9 .3 .23) действующих на него 
сил, то уравнение движения этого магнитного момента имеет вид 

dSp _ К . . 2,а 2АМ2 
('о 2л _0 ) d - - sщ и р + --2 и р+ 1 - и р + и р- 1 . t (gf.Lв) 

( 1 9 .3 .24) 

При квазиклассическом рассмотрении  механический момент атома 
можно представить как произведение момента и нерции J на угловую 
скорость вращения w 

Sp = Jw = J 82�P .  
дt 

( !  9.3 .25) 
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Окончательно получаем 
82rJP _ • 2АМ2 

J -2- - -К sш 2iJP + --2 ( iJp+ l - 2iJP + iJp- z ) .  
д t  (gJ-Lв) 

( 1 9 .3 .26) 

Полученное уравнение имеет точно такой же вид, как уравнение 
движения атомов в солитоне Френкеля-Конторовой ( 1 9 .2 .5) .  Восполь
зуемся полученным ранее решением, заменяя в нём М на J, �n на iJ,  
fo на К, JГ/;п/а на iJn . f3 на 2AM2j(gJ18 )2 . Тогда уравнение ( 1 9 .2 .8) 
приобретает вид [J _ 2АМ: (.6.t)2] 82�Р = -K sin 21'Jp. ( 1 9 .3 .27) 

(gJ-Lв) дt 

Если поле анизотропии  отсутствует (К = 0), то соотношение 

J = 2АМ2 
(.6.t)2 

(gм ) 2 
( 1 9 .3 .28) 

определяет скорость распространения спиновой волны Vсв в цепочке 
магнитных моментов 

Vсв = .!!:._ = аМ {2А . 
t:.t g(Lв V J 

( 1 9.3 .29) 

При К i= О величина в квадратной скобке в формуле ( 1 9.4 .27) 
описывает эффективный момент инерции J* атомов в поле магнитной 
анизотропии J* = J _ 2АМ: (Ь.t)2 = J [l _ Vсв ] 

(g(Lв) v ( 1 9 .3 .30) 

где v - скорость движения солитона .  Чтобы найти зависимость iJ от t 
и х, перепишем ( 1 9 .3 .27) в виде 

2д21'J/' = - 2
1� sin 21'Jp. ( 19 .3 .3 1 )  

дt" 

Обозначим 2KjJ* = и/.  Будем считать, что в момент времени t = О 
из положения равновесия начинает своё движение магнитный момент 
с номером р = О. Следующий магнитный момент с номером р = 1 
начнёт движение через время .6.t = ajv, р-й момент - через время p.6.t, 
где а - расстояние между магнитными моментами, а v - скорость 
распространения возбуждения вдоль цепочки ,  т. е. скорость движения 
солитона. Таким образом , для р-го магнитного момента iJP = О  при t = 
= рЬ.t. При этих условиях решение уравнения ( 1 9.3 .3 1 )  имеет вид 

iJp (t) = ; - arctg (e-w(t-pilt) ) ,  ( 1 9 .3 .32) 

или, учитывая, что Ь.t = ajv, и заменяя ра на х, имеем 

( 1 9 .3 .33) 
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Функция 19( t, х) описывает движение магнитного солитона по це
почке магнитных моментов. Перепишем показатель экспоненты в виде 
(х - vt)/lv ,  lv = vjw. Найдём величину l" : 

где 

гУ lv = v y 2J( = v _!_ ( vzв - 1 ) � lo J 1 -- "' 2К v2 v;в
' ( 1 9 .3 .34) 

( 1 9 .3 . 35) 

Посмотрим теперь, как выглядит зависимость от .т функции 
19(х, t )  = % - 2 arctg ( ex- vtjl" ) .  ( 1 9 .3 .36) 

При t = О, х = О имеем arctg 1 = 7Г /4 и 19(0,0) = О; при t = О, х -+  оо 
имеем arctg оо = 7Г /2 и 19(  оо ,  О) = -7Г /2; при t = О, х � -оо имеем 
ыctgO = О  и 19( - оо ,  О) = 7Г /2. 

Таким образом, магнитный солитон в цепочке магнитных моментов 
представляет собой область, в которой магнитные моменты поворачи
ваются на угол 7Г .  Эта область разделяет два одномерных магнитных 
домена с противоположной ориентацией магнитных моментов. Линей
ные размеры покоящегося солитона равны приближённо 2l" . Солитон 
может двигаться вдоль цеnочки со скоростью 11. Поскольку величина lo , 
определяющая размер солитона ,  всегда положительна, скорость соли
тона не может превышать скорость спиновой волны .  Размеры солитона 
зависят от скорости его движения: чем быстрее движется солитон, тем 
меньше его размеры (сравни с ( 1 9 .2 . 1 8) ) ,  

п l u = lo . в 
§ 1 9.4. Флуксоны 

( 1 9 . 3 .37) 

Флуксонами называются солитоны в сверхпроводниках. Они отно
сятся к вихревому типу. Наиболее ярко их свойства иллюстрируются 
солитонами, возникающими в длинных джозефсоновских переходах. 

Рассмотрим плоский джозефсонавекий переход , образованный дву
мя массивными сверхпроводящими пластинами, разделёнными тонким 
слоем диэлектрика (рис . 1 9 .4 . 1 ,  а). Будем считать, что оси :r: и у прямо
угольной системы координат расположены в nлоскости перехода . При
ложим магнитное поле вдоль оси у. При этом по поверхностям пластин 
начинает течь мейснеровский экранирующий ток. Поскольку плотность 
джозефсоновского критического тока через слой диэлектрика очень 
мала , мейснеровский ток в области джозефсонавекого перехода рас
текается вглубь перехода на некоторую глубину Лi , чтобы сохранить 
бездиссипативность течения .  Рассмотрим область глубиной Лj , где 
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Рис. 19 .4 . 1 .  а) Две плоские пластинки сверхпроводника (с), разделённые тон
ким слоем диэлектрика (д) в магнитном поле Н0. Л - глубина проникновения 
мейснеровского тока в области контакта. 6) Область контакта двух сверхпро
водников (с) , разделённых тонким слоем диэлектрика (д) , Л - глубина про-

никновения мейснеровскоrо экранирующего тока 

течёт мейснеровский ток (рис. 1 9 .4 .2 ,  6) . Так как толщина диэлектрика 
между пластинами много меньше Л , область, в которой течёт мейсне-

о 
а в 

Рис. 1 9 .4 .2 .  График функции ср(х) (см . 1 9.4 . 1 3) (а), величины магнитного поля 
Н (6) и плотности сверхпроводящего тока Js (в) в области джозефсонавекого 

контакта 

ровский ток вдоль плоскости контакта, имеет толщину �2л. Выберем 
четыре точки, расположенные вне области толщиной �2л на расстоя
нии dx друг от друга. Обозначим фазу волновой функции куперовских 
пар через fJ.  Тогда канонический импульс пары записывается в виде 

2е n\lfJ = 2mv + - А, с ( 1 9.4. 1 )  

где v - дрейфовая скорость пар, а А - векторный потенциал прило
женнаго магнитного поля Н0, 2m и 2е - масса и заряд пары . Проин
тегрируем соотношение ( 1 9 .4 . 1 )  по линиям J-3 и 4-2, изображённым 
пунктиром на рис. 1 9 .4 . 1 ,  б. Эти линии находятся в области, где ин-
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дукция В = О и ,  следовательно, ток и дрейфовая скорость равны 0: 
3 2 3 2 

1i J V19dl + 1i JV19 dl = 2се (I A dl + J A dl) . 
1 4 1 4 

( 1 9 .4 .2) 

При условии 2Л « dx правую часть выражения ( 1 9 .4 .2) можно 
записать в виде 2е l А dl = 2е dФ, 

с r с ( 1 9 .4. 3) 

где dФ - магнитный поток через контур, обозначенный пунктирными 
линиями на рис .  1 9 .4 . 1 ,  б и отрезками, соединяющими точки 3-4 и 2- 1 .  

Интегрируя левую часть ( 1 9 .4 .2 ) , находим 
2е f1(1'!3 - 1'! 1  + 1'!2 - 1'!4 )  = - dФ. ( 1 9 .4 .4) с 

Обозначим разность фаз волновых функций на разных сторонах 
джозефсонавекого контакта в точке х через 47(х) = 1'! 1 - 192 . Соответ
ственно 47(х + dx) = 1'!3 - 1'!4 .  Левая часть уравнения ( 1 9 .4 .4) приобре-
тёт вид rlr.p (x) fL [ip(x + dx) - ip(x)] = fL-·- d1: . dx ( 1 9 .4 .5 ) 

Соотношение ( 1 9 .4 .4) преобразуется к виду 
dr.p(x) _ 2к dФ 
--;ь;- - Фо rlx ' 

( 1 9 .4 .6) 

где Фо = 1Гf<с/е = 1Lcj(2e) (СГС) - квант Аtагнитного потока , 

(в системе СИ Ф0 = IL/(2e) = 2 ,068 · I 0- 1 5  Вб) . Учитывая, что 
(dФ jdx) / (2Л) - напряжённость Н магнитного поля в переходе 
в точке х в направлении оси у, имеем 

Н(х) = Ф0 clr.p(x)
. 4кЛ clx 

( 1 9 .4 .7) 

Сверхпроводящий ток через переход в направлении оси z ,  в соот
ветствии с уравнением Максвелла, равен 

J, = � rot Н = � clli . ( 1 9  4 8) 4к 4к dx · · 
Подставляя ( 1 9 .4 .7) и учитывая , что джозефсонавекий ток J, = 

= lc siн 47(х ) ,  где lc - критическое значение тока, находим 

где 

( 1 9 .4 .9) 

сФо ЛJ = 2 . ( 1 9.4 . 1 0) 
1 611" JсЛ 

Полученное соотношение ( 1 9 .4 .9) называется уравнением Ферел
ла-Прейнджа . Его решение определяет зависимость разности фаз 
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волновых функций пар на границе джозефсонавекого перехода от ко
ординаты х .  

В слабом внешнем магнитном поле Н джозефсонавекий ток ( 1 9 .4 .8) 
мал и ,  соответственно, мала разность фаз ер. В этом случае уравнение 
приобретает простой вид: 

( 1 9.4. 1 1 )  

Его решение ер(х) = ep(O) exp (-x/.AJ ) ;  ер(О) - разность фаз на левой 
торцевой границе перехода. Подставляя это решение в ( 1 9 .4 .7 ) ,  на-
ходим 

Н(х) = Но ехр (-;1 ) . ( 1 9.4. 1 2) 

Из последнего выражения видно, что величина >.1 , имеющая раз
мерность длины, определяет глубину проникновения слабого магнит
ного поля в джозефсонавекий переход. 

При 2).. � 1 0-5 см ,  Jc � 1 00 А/ см2, )..J оказывается порядка 0, 1 мм ,  
т .  е .  достаточно велико по сравнению с мейснеровской глубиной про
никновения ..\. 

При увеличении внешнего магнитного поля ситуация изменяет
ся . Когда поле превышает некоторое значение Нс1 , внутрь перехода 
начинают проникать сверхпроводящие вихри - флуксоны,  несущие 
квант магнитного потока Ф0• То обстоятельство, что вихри начинают 
проникать внутрь только в полях выше первого критического поля Hc l ,  
связано с тем , что при Н < Нс1 свободная энергия вихрей положи
тельна и их образование внутри перехода энергетически невыгодно. 
При Н > Нс1 свободная энергия вихрей становится отрицательной и их 
возникновение приводит к понижению свободной энергии джозефсо
новского перехода. 

Вихри описываются решением уравнения ( 1 9 .4 .9) , когда ер не явля
ется малой величиной. Это решение, как легко убедиться подстановкой 
его в ( 1 9.4 .9) , имеет солитонный вид (см .  1 9 .2 . 1 7) 

ер(х) = 4 arctg (ех/Лi ) .  ( 1 9 .4 . 1 3) 

Функция ер(х) изображена на рис. 1 9 .4 .2 ,  а . Соответствующие ей 
зависимости магнитного поля Н "'  depjdx (см . ( 1 9 .4 .7) )  и плотности 
сверхпроводящего тока J. "' dHjdx (см. ( 1 9 .4 .8) )  от х представлены на 
рис. 1 9 .4 .2 ,  6 и в . 

Таким образом, джозефсоновскиu вихрь представляет собой то
ковый вихревой солитон, который может, не изменяя формы ,  пере
мешаться вдоль перехода, перенося квант магнитного потока . Дойдя 
до края перехода, джозефсонавекий солитон отражается от него . При 
этом направление магнитного поля солитона изменяется на обратное. 
Трение, связанное с туннелированием, не изменяет форму солитона, 
а лишь замедляет его движение .  Поэтому при отсутствии внешних 
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сил, создаваемых напряжением, подключённым к пластинам перехода, 
солитон в конце концов останавливается . 

Если разделяющий два сверхпроводника диэлектрик сделать неод
нородным, то солитоны будут удерживаться неоднородностями и ,  чтобы 
сдвинуть их с места, нужно приложить внешнее напряжение. Таким 
способом можно накапливать солито
ны и пересылать их вдоль перехода, 
что может быть использовано при со
здании систем записи и передачи ин
формации .  Такие системы обладали бы 
очень высоким быстродействием, так 
как время, необходимое на образова
ние солитона мало и составляет при
близительно 1 0- 1 2  с .  

Заметим,  что джозевсоновский со
литон от.nичается от вихрей Абрико-
сова в сверхпроводниках второго ро-

:г 
Рис. 1 9.4 .3 .  Солитон в джозев-

СОНОБСКОМ КОНТаКТе 

да тем , что не имеет нормальной (несверхпроводящей) сердцевины .  
Он создаётся вихревыми сверхпроводящими токами, текущими в слое 
толщины Л, по двум сторонам от диэлектрика, разделяющего сверх
проводники, замыкаемыми туннельными токами через диэлектрик пер
пендикулярно плоскости контакта (рис . 1 9 .4 .3) . Размер солитона в на
правлении оси х (вдоль контакта) равен �л1 , а в перпендикулярном 
направлении (вдоль оси z) � 2Л « Л1 . 

§ 1 9.5. Полевая интерпретация солитонов 

Поле - это область пространства, каждой точке которого соот
ветствуют определённые значения одной или нескольких физических 
величин .  Если эта величина - скаляр, то поле называется скаляр
ным ,  если вектор - то векторным .  Например, если заданы значе
ния электрического потенциала, то поле является скалярным .  Поле, 
в котором задаются значения электрического вектора, является век
торным. 

Поверхность воды в бассейне можно рассматривать как модель 
поля .  При этом каждой точке поверхности ставится в соответствие вы
сота поверхности воды над некоторым фиксированным уровнем .  Поле , 
также как частица, может переносить энергию. Энергия поля в единице 
объёма я вляется суммой а) кинетической энергии, пропорциональной 
квадрату скорости ,  с которой поле изменяется во времени; б) потенци
альной энергии, пропорциональной квадрату скорости ,  с которой поле 
изменяется в пространстве; в) внутренней энергии .  

Поле в пространстве является средой , в которой могут распростра
няться солитоны. Солитон представляет собой сгусток энергии поля, 
который постоянно находится в определённой области пространства 
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или движется в нём , сохраняя амnлитуду и форму. Рассеяться в про
странстве он не может . 

Интуитивно ясно , что скорость изменения поля во времени оnре
деляет скорость движения возмущённого состояния поля . Чем больше 
эта скорость, тем больше кинетическая энергия nоля. Если nредставить 
nоле как некоторую уnругую среду, то ясно, что чем больше градиент 
деформации в данной области, тем больше nотенциальная энергия 
nоля в этой области. В nримере с бассейном, внутренняя энергия 
определяется уровнем поверхности воды . Чем выше уровень - тем 
больше внутренняя энергия .  

Поскольку кинетическая и nотенциальная энергии пропорциональ
ны квадратам указанных выше величин, они могут быть только поло
жительными .  Если отсчитывать внутреннюю энергию от её наимень
шего значения и nринять это значение энергии за нуль , то внутренняя 
энергия тоже никогда не будет отрицательной .  

Таким образом , минимальная суммарная энергия поля равна нулю. 
Состояние поля с минимальной (или нулевой) энергией называется ва
куумным состоянием. В состоянии вакуума поле nостоянно в простран
стве и времени ,  так как любые изменения поля приводят к nоявлению 
положительной энергии. 

Для нахождения вакуумного состояния достаточно минимизировать 
только внутреннюю энергию .  Кинетическая и потенциальная энергии 
всегда могут быть обращены в нуль nутём выбора статического и од
нородного nоля .  Следовательно, вакуум - есть состояние nостоянно
го во времени и пространстве nоля, имеющего нулевую внутреннюю 
энергию. 

Возможны состояния однородного поля , при котором внутренняя 
энергия обращается в нуль при отличном от нуля значении поля. 
Примерам является магнитное поле ферромагнетика: упорядоченное 
состояние магнитных моментов соответствует минимуму внутренней 
энергии и отличному от нуля магнитному полю. 

На рис. 1 9 . 5 . 1 изображены зависимости внутренней энергии Е от 
величины nоля ер для трёх простейших случаев : квадратичной зависи
мости с одним вакуумным состоянием (а) ,  зависимости Е =  (ер2 - 1 )2 
с двумя вакуумными состояниями nри ер = ± 1  (6} ,  зависимости 
Е =  (siп ер)2 с бесконечным множеством вакуумных состояний (в) . 

Последнее носит название поля синус-Гордона. Величина поля синус
Гордана измеряется в градусах. 

Обратим внимание, что во втором случае энергия равна нулю при 
отличных от нуля значениях поля ер = ± 1 ,  и отлична от нуля в нулевом 
поле . В случае (в) все вакуумные состояния эквивалентны (имеют 
Е = 0), но различны, так как соответствуют различным значениям 
поля ер. 

Предnоложим, что возбуждение поля в данный момент времени за
нимает определённый объём, а вне этой области значение nоля таково, 
что энергия всюду равна нулю. В этом случае ничто не преnятствует 
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8 
Рис. 19 .5 . 1 .  Внутренняя энергия поля Е в зависимости от его величины ер 
для трёх простейших случаев с одним вакуумным состоянием (а) ,  двумя (6) 

и бесконечным числом вакуумных состояний (в) 

распространению возбуждения в пространстве, что является энерге
тически выгодным, так как при этом плотность энергии возбуждения 
уменьшается и при t ----> оо обращается в нуль .  Возбуждение исчезает 
и поле становится равным постоянному вакуумному значению во всём 
пространстве. 

Если же существует два или больше вакуумных состояния 
(см . рис. 1 9. 5 . 1 ,  б, в) и топология такова, что нельзя непрерывным 
преобразованием (без изменения энергии) перевести одно значение 
поля, соответствующее вакуумному состоянию, в другое вакуумное 
состояние, то возмущение оказывается неспособным равномерно 
распространиться по всему пространству. Возникнет устойчивое 
состояние возмущения поля - солитон .  

Таким образом, для возникновения солитона необходимо существо
вание, по крайней мере, двух вакуумных состояний .  

§ 1 9.6 .  Солитон в поле синус-Гордона 

Одно из выражений для внутренней энергии поля ,  в котором паяв-
ляется солитон ,  есть 

( 1 9 .6 . 1 )  

Это уравнение показывает, что для нахождения внутренней энергии 
данной конфигурации поля ер нужно вычислить синус поля ер и воз
вести результат в квадрат. Уравнение движения волны в поле с внут
ренней энергией такого вида называется уравнением синус-Гордона .  
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Рис. 1 9.6 . 1 .  Энергетическая по
верхность поля синус-гордона, 
формула ( 1 9 .6 . 1 ) .  Если величи
ну поля tp измерять в градусах, 
то энергия обраLЦается в нуль 
при О, 1 80, 360 и так далее .  
Солитон ( 1 )  может также обла
дать потенциальной и кинети
ческой энергиями,  которые на 

графике не показаны 

Гл. 1 9. Солитоны 

Энергетическая поверхность (внутрен
няя энергия) поля синус-Гордана изоб
ражена на рис. 1 9 .6 . 1 .  

Ось х представляет собой одномер
ное пространство. Каждой точке х со
ответствует поле 'Р· Высота энергети
ческой поверхности над плоскостью х, 
'Р (величина Е) равна значению внут
ренней энергии в данной точке плос
кости . Поле синус-Гардона имеет мно
жество вакуумных состояний - это 
впадины энергетической поверхности. 
Линии,  расположенные на дне впадин ,  
изображают глобальные вакуумные со
стояния с одним и тем же значени
ем поля и нулевой внутренней энерги
ей , соответствующие значениям поля О, 
1 80, 360 и т. д. 

Создадим небольшое изменение по
ля у дна какой-либо впадины при за
данном значении х .  Такое возмущение 

поля не может оставаться локализованным в точке х ,  а порождает 
объёмную волну, распространяющуюся вдоль оси х. Амплитуда волны 
уменьшается во времени, так как первоначальная энергия возмущения 
распределяется на увеличивающуюся со временем площадь поверх
ности . 

Солитону соответствует такое изменение поля (кривая на 
рис . 1 9 .6 . 1 ) , когда при движении вдоль оси х от -оо к +оо поле 
увеличивается ,  проходит через максимум гофра и затем уменьшается 
до нулевого значения при другом значении 'Р по другую сторону 
гофра . При этом поле переходит из одного вакуумного состояния 
(например 'Р = О) в соседнее (tp = 1 80) . При х = -оо у такого солитона 
Е = О и 'Р = О, а при х = +оо Е = О и 'Р = 1 80. Изогнутая часть 
линии в области перехода и есть солитон . Эта изогнутая часть линии 
может перемещаться вдоль оси х ,  но если поверхность бесконечна , то 
сам изгиб никогда не может быть устранён, т. е. солитон никогда не 
диссипирует, так как концы, образующей его линии, фиксированы на 
бесконечности . Одномерный  солитон с топологической точки зрения 
можно сравнить с узлом на бесконечной верёвке - узел может 
свободно перемещаться, но не может быть устранён без разрезания 
верёвки . 

Энергия солитона складывается из кинетической, потенциальной 
и внутренней и поэтому зависит от геометрии перехода между ваку
умными состояниями .  Кинетическая энергия определяется скоростью 
движения. Потенциальная энергия пропорциональна (dtpjdx) 2  и тем 
меньше, чем медленнее изменяется поле вдоль оси х, т. е. чем меньше 
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угол , под которым солитонная линия пересекает гофр. Однако при 
этом внутренняя энергия максимально велика, так как поле отлично 
от нуля на большом расстоянии .  Внутренняя энергия минимальна, 
если солитонная линия пересекает гофр под прямым углом . Минимум 
полной энергии солитона (при заданной кинетической) достигается при 
пересечении солитонной линией гофра под некоторым промежуточным 
углом ,  при котором потенциальная и внутренняя энергии равны. Это 
угол определяет размер солитона по оси х .  

По определению солитоном называется линия ,  н а  которой значения 
поля увеличиваются при возрастании х. Антuсолитоном называется 
такой излом, при котором значения поля уменьшаются при возрас
тании х .  В литературе часто все стационарные решения нелинейных 
уравнений подобного профиля (с изгибом) принято называть кинкт.-t 
(от слова kink) . В этом смысле термины кинк и антикинк являются 
синонимами терминов солитон и антисолитон . Уравнение синус-Горда
на допускает существование неограниченного числа солитонов. 

Чтобы создать солитон-антисолитонную пару достаточно перебро
сить часть линии, характеризующей вакуумное состояние через гофр 
на дно соседней долины, как показано на рис . 1 9 .6 .2 .  

'{! г-------------------

Солитон 

о х 
Рис. 19 .6 .2 .  Рождение пары 
солитон-антисолитон .  Горизон
тальные стрелки указывают 

направление движения 

'{! г-------------------

Солитон Антисолитон 

о J: 
Рис. 1 9 .6 .3 .  Аннигиляция пары 

солитон-антисолитон 

Солитон и антисолитон могут существовать и перемешаться неза
висимо. В рассматриваемой модели солитон и антисо.nитон при столк
новении не изменяют своей формы .  Однако можно модифицировать 
уравнение синус-Гордана так, что при столкновении они аннигилируют 
(рис. 1 9.6 .3) .  Солитон и антисолитон исчезают, а их энергия переходит 
в энергию обычной волны,  показавной жирной линией на рис. 1 9.6 .3 ,  
которая со временем диссипирует. 

Ранее отмечалось ,  что в одномерном случае необходимым условием 
существования солитона является наличие нескольких вакуумных со
стояний с внутренней энергией, равной нулю при различных значениях 
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поля .  Для того чтобы существовал солитон в двумерном и трёхмер
ном пространстве необходимо, чтобы поле стремилось к различным 
вакуумным состояниям в любом из возможных направлений . Для 
выполнения этого условия нужно, чтобы поле определялось в каждой 

точке больше, чем одной величи-
Е Е ной . Частным случаем такого поля 

'PI 
а 

Рис. 1 9 .6 .4 . Энергетическая поверх
ность двумерного поля с одним ваку
умным состоянием (а) и с вакуумны
ми состояниями, расположенными на 

окружности (6) 

является векторное поле: в дву
мерном случае оно определяет
ся двумя значениями, в трёхмер
ном - тремя значениями компо
нент векторов вдоль двух (трёх) 
ортогональных осей .  

Рассмотрим двухкомпонентное 
поле <р с компонентами <pt и <р2 • 

Пусть внутренняя энергия опре
деляется соотношением Е = <р

2
. 

Внутренняя энергия двухкомпо
нентного векторного поля может 
быть представлена в виде поверх
ности, в данном случае это па
раболоид (рис. 1 9 .6 .4 ,  а) . Внутрен

няя энергия имеет только один. ЫJ:-,1\-Jмум при <р 1 ,  <р2 = О . Поскольку это 
вакуумное состояние единственно, то возникновение топологических 
солитонов невозможно. 

Ситуация изменяется, если Е = <р
2 - 1 .  В этом случае вакуумному 

состоянию соответствует окружность в плоскости <р 1 ,  <р2 с радиусом 
1<�>1 = 1 .  Внутри и вне этой окружности внутренняя энергия не равна 
нулю, в том числе и при 1<�>1 = О . Таким образом , векторное поле, равное 
по модулю единице ,  является вакуумным состоянием независимо от 
направления вектора Ч'· Энергетическая l luьерхность 1 u.,uгu поля вы
глядит как параболоид с вдавленным внутрь дном (рис . 1 9 .6 .4 , 6). 

Рассмотрим плоскость <p t ,  <р2 и выделим на ней некоторую об
ласть D. Будем считать , что вне этой области задано векторное поле, 
величина которого равна 1 .  Пусть все векторы этого поля направлены 
в разные стороны от центральной точки области D (рис. 1 9 .6 .5 ,  а) . 
Везде за пределами области D такое поле представляет собой ваку
умное состояние, так как 1<�> 1  = 1 ,  Е = О. Можно ли распространить 
вакуумное состояние внутрь области D так, чтобы поле имело нулевую 
внутреннюю энергию везде' Оказывается ,  что нельзя . 

При обходе области D по окружности, векторы поля поворачива
ются на 360° (2к) . Будем теперь уменьшать размер этой области . При 
этом скорость пространственного изменения поля (пропорциональная 
lч> l2к / L, L - длина окружности) ,  возрастает соответственно увеличи
вается потенциальная энергия поля .  Если lч>l внутри области сохраняет 
постоянное значение, то по мере приближения площади выбранной 
области к нулю потенциальная энергия неограниченно возрастала бы , 
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а б 

Рис. 1 9.6 .5 .  Радиально расходящееся от области D векторное поле с величиной 
равной единице (а); область D с нулевым значением поля в центре (6) 

что физически невозможно. Отсюда следует, что поле при уменьше
нии  радиуса круга должно уменьшаться и обратиться в нуль при 
приближени и  к центру области D. Но отличное от единицы поле не 
есть вакуумное состояние.  Его энергия больше нуля. Таким образом , 
область поля, ограниченная контуром L,  в которой модуль вектора ер 
меньше единицы, обладает положительной энергией и представляет 
собой двумерный  солитон (рис. 1 9 .6.5, 6) . Где-то внутри области D зна
чение поля падает до нуля .  Только в центре этой области полный  угол 
вращения может измениться от 360° до нуля градусов ,  поскольку там ,  
где поле нулевое, направление вектора неопределённо. Таким образом ,  
внутри области D должна быть точка с иенулевой энергией . Наиболее 
вероятной является конфигурация, при которой плавное обращение 
в нуль происходит в центре D (рис. 1 9 .6 .5 ,  6) . 

На самом деле плавность изменения поля приводит к тому, что 
существует некоторая область, а не только точка, с положительной 
энергией . Этот сгусток энергии - солитон - не может распределиться 
по всей плоскости , так как он удерживается районом расходящихся 
векторов, где при uбходе контура число оборотов вектора изменяется 
на 1 .  

Трёхмерный солитон имеет аналогичную структуру. Точки миниму
ма внутренней энерги и  лежат на поверхности сферы, а вне и внутри 
неё внутренняя энергия возрастает. Солитон представляет собой сфе
рическое образование, ограниченное этой сферой . Такой солитон имеет 
большое сходство с элементарной частицей в обычном прострю-.стве. 
Сферически симметричное решение для заряженного скалярного поля ,  
представляющее собой шаровой солитон с зарядом Q,  получило назва
н ие Q-болл (Q-ball) . 

При построении двумерного и трёхмерного солитона предполага
лось, что конфигурация поля вне области, занятой солитоном, является 
вакуумной, т. е. имеет нулевую внутреннюю энергию .  Однако, посколь
ку вектор поля в этой области меняет своё направление в различных 
точках, то поле должно обладать потенциальной энергией, которая при 
расширении  области стремится к бесконечности . Для того, чтобы обра
тить в нуль потенциальную энергию, не разрушив солитон ,  необходимо 
ликвидировать изменение ориентации от точки  к точке, одновременно 
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сохраняя вращение поля как целого на 360° при обходе по замкнутому 
контуру. Эта операция проводится путём введения некоторого калиб
ровочного поля .  

До сих пор считалось, что направление векторного поля задаётся 
в некоторой фиксированной в пространстве системе отсчёта . Введе
ние калибровочного поля позволяет системе отсчёта вращаться при 
перемещении  от точки к точке. Калибровочное поле определяет про
цедуру переноса системы отсчёта из точки в точку. Вне области D 
(см. рис . 1 9.6 .5) ,  рассмотренной выше, базис вращается в точности 
на такой угол , чтобы направление векторного поля по отношению 
к перемещаемому базису оставалось постоянным во всех точках. Те
перь уже не исходное поле, а калибровочное поле изменяет свой 
полный угол вращения на 360° при обходе замкнутого контура. Так 
как потенциальная энергия определяется при введении калибровочного 
поля не относительно глобального базиса, а относительно локального 
базиса, то в этой системе отсчёта она равна нулю. С другой стороны 
понятие кручения поля сохраняется , но относится теперь не к полю q>, 
а к калибровочному полю. 

Двумерное калибровочное поле определяется двумя числами в каж
дой точке: одно определяет величину поворота базиса при смещении 
по оси х, второе - по оси у.  Поля ,  для которых поворот базиса при 
перемещении из одной точки пространства в другую не зависит от 
выбранной траектории ,  называются чистыми калибровками .  Они не 
несут энергии и находятся в вакуумном состоянии . 

Вне области D калибровочное поле представляет собой чистую 
калибровку, так как базис при переносе по любому контуру принимает 
своё первоначальное положение. Поэтому оба поля - <р-поле и калиб
ровочное поле - находятся в вакуумном состоянии вне области D, но 
обладают положительной энергией внутри этой области . Возникающий 
солитон сохраняет стабильность благодаря топологии конфигурации 
поля .  

Отметим, что для большинства конфигураций электромагнитного 
поля существование топологических солитонов невозможно, поскольку 
минимуму внутренней энергии соответствует нулевое значение поля <р. 
Но в сверхпроводниках минимум реализуется при отличном от нуля 
поле q>. 

Структура калибровочного поля в трёхмерном пространстве суще
ственно более сложная из-за большого числа осей, вокруг которых 
может вращаться базис калибровочного поля .  В общем случае, резуль
тат вращения вокруг различных осей зависит от порядка, в котором 
производится вращение. Калибровочные поля такого типа называют
ся полями Янга-Миллса , которые впервые их рассмотрели в 1 954 г. 
Ввзаимодействие материальных полей с полем Ян га-Миллса создаёт 
ситуацию, при которой может быть множество вакуумных состояний, 
что позволяет построить трёхмерный солитон, который может суще
ствовать как реальная элементарная частица. Такая частица обладала 



§ 19. 7. Инстантоны 57 1  

бы массой , равной приблизительно 1 000 масс протона, что затрудняет 
её экспериментальное наблюдение. Не удивительно, что до сих пор 
солитонные частицы не наблюдались в экспериментах на ускорителях 
частиц .  Кроме того, такая частица являлась бы магнитным монополем , 
т. е .  несла бы магнитный изолированный заряд. 

Известно, что два фермиона могут образовать составную частицу со 
свойствами бозона. Примерам может служить куперовекая пара элек
тронов в сверхпроводниках. Однако не существует способа образовать 
фермион из бозонов. Если поле имеет только глобальное вакуумное со
стояние, то запрет на составление фермионов из бозонов абсолютный . 
Тем не менее, в поле с множеством вакуумных состояний ,  при наличии 
солитонов, система с полуцелым спином может возникнуть из поля , 
все элементы которого являются бозонами . Механизм образования 
фермионов из бозонов открыт Г .  Хоофтом, П. Хазенфранцем , К .  Ребби 
и А. С. Гольдхабером . Было показано, что возникающая система не 
только имеет полуцелый спин, но и обладает правильной статистикой . 

§ 1 9 . 7 .  Инетаитоны 

Все описанные в этой главе солитоны локализованы в простран
стве одного, двух или трёх измерений .  Они постоянно сосредоточены 
в определённой области пространства . 
Есть и другой вид солитонов , которые 
существуют только в определённом ме
сте пространства и в определённый про
межуток времени .  Такие солитоны на
зываются инстантонами.  Инетаитоны 
интерпретируются не как реальные объ
екты, а как процессы ,  не как частицы , 
а как квантавамеханические переходы 
между различными состояниями частиц .  
[Lля появления инетаитона необходимо, 
чтобы потенциальное поле было пери
одическим и имело несколько эквива
лентных, но различных точек минимума 
потенциальной энергии .  

х 

Рис. 1 9 . 7. 1 .  Графическое изоб
ражение инстантона ( 1 )  -
солитона, существующего в 
определённой области про-
странства в определённый мо-Рассмотрим одномерный потенциал мент времени, (2) _ осцилли-И, периодически изменяющийся вдоль 

оси х. Чтобы проследить эволюцию си
стемы во времени, добавим ось времени. 

рующая частица 

При этом волнообразная кривая превращается в волнообразную по
верхность (рис. 1 9. 7. 1 ) . 

В состоянии с минимальной энергией стационарная частица рас
полагается на дне одной из впадин .  Такому стационарному состоянию 
соответствует прямая линия ,  лежащая на дне одной из впадин .  
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Осциллирующая около положения равновесия частица изображает
ся волнообразной линией 2, расположенной около дна впадины .  Ин
стантон описывает переход частицы через потенциальный барьер из 
одного устойчивого состояния (а, рис. 1 9. 7. 1 )  на дне впадины в другое 
устойчивое состояние Ь на дне соседней впадины .  Такой переход во 
времени на рис. 1 9 . 7. 1  изображён линией 1, начинающейся на дне 
одной из впадин ,  nоднимающейся на её склон , пересекающей хребет 
и затем опускающийся на дно соседней впадины .  Линия, соединяющая 
точки а и Ь, является траекторией инстантона: частица исчезает в точ
ке а и проявляется в точке Ь. Такой переход эквивалентен квантономе
ханическому nроцессу туннелирования ,  при котором энергии частицы 
в начальном и конечном состояниях совnадают. 

Графическое изображение инетаитона геометрически тождественно 
графическому изображению солитона поля синус-Гордона, если пере
обозначить оси координат. В общем случае, инстантоны описывают 
эволюцию nолей в трёх nространствеиных измерениях и во времени .  
Существование инетаитонов nредполагает, что вакуумное состояние 
в квантовой механике не единственное, а имеет периодическую струк
туру, nодобную потенциальным ямам электромагнитного поля внутри 
атомной решётки кристалла. Отличие заключается в том , что перио-
дическое поле в кристалле создаётся уnорядоченным расположением 
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атомов, тогда как структура, порож-
даемая инетаитонными решениями, 
характеризует собственную структу-
ру пространства-времени .  

Эволюция поля в двумерном слу-
чае в процессе инетаитонного пере-
хода представляет собой топологиче-
ское кручение, изображённое схема-
тически на рис. 1 9.7 .2. Угловые ли-
нии у начала векторов изображают 
систему отсчёта. 

В начальный момент времени t = 
= О поле однородно: все вектора по-

Рис. 1 9.7.2 .  Эволюция поля 3 ля параллельны и имеют одинаковую 
единичную длину. Считаем, что та-nроцессе инетаитонного перехода 

от одного вакуумного состояния 
(t = О) в друrое вакуумное состо-

яние (t = 1 )  

кая конфигурация описывает ваку
умное состояние. В момент времени 
t = 1 все вектора имеют опять еди
ничную длину, но оказываются по

вёрнутыми друг относительно друга таким образом, чтобы на отрез
ке х0 их ориентация изменилась на 360°. При выборе соответствующего 
калибровочного nоля конечная конфигурация при t = 1 также отвечает 
вакуумному состоянию с нулевой энергией . Монотонный переход из 
состояния nри t = О в состояние при t = 1 , не сопровождающийся обра
щением потенциальной энергии поля в бесконечность , топологически 
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возможен лишь в том случае, если векторное nоле при приближении 
к некоторой точi<е на плоскости пространство-время (х, t) монотонно 
уменьшается по модулю и в этой точке обращается в нуль .  В этой точке 
внутренняя энергия поля больше нуля, инстантон описывает переход 
системы из одного вакуумного состояния в другое через состояние 
с конечной энергией . 

§ 1 9.8.  Оптические солитоны 

Оптическими солитонами называются импульсы света, сохраняю
щие структурную устойчивость огибающей при своём распространении 
в нелинейной среде, даже при наличии возмущающих факторов. В за
висимости от характера взаимодействия излучения со средой различа
ют резонансные и нерезонансные солитонные эффекты . 

Рассмотрим вначале нерезонансную среду. В такой среде оптиче
ский солитон формируется в результате баланса двух конкурирующих 
процессов, первым из которых является дисперсионное расплывание, 
а вторым - нелинейное самосжатие импульса света . 

Эффект самосжатия импульса обусловлен нелинейной добавкой 
к показателю преломления бп = nlэФФ • где IэФФ - эффективное зна
чение интенсивности , определяемое отношением пиковой мощности 
импульса к эффективной площади моды, а n - коэффициент нелиней
ности . При распространении импульса на расстояние х его вершина 
приобретёт дополнительную фазу бср = knlэффХ, где k - волновое 
ч исло . Следовательно к несущей частоте добавится величина дш = 
= д(бср)jдt, зависящая от времени .  В результате этого несущая частота 
будет увеличиваться от фронта импульса к его концу .  

Конкурирующим процессом является расплывание импульса из-за 
дисперсии групповой скорости . В спектральном диапазоне, соответ
ствующем аномальной дисnерсии груnповой скорости ,  частота импуль
са будет уменьшаться от его фронта по направлению к концу. При 
некоторой критической мощности оба процесса 
могут сбалансироваться, т. е .  возникнет оптиче
ский солитон . 

Распространение мощных когерентных свето
вых импульсов в резонансно-поглощающих сре
дах также сопровождается солитонными эффек
тами .  Рассмотрим простейшую модель диэлек
трической среды, состоящей из атомов, каждый 
из которых может находиться только в двух со-

Ркс. 19 .8 . 1 .  Схема 
двухуровневой среды 

стояниях: основном с энергией Е0 и возбуждённом с энергией Е1 
(рис. 19 .8 . 1 ) .  

Пусть через среду проходит свет с частотой ш = (Е1 - Е0) jП. . При 
этом условии происходит обмен квантами между светом и атомами 
среды. Переход атома из основного состоян ия в возбуждён ное состоя
ние происходит при поглощении фотона с энергией П.ш и является вы-
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нужденным. Обратные переходы могут быть как вынужденными, т. е . 
происходить под влиянием излучения ,  так и спонтанными, происходя
щими  независимо от падающего на атом излучения .  Следует отметить, 
что спонтанные и вынужденные переходы качественно отличаются 
друr от друга. Кванты света, испускаемые при спонтанных переходах, 
имеют случайные направления распространения ,  поляризацию и фазу. 
Кванты света, индуцированные вынужденными переходами, коррели
руют по своим свойствам  с излучением, которое вызывает переходы . 
Вынужденное излучение обладает той же поляризацией , направлением 
распространения и фазой , что и вынуждающее переход излучение. 

Обозначим  через v\0 частоту или темп (число переходов в единицу 
времени) спонтанных переходов с уровня Е1 на уровень Ео ,  а через vr0 
и v01 - темпы вынужденных переходов с верхнего уровня на нижний 
и наоборот. Соответствующие им  вероятности переходов в единицу 
времени обозначим А10 ,  В10 и В01 соответственно, концентрации ато
мов в возбуждённом и основном состояниях -N1 и N2 . 

В состоянии динамического равновесия 
( 1 9.8 . 1 )  

По определению v\0 = N1 A10 .  Число вынужденных переходов в едини
цу времени на частоте w ,  кроме того, пропорционально спектральной 
плотности излучения W"' на этой частоте: 

vf0 = N1 W"'B1o ,  v31 = NoWwB01 . ( 1 9. 8 .2) 
Можно показать, что и з  условия ( 1 9 .8 . 1 )  следует, что коэффици

енты В1о и Во1 должны быть равны: В1о = В01 = В . Тогда условие 
динамического равновесия можно записать в виде 

( 1 9 .8 .3) 
или 

( 1 9.8.4) 
Левая часть этого равенства не зависит от плотности излучения, 

поэтому при увеличении  TV"' разность (N0 - N1 ) уменьшается так, что 
при W"' __, оо заселённости уровней Е0 и Е1 выравниваются и, сле
довательно, выравниваются темпы вынужденных переходов с нижнего 
уровня на верхний  и обратно. 

Генерация светом вынужденных переходов с нижнего уровня на 
верхни й  приводит к уменьшению спектральной плотности светового 
потока, а вынужденные переходы с верхнего уровня на нижний -
к его усилению.  Поэтому плотности потока , при распространении све
та, уменьшаются только за счёт спонтанных переходов, в результате 
которых энергия не возвращается в поток света. Из сказанного следует, 
что доля спонтанных переходов ,  а, следовательно, и относительная ве
личина рассеиваемой энергии, уменьшается при увеличении плотности 
светового потока . Это значит, что при увеличении амплитуды волны 
среда становится более прозрачной . 
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Взаимодействие проходящего через среду света с атомами среды 
приводит к тому, что в среде принципиально не может распростра
няться строго монохроматическая волна. Это связано с тем , что энер
гия возбуждённого состояния Е1 не имеет определённого значения .  
В соответствии с соотношением неопределённостей 6.E6.t "' ti,  уровень 
может иметь определённое значение энергии только в том случае, если 
это состояние существует бесконечно долго, т. е .  при 6.t --t оо. Такая 
ситуация осуществляется только у изолированного атома в основном 
состоянии .  Всякое взаимодействие атома с излучением, вызывающим 
переходы электронов между энергетическими уровнями ,  ограничива
ет время жизни электронов в данном энергетическом состоянии, что 
приводит к размытию энергетического уровня. В результате уровень 
энергии приобретает конечную ширину 6.Е "' r!6.t. 

В связи с этим при квантовых переходах излучаются фотоны раз
личных частот wJo ± 6.ш = (EI ± 6.Е - Eo)/fi, где 6.Е - неопре
делённость энергии ,  связанная с конечной шириной энергетических 
уровней. Возникающая неопределённость частоты излучаемого света 
определяет ширину линии излучения . При условии 6.ш « ш10 волна 
называется квазимонохроматической . Таким образом, в веществе при 
наличии взаимодействия со средой могут распространяться только 
квазимонохроматические волны.  

Рассмотрим теперь распространяющийся в среде короткий им
пульс квазимонохроматического излучения со средней частотой tiш = 
= Е1 - Е0 . При этом необходимо учитывать, что возбуждение атомов 
и испускание ими фотонов проис
ходит не мгновенно, а за опреде
лённое время, связанное с шириной 
энергетических уровней соотноше
нием 6.t "' 1 /  6.ш. Естественной ши
рине спектральной линии излучения 
соответствует время 6.t "' lQ-9 с .  

Образование оптического соли 
тона качественно можно предста
вить следующим образом. Перед пе
редним фронтом импульса атомы 

1 1 ! l ! I J ! f f f t f f f  Е о 

х 

среды находятся в основном, не Рис. 1 9 .8 .2 .  Схема оптического им-
возбуждённом состоянии .  При дви- пульса в активной среде с излуче-
жении фронт импульса возбуждает нием и поглощением фотонов 

атомы : электроны с уровня Е0 пе-
реходят на уровень Е1 . На возбуждение атомов затрачивается вре
мя "'6.t, определяющее время жизни электрона в возбуждённом со
стоянии .  Поэтому амплитуда передней части импульса уменьшается, 
причём в крайней точке импульса она уменьшается до нуля. Через 
время ,-...,/j.t начинаются обратные вынужденные переходы, энергия 
которых возвращается импульсу. Очевидно, что в течении времени 
,-...,f:j.t темп этих переходов уменьшается до нуля .  Таким образом , если 
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первоначальный импульс имел длину rv6.tc* , где с* - скорость света 
в среде, то при движении его длина увеличится приблизительно в два 
раза и он приобретёт форму, приведённую на рис . 1 9 .8 .2 .  

Пояснить этот процесс можно, рассматривая образование солитона 
при вхождении гипотетического прямоуrольного импульса в среду. 

l · "' c6.t.\ 

NММ � 

------ Et ---��-� Ь'о 

7>-г--------- Еt 
...1-Jc...J...-��-� Ео 

с* 

.. ...,....,...,....,--.-,,...,..--- Е t 
.L.J....L..L.L.L.L..L.L.-.- Ео 

с* 

JHHHtfftftf �� 

Последовательные стадии это
го процесса изображены на 
рис . 19 .8 .3 .  По мере вхождения 
импульса в среду атомы  сре
ды возбуждаются с уровня Ео 
на уровень Е1 , амплитуда вол
ны соответственно уменьшается 
практически до нуля .  Возбужде
ние атомов волной доминирует 
в течение времени 6.t. Через это 
время импульс полностью входит 
в среду и начинают доминиро
вать вынужденные переходы, ко
торые формируют заднюю часть 
импульса. Очевидно , что темп 
вынужденных переходов атомов, 
расположенных вблизи поверхно
сти, которые первые начинают 
высвечиваться через время 6.t, 
уменьшается при удалении пер
воначального импульса от грани
цы среды, в результате чего ам
плитуда формирующегося соли
тона уменьшается и становится 
нулевой через время 26.t. 

Форма сформировавшегося 
солитона и соответствующий ему 

Рис. 19 .8 .3 .  Схема расползания опти- характер электронных переходов 
ческого импульса в активной среде между уровнями Ео и Е1 изобра-
с излучением и поглощением фотонов жены на рис. 19 .8 .2 .  В процессе 

формирования оптического соли
тона и его движения скорость солитона и его форма подстраиваются 
так, чтобы nроцессы возбуждения и вынужденной генерации фотонов 
nроисходили синхронно, как nоказано на рис . 19 .8 .2 .  

С классической точки зрения оптический солитон можно рассмат
ривать как волновой пакет (груnпу волн) , формирующийся квазима
нохроматическим имnульсом .  При отсутствии дисnерсии (зависимости 
скорости электромагнитной волны от её частоты) и нелинейности (за
висимости скорости от амплитуды) волновой пакет распространяется 
в среде без изменения формы.  При наличии дисперсии его форма может 
сохраниться только nри наличии нелинейности . 
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§ 1 9 .9. Оптические тахионы 

Тахионы - это частицы, скорость распространения которых пре
вышает скорость распространения света в вакууме. Специфической 
особенностью таких частиц является мнимое значение их массы. Обна
ружить тахионы  в процессе рождения и распада элементарных частиц 
пока не удалось. Однако, ещё в 60 годы были обнаружены оптические 
солитоны ,  распространяющиеся со сверхсветовой скоростью. 

В предыдущем параграфе рассматривались оптические солитоны, 
распространяющиеся в поглощающей диэлектрической среде. Рассмот
рим теперь короткий импульс света с частотой ша , распространяющий
ся в активной среде с инверсной населённостью уровней , создаваемой 
накачкой с резонансной частотой ша . 

Предположим, что импульс света, созда- N 
ваемый лазером-генератором , имеет передний 
фронт, амплитуда которого нарастает во време-
ни по закону ехр (tjr) .  Время r определяется 
параметрами лазера-генератора. На рис. 1 9 .9 . 1  
представлена зависимость нарастания числа 
фотонов в импульсе, генерируемом лазером
генератором . 

Длинная начальная стадия импульса обыч-
но по своей протяжённости в несколько десят- 0 
ков и сотен раз превышает длительность яд-
ра импульса, которая определяется временем, 
в течении которого амплитуда импульса умень
шается в два раза. Длинная начальная ста
дия является передним фронтом импульса при 
входе его в усиливающую среду. В активной 
среде фотоны ,  образующие импульс, движутся 
со скоростью, соответствующей скорости света 

Рис. 19 .9 . 1 .  Нараста
ние числа фотонов N 
в импульсе задающего 
генератора в зависимо
сти от времени. Пунк
тирам условно показа-

но ядро импульса 

в среде, т. е. со скоростью с* = cjn, где с - скорость света в вакууме, 
n - показатель преломления среды . 

Усиление света в активной среде происходит за счёт электронных 
переходов с более высокого энергетического уровня возбуждённых 
атомов на более низкий. При этом переходе атомы излучают кванты 
света, которые увеличивают число фотонов в импульсе, увеличивая 
тем самым его амплитуду. Для этого необходимо, чтобы заселённость 
верхнего уровня превышала заселённость нижнего , т. е. число возбуж
дённых атомов превышало бы число невозбуждённых. Такая ситуация 
достигается с помощью накачки .  В активной среде могут происхо
дить также процессы, приводящие к потере энергии (числа фотонов) 
импульса. Например , если заселённость нижнего уровня больше чем 
верхнего (здесь рассматриваются только уровни ,  участвующие в про
цессе усиления) , то энергия импульса, при его движении в среде, 
будет расходоваться на возбуждение атомов, в результате чего число 
1 9  Н . Б .  Брандт, В . А .  Кул ьбачинский 
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фотонов в импульсе убывает. Усиление импульса происходит только 
в том случае, если увеличение числа фотонов в импульсе, за счёт 
активной среды, п ревосходит их уменьшение в результате процессов 
поглощения. 

Процессы, происходящие при движении импульса в активной среде, 
удобно рассматривать в системе координат, движущейся со скоростью 

с* = cjn распространения им-
N пульса в среде . Если бы среда 

1 

XQ X J  Х 
Рис. !9 .9 .2 .  Число фотонов N в им
пульсе света в системе координат, 
движущейся со скоростью света. За
висимость 2 получается из 1 за счёт 
усиления правой области (стрелки 
вверх) и ослабления левой (стрелки 
вниз) . В результате импульс визуаль-

была абсолютно прозрачной , т. е .  
не поглощающей энергии, то в та
кой системе координат мы виде
ли бы импульс неизменным во 
времени. Распределение концен
трации фотонов в пространстве 
вдоль оси (в направлении распро
странения импульса) представле
но на рис . 1 9 .9.2 (кривая / ) .  

Так как среда является актив
ной, то число фотонов при каж
дом значении х изменяется во 
времени .  На переднем фронте им
пульса (справа) , где концентра
ция фотонов невелика, увеличе
ние числа фотонов в импульсе 

но смещается вправо пропорционально их концентра-
ции: усиление линейно. При уве

личении числа фотонов линейность усиления нарушается, и величина 
усиления уменьшается. 

Учтём теперь следующее обстоятельство. При движении импульса 
фотоны на его nереднем фронте индуцируют nереходы атомов среды из 
возбуждённого в невозбуждённое состояние с испусканием фотонов. 
В результате этого концентрация возбуждённых атомов в среде умень
шается, соответственно уменьшается заселённость верхнего энергети
ческого уровня и эффективность усиления . При некотором значении х* 
населённости уровней сравниваются, и коэффициент усиления обраща
ется в нуль .  Левая часть имnульса движется уже в истощённой среде, 
где доминируют nроцессы поглощения энергии, в результате которых 
амnлитуда имnульса при х < х* (см. рис . 1 9.9 .2) уменьшается. 

Заметим ,  что поглощение практически всегда пропорционально кон
центрации фотонов. Наличие накачки, поддерживающей инверсную 
населённость уровней в активной среде, не может существенно за
медлить процесс уменьшения амплитуды заднего фронта импульса, 
если за время его прохождения накачка не успевает восстанавливать 
усиливающие свойства активной среды . Такая ситуация реализуется 
уже при импульсах нанасекундного диапазона. 
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Возрастание амплитуды передней части импульса и уменьшение 
амплитуды задней части импульса вызывает перемещение импульса 
в направлении  оси х, как показано на рис. 1 9.9 .2, кривая 2. Скорость И 
перемещения импульса в движушейся системе координат равняется 
отношению расстояния �х. которое проходит импульс за время �t. 
ко времени �t: И =  �х/ �t. На рис. 1 9 .9 .2 направление стрелок вверх 
соответствует усилению амплитуды импульса при соответствующих 
значениях координаты х,  а направление вниз - наоборот, уменьшению. 
С течением времени расстояние вдоль оси х между кривыми 1 и 2 
увеличивается . 

Таким образом , взаимодействие импульса с активной средой вызы
вает смещение импульса вправо в системе координат, движущейся со 
скоростью света с* в среде. Но это значит, что импульс распространя
ется в активной среде со скоростью, превышающей скорость с*. 

Эксперимент показывает, что в процессе распространения импульса 
в активной среде его амплитуда и форма не изменяются , а увеличивает
ся только скорость .  Это обстоятельство указывает на согласованность 
скорости распространения импульса и процессов поглощения энергии 
среды его передним фронтом и передачи энергии  среде его задним 
фронтом. 

Заметим, что распространение импульса со сверхсветовой скоро
стью не противоречит теории относительности. Фотоны в импульсе 
сами по себе перемешаются со скоростью света. Со сверхсветовой 
скоростью перемешается огибающая импульса за счёт изменения кон 
центрации фотонов в его переднем фронте и уменьшении - в заднем. 
Со сверхсветовой скоростью распространяется волна усиления , а не 
фотоны .  

Вычислим скорость этой волны. Так как  импульс в активной сре
де распространяется как единое целое ,  не изменяя формы, скорость 
движения импульса такая же, как скорость начальной части перед
него фронта, в которой процесс усиления  имеет линейный характер . 
Рассмотрим в системе координат, движушейся со скоростью c/n точ
ку ха на переднем фронте импульса, в которой концентрация фотонов 
N(x0) достаточно мала . Так как форма импульса при его перемещении 
в активной среде не изменяется, за время �t эта точка переместится 
вместе с импульсом на некоторое расстояние �х. соответствующее 
координате Xt (х1 - ха = �х) .  Расстояние �х, на которое перемешается 
импульс за время �t, определяется величиной изменения концентра
ции фотонов (�N(x 1 ) )  в точке х1 за это время .  Определим эту вели
чину. Увеличение концентрации фотонов в точке х1 за счёт усиления 
в течение времени �t пропорционально �t и концентрации фотонов 
N(xo )  в первоначальном импульсе (кривая 1 на рис. 1 9.9 .2) 

( 1 9 .9. 1 )  

где k - так называемый погонный коэффициент усиления , с* - ско
рость света в среде. 
1 9* 



580 Гл. /9. Солитоны 

Аналогично уменьшение концентрации фотонов в этой точ
ке 6.N_ (x 1 ) в результате поглощения составляет 

6.N_ (x 1 ) = -ac*6.N(xo)6.t, ( 1 9 .9 .2) 

где а - коэффициент поглощения .  
Суммарное изменение концентрации фотонов в точке х 1 за время 6-t 

будет 

6.N(x1 )  = 6.N+ (x 1 )  + 6-N_ (x l )  = (k - о)с* N(xo)6.t. ( 1 9 .9 .3) 

Как следует из рис . 1 9 .9 .2 , изменение 6.N(x 1 )  концентрации фото
нов N(x 1 ) в точке х 1 соответствует изменению концентрации фотонов 
на переднем фронте импульса (кривая !) на расстоянии 6-х от значения 
N(xo) до значения N(x1 ) .  

Скорости изменения концентрации фотонов в каждой точке импуль
са во времени и при изменении координаты связаны соотношением 

dN dN dx 
dt - dX dt ' ( 1 9 .9 .4) 

где dx/dt - истинная скорость распространения импульса в неподвиж
ной системе координат. В рассматриваемом случае dx / dt - скорость 
распространения импульса в активной среде, равная сумме скоростей 
света с* в среде и скорости V = Ь.хjЬ.t движения импульса в движу
щейся со скоростью света с* системе координат. Следовательно, 

dx _ * + V 
dt - с . dN = dN (с* + V) .  dt dx ( 1 9 .9 .5) 

Таким образом, изменение (dN(.т1 ) /dx)6.x концентрации фотонов 
6-N ( х 1 ) в точке х 1 за время 6-t связано с изменением концентрации 
фотонов (см. рис. 1 9 .9 . 1 )  за время 6-t выражением 

6-N( ) = dN(x1 ) 6. = dN(t) tlx х1 dx 
х dt (c* + V) '  ( 1 9 .9 . 6) 

Временная зависимость концентрации фотонов N(t) (см . рис. 1 9 .9 . 1 )  
для малых концентраций определяется выражением 

откуда получаем 

N(t) = N ехр (е/г ) ,  

dN(t) _ N(t) 
--;[Г - -т-

( 1 9 .9 .7) 

( 1 9 .9 .8) 

Так как мы  рассматриваем временное изменение концентрации от 
начальной величины N(x 1 ) , то, полагая N(t) = N(x1 ) ,  находим 

( 1 9 .9 .9) 
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Подставляя в ( 1 9 .9 .5 )  выражение для N(x r )  ( 1 9 .9 .3) и 
( 1 9 .9 .8) ,  получаем 

( ) ( ) * N(xt)  N х0 k - а с !::.t = !::.х ( * V) . 
т с + 

58 1 

используя 

( 1 9 .9 . 1 0) 

Поскольку !::.х/ !::.t = V, скорость смещения импульса в движущейся 
системе координат 

откуда 

т(k - а)с* = • V V , с + 

V = т(k - й) (с* )2 
1 - т(k - й)с* · 

( 1 9.9. 1 1 ) 

( 1 9. 9. 1 2) 

Скорость распространения импульса в активной среде в неподвиж
ной системе координат * + V _ * т(k - й) (с* )2 _ с* 

с - с + 1 - т(k - а)с* - 1 - т(k - а)с* · 
При значениях параметров ,  удовлетворяющих условию 

О < т(k - а)с* < 1 , 

( 1 9.9 . 1 3) 

( 1 9 .9 . 14)  

скорость распространения и мпульса превышает скорость света. Чем 
больше время т и коэффициент усиления k ,  тем больше скорость 
распространения импульса . Изменяя т можно управлять скоростью 
импульса при заданных параметрах активной среды.  

Пусть, например, коэтфициент усиления k = 0,003 см- 1, а = 
= 0,00 1 см- 1, т =  2,5 · 10- с .  Такие параметры можно получить экс
периментально . В этом случае в среде с показателем преломления n = 
= 1 ,5 ,  с* = 2 · 1 0 10 см/с, и скорость распространения волны усиления 
в 1 1  раз превысит с* и в 7 ,3 раза скорость с распространения света 
в вакууме. При k = а усиление отсутствует и скорость распростране
ния импульса равна скорости распространения света с* в среде. 

Когда импульс света покидает усиливающую среду, он становится 
обыкновенным импульсом , распространяющимся со скоростью света . 

Заметим, что сверхсветовая волна усиления света может существо
вать лишь при определённых условиях. Во-первых, параметры импуль
са и среды должны удовлетворять условию ( 1 9 .9 . 1 4 ) .  Во-вторых, при 
определённых значениях параметров импульса и активной среды рас
пространение импульсов становится хаотическим, т. е .  возникает дина
мический хаос . В-третьих, большое значение имеет форма импульса . 
Если е го передний фронт имеет резкую границу, а не экспоненциально 
нарастает, то сверхсветовое усиление существует только в течен ие 
короткого времени. В этом случае максимум импульса, перемешаясь 
к своему переднему фронту, быстро достигает своего начала . Начиная 
с этого момента рассмотренный механизм увеличения скорости пере
стаёт работать . И мпульс начинает перемешаться со СI<Оростью с* света 
в среде , усиливаясь по амплитуде и сокращаясь в пространстве. 
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Однако, когда передний  фронт импульса достаточно длинен,  для 
достижения максимума его передней границы требуется достаточно 
протяжённые активные среды. Поэтому обычно максимум импульса 
достигает раньше границы активной среды, чем своего начала . 

Таким образом,  сверхсветовой импульс может существовать только 
ограниченное время и в ограниченной по протяжённости области про
странства,  заполненной активной средой. Тем не менее, в той области ,  
где он существует, его  форма и амплитуда остаются неизменными, 
как у оптического солитона .  Кроме того, сверхсветовой солитон -
это не только сверхсветовая волна усиления .  С той же скоростью 
распространяется градиент электрических и магнитных характеристик 
среды, например, показателя преломления . Поэтому сверхсветовой им
пульс можно рассматривать как некоторую квазичастицу - оптиче
ский тахион . Оптический тахион представляет собой своеобразный 
<<симбиоз>> сверхсветового перемещения максимума плотности фотонов 
и изменени й  электромагнитных характеристик среды . Распространение 
тахиона может сопровождаться излучением Вавилова-Черенкова за 
счёт энергии ,  запасённой в среде. 

В заключение ещё раз подчеркнём ,  что тахион сам по себе не  
переносит энергию со  сверхсветовой скоростью . Однако сопровождаю
щая его сверхсветовая волна возбуждения индуцирует волну переходов 
атомов из возбуждённого состояния в невозбуждённое, сопровождаю
щихся выделением энергии (генерацией фотонов), которая распростра
няется со сверхсветовой скоростью. 
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КОМПОЗИТНЫЕ КВАЗИЧАСТИЦЫ 

§ 20. 1 . Гибридные квазичастицы 

Квазичастицы различных типов могут объединяться и образовывать 
устойчивые двух или трёх-частичные образования. Такие образования 
получили название гибридных, или композитных квазичастиц. Для 
образования гибридных квазичастиц должны выполняться два основ
ных условия :  l )  кривые законов дисперсии w(p) у гибридизируемых 
квазичастиц должны пересекаться и 2) квазичастицы должны взаимо
действовать между собой . 

Общая схема гибридизации следующая .  Рассмотрим два сорта взаи-
модействующих квазичастиц ,  законы дисперсии которых описываются 
сплошными кривыми 1 и 2 (рис. 20. 1 . 1  ) .  
Пусть кривые пересекаются в точке А. 
В точке пересечения частоты и импуль
сы квазичастиц совпадают. Взаимодей
ствие квазичастиц становится максималь
ным ,  что приводит к снятию вырождения 
в точке А. Так же как в спектре двух 
осцилляторов с одинаковыми частотам и  wo , 
при включении взаимодействия собствен
ная частота исчезает, а появляется две ча
стоты wo + �w и wo - �w, смещённые отно
сительно w0 на величину ±�w, зависящую 
от энергии взаимодействия; закон диспер
сии у каждого сорта квазичастиц при при
ближении к точке А изменяется . 

2 
1 

р* р 

Рис. 20. 1 . 1 .  Схема образо
вания гибридных квазича
стиц (закон дисперсии по
казан толстыми линиями) 
из обычных, с законами 
дисперсии 1 и 2 (сплош-

В окрестности точки А происходит 
непрерывный обмен между состояниями 1 
и 2 (частицы одного сорта генерируют ча- ные линии, пересекающие-

ся в точке А) стицы другого сорта и наоборот) . Таким 
образом , возникают смешанные состояния - гибридные квазичасти
цы со своим законом дисперсии (толстые линии на рис . 20 . 1 . 1 ) .  При 
движении по кривой 2 от начала координат амплитуда состояния 2 по
степенно уменьшается и к нему подмешивается состояние 1,  а мплитуда 
которого возрастает. Вблизи точки А индивидуальность состояний 1 
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и 2 полностью исчезает. При движении вправо от точки А амплитуда 
состояния 2 уменьшается , а состояния 1 становится максима.JJьной . 
Таким образом, нижняя кривая вблизи начала координат описывает 
закон дисперсии частиц 2,  а правее точки А - частиц /. Иными 
словами,  н а  нижней кривой закон дисперсии частиц 2 последовательно 
преобразуется сначала в закон дисперсии гибридных частиц, а затем 
в закон дисперсии частиц 1. Соответствен но, верхняя кривая описыва
ет переход от закона дисперсии частиц 1 к закону дисперсии  гибрид
ных частиц и затем к закону дисперсии частиц 2. Иными словами, 
нижняя жирная кривая описывает закон дисперсии гибридных частиц 
(2-1 ) ,  а верхняя - ( 1-2) . 

Электромагнитные волны могут гибридизироваться с другими  воз
буждениями ,  которые существуют в твёрдом теле. Такое взаимодей
ствие происходит в некоторой области частот и длин волн ,  где фазовые 
скорости возбуждений близки друг к другу. Поскольку электромагнит
ная волна представляет собой совокупность электрического и магнит
ного полей , то следует ожидать гибридизацию с теми возбуждениями, 
которые сопровождаются появлением переменных электрических или 
магнитных полей . К таким возбуждениям относятся магноны ,  продоль
ные оптические фононы в ионном кристалле, акустические фононы при 
наличии внешнего магнитного поля. 

В настоящее время известно довольно большое число гибридных 
квазичастиц, некоторые из которых будут рассмотрены далее. 

§ 20.2 .  Поляритоны 

Поляритоны - это элементарные возбуждения связанных электро
магнитных и упругих волн в кристаллах. Квазичастицы поляритоны 
возникают при гибридизации электромагнитных волн инфракрасного 
и видимого диапазона с полярными оптическими  колебаниями кри
сталлической решётки (оптическими фононами) ,  а также экситонами, 
плазманами и др. Электромагнитная волна поляризует решётку, что, 
по-видимому, и явилось основанием для введения термина <<поляри
ТОН>> .  Соответственно, возникают фонон-полярuтон.ы, экситон-поля
рuтоны, плазмон-полярuтоны, магнон-полярuтоны и т. д .  

20.2 .  t .  Фонон-nоляритоны. Электрическое поле Е электромаг
нитной волны поляризует нейтральные атомы ,  молекулы или ионы 
кристаллической решётки .  В результате поляризуемости решётки элек
тромагнитные и упругие колебания в определённой области частот 
и волновых векторов оказываются сильно связанными .  Сильное вза
имодействие изменяет законы дисперсии фотонов и фонанов в этой 
области и приводит к появлению поляритонной ветви в спектре эле
ментарных  возбуждений вещества .  

В общем случае поляризация решётки определяется двумя меха
низмами :  1 )  смещением ионов по а. действием электрического поля или 
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тепловых колебаний (ка к  единого целого) , что приводит к искажениям 
элементарной ячейки кристалла и возникновен и ю  дипольнаго момента 
у решётки , и 2) смещением электронных оболочек у каждого иона 
или нейтрального атома в элементарной ячейке. Первая составляющая 
называется ионной (атомной) или динамической поляризуемостью . Она 
определяет инерционную составляющую поляризуемости,  существен
ную лишь в области частот, меньших собственных частот колебаний 
атомов в элементарной ячейке. Вторая составляющая определяет бе
зинерционную поляризуемость ,  вклад которой сохраняется до очень 
высоких частот. 

Все колебания решётки, связ а н н ы е  с возникновением дипольных 
моментов, называются полярными .  Соответствующие им фононы также 
называются полярными . Дипольный момент Ро , возникающий у эле
ментарной ячей к и  кристалла в результате динамической поляризуемо
сти принято описывать с помощью эффективного заряда Q* : 

Ро = Q* U .  (20.2 . 1 )  

Вектор U есть некоторая характерная для данного типа собствен
ных ко.nебаний (смещений а томов и з  положений равновесия) комбина
ция из координат смещений всех атомов в элементарной ячейке .  По
этому вектор Р0 не обязательно параллелен вектору U и для полярных 
фонанов следует различать динамическую решёточную по.пяризуемость 
и электрическую поляризацию электронных оболочек. 

Заряд Q* и величина искажения элементарной ячейки ,  характеризу
емая IU I ,  определяют дипольный момент ячейки. Если при колебании 
атомов поляризации решётки не возникает (как , например у Ge), то 
Q* = О. Электронная составляющая вектора поляризации неподвижных 
атомов или ионов кристаллической решётки определяется для каждого 
сорта i атомов (или ионов) коэфф ициентом поляризации а; или, что 
более удобно, коэффициентом поляризуемости а базовых молекул или 
элементарных ячеек в целом . Тогда полную поляризацию системы Р 
можно представить в виде 

Р = NQ*V + NаЕлок .  (20 .2 .2) 

где N - число элементарных ячеек в единице объёма, Елок - локаль
ное (с учётом поправ к и  Лоренца) поле, действующее на атомы ячейки. 

20.2 .2 .  Двухатомная модель .  Чтобы определить закон диспер
сии поляритонов рассмотрим распространение электромагнитной волны 
в кристалле, состоящем из двух подрешёток, образованных однозаря
довыми положительно (масса 1Н1 ) и отрицательно (масса 1vf2) заряжен
ными ионами. Обозначим через А1 приведённую массу пары ионов 

l /M = I /M1 + l /M2 . (20. 2 .3) 

Закон дисперсии электромагнитной волн ы  опредеJJяется диэлектри
ческой проницаемостью Е (ш) и имеет вид ш = k:v (ш) ,  где и(ш) = Л/Т -
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фазовая скорость электромагнитной волны .  Эта скорость связана с ко
эффициентом преломления среды n(w) соотношением v(w) = c/n(w) 
(с - скорость света ) .  Так как n(w) = JEТW} ,  окончательно получаем 

kc kc W = -- = ---
n(w) � - (20.2 .4) 

Таким образом, чтобы найти закон дисперсии ,  надо вычислить 
диэлектрическую проницаемость среды E(w) .  Диэлектрическая прони
цаемость, в свою очередь ,  определяется вектором поляризации сре
ды (20.2.2) . Вектор индукции электрического поля 

D = Е + 47rP(w) = E(w)E, (20 .2 .5) 
откуда 

(20.2 .6) 

Если пренебречь электронной составляющей поляризации ,  то для 
рассматриваемой двухионной решётки Р = -Nex , N - число положи
тельно заряженных ионов в единице объёма, равное числу элементар
ных ячеек, х - величина смещения ионов из положения равновесия. 

Найдём х. Учтём поправку Лоренца на величину локального элек
трического поля, действующего на элементарную ячейку. Тогда урав
нение движения ионов можно записать в виде 

д2х дх 2 ( 47ТР) М-. + Mq- + Mw0x = -e Е + - . 
дt2 дt 3 

(20.2 . 7) 

Здесь q - коэффициент затухания колебаний (коэффициент трения) , 
wo - собственная частота оптических колебаний при k = О, Р -
полная поляризация, описываемая формулой (20.2.2) . Упростим задачу: 
пренебрежём затуханием и электронной составляющей поляризации .  
Уравнение (20.2 .7) приобретает вид 

д2 х + ( 2 _ 47Т N е2 ) _ _ еЕ 
дtz 

wa ЗМ х - М . 

Множитель перед х равен квадрату резонансной частоты 
ских колебаний с учётом поправки на локальное поле: 

( * )2 _ 2 _ 47ТNе2 w - wa ЗМ . 

Учитывая (20.2 .9) ,  получаем 

д2х + (w* )2x = _еЕ
. дt2 м 

(20.2 .8) 

оптиче-

(20.2 .9) 

(20.2 . 1 0) 

Ищем решение этого уравнения в виде х = x0eiwt при Е = E0eiwt. 
Подставив х и Е в (20.2 . 1 0) ,  находим 

е Е х = - м 2 •2 . -w + w  
(20.2 . 1 1 ) 
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Из (20 .2.6) следует, что 

r::(ш) = 1 + 4JГNex = 1 + 4JГNe2 
. Е M(w*2 - w2) 
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(20 .2 . 1 2) 

Возведём в квадрат (20.2 .4) и подставим туда (20.2 . 1 2) 

w2 = c2k2 ( 1 + 4JГNez )- 1 
M(w*2 - w2 ) 

Проанализируем полученный  результат. Начнём 
частот. При ш « w* получаем 

2 w2 [ 47Г N е2 ] w2 w2 2 k � 2 1 + М •2 = 2 r:: (ш) = 2 n (ш) . 
с w с с 

(20.2 . 1 3) 

с области низких 

(20.2 . 14)  

Закон дисперсии электромагнитных волн при ш « w* приобретает вид 

(20 .2 . 1 5) 

дw с 
В этой области частот групповая скорость волны дk = -;:; = 
с = - меньше скорости света, так как Е: > 1 .  Она является просто 

ско�стью распространения вол -
ны в среде с показателем пре- w2 
ломления n = уГs (кривая 1 
на рис. 20.2 . 1 ) .  При увеличе
нии частоты волны w величи
на Е: начинает зависеть от ча
стоты,  увеличиваясь при её воз
растании (см. (20.2 . 1 2) ) .  Зависи
мость ш2 ( k2) отклоняется впра
во и при w -с> ш* величина k -с> 
-с> оо (см. рис. 20.2 . 1 ) .  Посколь
ку частота ш* соответствует соб
ственной частоте поперечных оп-
тических фононов, кривая 1 по-
сле отклонения сливается с кри-
вой ш}_ (k) для поперечных опти-
ческих фононов . В окрестности 
точки А (см. рис. 20.2 . 1 )  элек
тромагнитная волна превраща
ется в упругую волну. По ме
ре движения по кривой 1 впра
во амплитуда электромагнитного 

о 

Рис. 20.2 . 1 .  w11 и WJ. ветви продоль
ных и поперечных оптических фона

нов. 2,  З - гибридные волны 

поля , доминирующая на начальном участке, постепенно уменьшается 
и одновременно увеличивается амплитуда упругих оптических колеба
ний .  
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В точке пересечения кривых w(k) для электромагнитной волны 
и w(k) для упругой волны частоты и импульсы фотонов и фонанов 
совпадают. Взаимодействие волн становится максимальным ,  что при
водит к снятию вырождения в точке А.  Вблизи точки А обе волны 
смешиваются . Возникает волна ,  которая и является поляритонной. 
Далее при движении от точки А вправо по кривой w j_ ( k) амплитуда 
электромагнитных колебаний уменьшается , а упругих - возрастает, 
и поляризационная волна превращается в чисто упругую (заметим ,  что 
это происходит в области частот w < w*) .  

Соответственно должна возрастать частота оптических фонанов 
w1_ (k) при увеличении  k от нуля до значения, соответствующего точ
ке А (кривая 3 на рис. 20.2 . 1 ) .  Однако наблюдать это возрастание 
практически ,  nо-видимому, невозможно по следующей причине. При 
значениях w2, nревышающих w*2 (см. (20.2 . 1 3) ) ,  k2 становится отрица
тельной величиной, модуль которой уменьшается nри увеличении w2 
и обращается в нуль при условии (точка В на рис. 20.2 . 1 )  

1 
+ 4кNе2 = О. 

М (w*2 - w2) 
Соответствующее значение частоты равно 

2 _ •2 + 4кNе2 w - w ----м- · 

(20.2 . 1 6) 

(20.2 . 1 7) 

В области частот w*2 < w2 < w*2 + 4тr N e2 /lvf волновой вектор, как 
уже указывалось, становится мнимой величиной, и электромагнитные 
колебания затухают. 

Заметим ,  что при выnолнени и  условия (20.2 . 1 6) ,  в соответствии 
с формулой (20.2 . 1 2) ,  обращается в нуль также диэлектрическая про
ницаемость кристалла s (w) . Обращение s(w) в нуль является необхо
димым условием существования продольных nоляритонных волн ,  кото
рым при k = О соответствуют колебания двух подрешёток кристалла, 
образованных положительными и отрицательными ионами ,  друг отно
сительно друга в противофазе (см. гл . 5) . Но такие колебания есть не 
что иное, как nродольные оптические колебания при k = О. Таким об
разом , частота, определяемая формулой (20.2 . 1 7) ,  совпадает с частотой 
продольных оптических колебаний w11 при k = О (см.  рис. 20.2. 1 ) .  При 
значениях w2, nревышающих эту ч астоту, волновой вектор электромаг
н итной волны вновь становится действительной величиной. При даль
нейшем увеличении w2 величина k2 увеличивается и при w2 » (w* ) 2  
соотношение (20.2 . 1 3) принимает вид 

w2 = c2k2 (1 + 4кNez )- 1 

Mu/ 
(20.2 . 1 8) 

При w ---+ оо величина k2 ---+ w2 /c2 , так что зависимость w2 = w2 (k) 
приближается к прямой w2 = c2k2 (кривая 2 на рис .  20.2 . 1 ) . 
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Заметим ,  что взаимодействовать могут только волны с одинаковой 
поляризацией .  А так как электромагнитная волна всегда поперечная, то 
и эффективно вза имодействовать она может только с волной попереч
ных оптических фононов . Поэтому электромагнитные волны ,  соответ
ствующие кривой 2, не взаимодействуют с продольными оптическими 
колебаниями ,  закон дисперси и  которых представлен кривой wfl(k2 ) ,  так 
что вырождение в точке в пересечения кривых wn (k2) и w2(k2) при 
k = О не снимается. 

Однако следует иметь в виду, что практически никогда не суще
ствует ( за исключением рациональных дискретных направлени й  в ре
шётке) чисто продольных или чисто поперечных оптических колебаний 
(фононов ) .  Соответственно, вектор поляризации кристалла Р ,  в общем 
случае, не совпадает с направлением электрического поля в электро
магнитной волне. Как следствие сказанного, оптические волны имеют 
одновременно, как правило, и продольную, и поперечную составля
ющую, т. е .  являются смесью продольных и поперечных колебаний .  
Аналогичная ситуация имеет место и для случая поляритонных волн .  
Поэтому можно говорить о двух типах поляритонов: а) продольных 
поляритонах, у которых вектор поляризации Р направлен параллельна 
вектору k и б) поперечных поляритонах, у которых векторы Р и k 
ориентированы перпендикулярно друг другу. Если ветвь продольных 
оптических колебаний wП (k2) содержит поперечную компоненту, то 
в точке В и её окрестности электромагнитная волна будет взаимодей
ствовать с поперечной компонентой продольных оптических фононных 
колебаний ,  что может привести к изменению закона дисперсии элек
тромагнитных и продольных оптических фононных колебаний в этой 
области ,  как показано пунктиром на рис. 20.2 . 1 ,  и возбуждению поля
ритонных волн .  

§ 20.3. Экситон-поляритоны 

Экситон-поляритоны - составные квазичастиuы,  возниJ<ающие 
при взаимодействии фотонов и экситонов с равными значениями 
энергии .  Экситон-поляритоны обуславливают особенности оптических 
спектров полупроводников и диэлектриков в области экситонной поло
сы поглощения электромагнитных волн .  

При рассмотрении фонон-поляритонов не учитывалась электронная 
поляризация атомов (или ионов) решётки .  Будем рассматривать кри
сталл, состоящий из двух подрешёток, образованных однозарядными 
ионам и  различных знаков. Поскольку в ионных кристаллах имеют 
место оба типа поляризации ,  рассмотрим теперь эффекты, связан
ные с электронной поляризацией. Резонансные частоты здесь соответ
ствуют переходам связанных электронов в возбуждённые состояния. 
В простейшей интерпретации такие переходы можно рассматривать 
как переходы электронов из полностью заполненной валентной зоны 
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в зону проводимости . Ш ирина запрещённой зоны у щёлочно-галоидных 
кристаллов соответствует дальней ультрафиолетовой области спектра, 
в то время как собственные частоты колебаний ионов находятся в ин
фракрасной области .  

В этой интерпретации ,  учитывая, что оба вклада в поляризуе
мость - электронны й  и решёточный  - аддитивны, формулу (20.2 . 1 2) 
для общей диэлектрической проницаемости можно записать в виде 

s(ш) = 1 + 
2
47rNf/ + 47r2Ne2 

M(w* - w" - iwqp) me(w; - w2 - iwqe) . 
(20.3 . 1 )  

Здесь А1 - приведённая масса ионов , ш* - собственная частота 
колебаний ионов с учётом поправки Лоренца, qP - коэффициент зату
хания колебаний ионов, N - число ионов одного знака в двухатомной 
решётке, те - масса электрона, nwe - ширина запрещённой зоны .  
qe - коэффициент электронного затухания .  Так как  каждый ион 
поляризуется независимо, то во втором слагаемом учитывается число 
ионов обоих знаков , равное 2N. Поскольку we » ш*, вклад электронной 
составляющей в диэлектрическую проницаемость в и нфракрасном диа
пазоне мал по сравнению с решёточным ,  и практически постоянен . По
этому пренебрежение электронной составляющей поляризуемости при 

- - -- - - - - - - - - -
поляритоны 

о 

Рис. 20.3 . 1 .  Зависимость w2 от k2 в 
области дисперсии 

рассмотрении оптических поля
ритонов является вполне оправ
данным .  

В области же  далёкого уль
трафиолетового диапазона , т. е. 
при частотах ш � we » ш*, ре
шёточной составляющей в фор
муле (20 .3 . 1 )  можно пренебречь 
и формулу (20.2.9) для k2 пере
писать в виде (пренебрегая также 
затуханием) 

w2 = c2k2 (1 + 87Г�е
2 
2 )- 1 ffie (We - W )  
(20.3.2) 

Зависимость ш2 от k2 в об-
ласти дисперсии представлена на 
рис. 20.3. 1 .  

Общий вид зависимости ш2 (k2) аналогичен виду рассмотренной 
ранее (см .  рис. 20 .2 . 1 ) .  Однако вместо кривой поперечных оптических 
фонанов ш3_ (k2) в ультрафиолетовой области спектра появляется новая, 
практически горизонтальная ветвь кривой ш( Jk J ) ,  над которой в интер
вале частот от ш; до ш; + 4п N е2 /те расположена запрещённая зона. 
Эта зона соответствует мнимым значениям волнового вектора k. В этой 
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области могут распространяться только сильно затухающие колебания, 
но не синусоидальная волна . 

Собственно говоря , рассмотренный случай является лишь иллю
страцией изменения закона дисперсии  квазичастиц при резонансном 
фотон-электронном взаимодействии .  В действительности , в молеку
лярных диэлектриках и ионных кристаллах механизм резонансного 
поглощения фотонов в ультрафиолетовой области спектра отличается 
от рассмотренного. При возбуждении электронов внутренних или ва
лентных атомных или молекулярных орбиталей образуются экситоны 
Френкеля - экситоны малого радиуса ,  состоящие из связанных силами 
кулонавекого притяжения пар возбуждённых электронов и положи
тельно заряженных <<дырок>> ,  Образовавшихея на месте разорванных 
связей .  Энергия связи таких экситонов соответствует ультрафиоле
товой области спектра . Как указывалось ранее (см. гл . 1 0) экситон
ные возбуждения являются достаточно долгоживущими состояниями 
и могут рассматриваться как квазичастицы с собственными значе
ниями энергии и импульса .  Их закон дисперсии описывается почти 
горизонтальной линией, так как групповая скорость экситонов мала 
(см. рис. 20 .3 . 1 ) .  В области пересечения кривых w2 = c2k2 и экситонной 
кривой w2(k2 ) ,  когда частоты и импульсы экситонов и электронов 
сравниваются , возникает сильное взаимодействие. В результате об
разуются новые квазичастицы - связанные экситон-поляритонн.ые 
состояния - с собственным законом дисперсии .  

Экситоны в кристаллах с ковалентными связями  образуются в ре
зультате перехода электронов со связывающих орбиталей на свободные 
и поэтому экситонные энергетические состояния формируются всем 
кристаллом , а не отдельными атомами .  В чисто ионных кристаллах 
возбуждаются электроны отдельных ионов, так что ионы каждого сорта 
формируют свой спектр экситонных состояний .  В модели межзонных 
переходов: валентная зона - зона проводимости , фигурирует лишь 
одно значение энергии электронов T!we , равное ширине запрещённой 
зоны . В экситонной модели у каждого кристалла существует несколько 
экситонных уровней , определяемых энергией связи различных возбуж
дённых состояний (пространственной конфигурацией экситонов) .  При 
этом не все экситонные уровни участвуют в образовании экситон
ных поляритонов , а только те уровни ,  которые не находятся в обла
сти частот, соответствующей сильному затуханию электромагнитных 
волн .  

Характерной особенностью поляритонов является чрезвычайно 
сильная зависимость их групповой скорости от волнового вектора 
(см . рис. 20.2 . 1 и 20.3. 1 ). Причём, если у поляритонов с волновыми 
векторами  вблизи k = О на верхней ветви групповая скорость резко 
растёт при увеличении l k i ,  то у поляритонов на нижней ветви 
с волновыми векторами вблизи точки пересечения кривых w2 = с2 k2 
или w = ckjn и экситонных ветвей w(k) или wL(k) групповая скорость 
быстро уменьшается при увеличении l k i -
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Заметим ,  что гибридизация фотонов с фононами ,  экситонами, поля
ранами ,  магнонами и т. д. происходит в широком интервале значений  
волновых векторов k. Лишь  в области с очень большими или  малыми 
величинами k поляритоны имеют чисто фотонный или фононный ха
рактер. Таким образом , поляритоны  представляют собой собственные 
состояния (нормальные волны) общей системы:  среда + электромаг
нитное поле, а фотон и другие частицы становятся нормальными вол
нами лишь вдали от области резонансного пересечения дисперсионных 
кривых невзаимодействующих частиц .  

§ 20.4. Усилитель поляритонов 

Рассмотрим экситон-поляритоны в полупроводнике ,  окружённом от
ражающей стенкой . В этих условиях при распаде экситон-поляритона 
образуется фотон, который  после отражения от стенки снова произ
водит экситон-поляритон .  Множественные переходы между фотонами 
и экситонами ,  т. е .  смешанные фотон-экситонные состояния ,  и являют
ся экситон-поляритонами. 

Недавно Бумберг (J . J. Baumberg) и другие обнаружили эффект 
вынужденного увеличения концентрации поляритонов, аналогичный 
процессу усиления света в лазерах. 

Поляритоны  в тонкой полупроводниковой плёнке создаются с по
мощью лазерной вспышки . Импульс поляритона р задаётся углом 
падения луча лазера на поверхность плёнки .  Первая мощная вспыш
ка лазера создаёт в полупроводни ке много поляритонов с ненулевым 
и мпульсом.  Второй лазерный  луч меньшей мощности, направленный  
перпендикулярно плёнке, создаёт небольшое количество поляритонов 
с нулевым импульсом .  Поляритоны с р = О стимулируют переход 
начальных поляритонов в состояние с р = О, т. е. стимулируют ба
зе-конденсацию газа поляритонов. Таким образом, происходит почти 
60-кратное увеличение числа поляритонов с р = О. Полученный  ре
зультат указывает на то, что поляритоны являются базанами и могут 
находиться в одном квантовом состоянии .  

§ 20. 5. Композитные фермионы 
и композитные бозоны 

Композитные фермионы и бозоны - элементарные возбуждения 
(квазичастицы) , возникающие при низкой температуре в двумерной 
квантовой жидкости в сильном магнитном поле, направленном пер
пендикулярно её поверхности . Они представляют собой связанные со
стояния вихрей в электронной жидкости с одним или несколькими 
квантами потока магнитного поля . Характерной особенностью этих 
квазичастиц является наличие у них дробных,  относительно заряда 
электрона е, зарядов q = е -2 Р (р, rn - целые ч исла) ,  соответствую-

т +  l 
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щих минимумам энергии двумерной электронной жидкости во внешнем 
магнитном поле. 

Композитные фермионы и бозоны были введены Р. Лафлином 
(R. В .  Laughlin) для объяснения дробного квантового эффекта Хол
ла .  Дробный квантовый  эффект Холла впервые наблюдали Д. Тсуи 
(D. С. Tsu i ) ,  Х. Штермер (Н .  Stormer) и А. Госсард (А. С .  Gossard) 
в 1 98 1  г. в гетераструктуре GaAs/Ga t -xAlxAs. Целочисленный кван
товый эффект Холла был открыт при исследовании двумерных элек
тронных слоёв в кремнии в 1 980 г. К. фон Клитцингом (К. von Кlitzing) 
с соавторами.  Суть этих эффектов заключается в следующем.  

20.5. 1 .  Целочисленный квантовый эффект Холла.  Рассмотрим 
двумерный электронный слой шириной TV. Пусть потенциальные кон
такты 1 ,  2 и 3, 4 расположены на расстоянии L, как показано на 
рис. 20.5 . 1 .  

�агнитное поле J3 направлено пер
пендикулярно плоскости слоя . При про
пускании тока lx через образец измеря
ются разности потенциалов Vxy (между 
контактами 1 и 3) и Vxx (между контак
тами 3 и 4).  Тогда компоненты тензора 
сопротивления можно записать в виде 

Vxx W Рхх = J: L '  
Vxy 

Рху = т;· (20.5 . 1 )  

Введённое таким образом сопротив
ление Рхх учитывает геометрию прово
дящего канала. Оно называется сопро
тивлением на квадрат и является анало-
гом удельного сопротивления для трёх-

1 L 1 2  

fx t у - lV Vxy 1 �� 
+ х 

3 Vxx J 4  
Рис. 20.5. 1 .  Образец с дву
мерными электронами шири
ной W и с расстоянием меж
ду потенциальными контакта
ми L. Ток Ix течёт вдоль оси 
х, магнитное поле В перпен-
дикулярно двумерному слою 

мерных систем . Для классического эффекта Холла в трёхмерном про
воднике холлавекое напряжение пропорционально величине магнитно
го поля В и обратно пропорционально концентрации электронов N: 

V _ Bfx В 
ху - N е И Рху = N е . (20 .5 .2) 

Поскольку двумерные электроны реально находятся в кристалличе
ской матрице, структура которой далеко не идеальна, электроны рассе
иваются на различного сорта нарушениях периодичности кристалличе
ской решётки . Частота рассеяния  определяет время жизни т каждого 
электрона между двумя последовательными актами рассеяния и вели
чину электрон-решёточного взаимодействия .  В таких условиях соот
ношение сил межэлектронного взаимодействия и степени беспорядка, 
определяющей время свободного движения электронов в магнитном 
поле, т. е. величину, обратную частоте рассеяния электронов, на на
рушениях периодического потенциала решётки ,  играет определяющую 
роль в поведении электронной системы .  Если преобладает режим бес-
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порядка , сильно ограничивающий т, и, соответственно, подвижность 11, 
электронов (например, для GaAs при fJ, < ! О  м2 /Вс) , то ферми-жид
костные кооперативные эффекты настолько подавляются рассеянием 
электронов, что поведение электронной системы в магнитном поле хо
рошо описывается в одноэлектронном приближении .  Противоположная 
ситуация имеет место при высоких подвижностях электронов. В этом 
случае доминирующую роль играют межэлектронные взаимодействия, 
наблюдаемые явления приобретают многочастичный ,  кооперативный 
характер и одночастичное приближение становится неприменимым .  
Рассмотрим вначале ситуацию, когда кооперативные эффекты подавле
ны и электронную систему можно рассматривать в одноэлектронном 
приближении .  В этом случае применима модель свободных невзаи
модействующих электронов , рассеивающихся на неоднородностях ре
шётки. 

Энергетический спектр электронов в магнитном поле квантуется . 
Для идеального ферми-газа разрешённые значения энергии без учёта 
спина (см. гл . 6) 

(20. 5 .3) 

где Wc = еВ fm* - циклотронная частота .  В квазиклассическом 
приближении  Ei = mw2ry /2. Квантован ные электроны в координатном 
пространстве движутся по окружностям в плоскости ху с дискретным  
набором радиусов 

(20 .5 .4) 

Радиус орбиты для н ижнего уровня Ландау (i = О) 

(20.5 .5) 

называется .магнитной длиной. 
Каждый уровень Ландау вырожден (см. § 6 . ! 8) .  Степень вырож

дения уровня Ландау (число состояний на нём) можно рассчитать, 
если приравнять выражение для энергии (20.5 .3) классическому зна
чению энергии Е; = PU(2m* ) .  Все двумерные электроны,  которые 
в нулевом магнитном поле занимали круг в фазовом пространстве, 
стянутся на окружности с квантованным значением радиуса Pi = 
= .J2m* nw0 (i + l /2) . На одну такую окружность попадут электро
ны из кольца, площадью в р-пространстве дSр = 1r(p�+l - р�) = 
= 21rm* nwc . Учитывая , что объём одного состояния в р-пространстве 
равен (21ГГt)2 f(LxLy) (Lx, Ly - линейные размеры образца , LxLy -
площадь образца) , получим число состояний на уровне Ландау 

(20.5 .6) 
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где Ф - поток внешнего поля через площадь образца, Ф0 = 1�/ е -
квант магнитного потока (см . (6. 1 8 .24) ) .  

Таким образом , плотность разрешённых состояний на каждом 
уровне Ландау равна плотности квантов магнитного потоiш ,  пронизы
Бающего образец . С lчzгой стороны из соотношений (20 .5 .5) , (20 .5 .6) 
следует, что NL = �, где nl� - площадь орбиты электрона , со-

2тrlв 
ответствующая нулевому уровню Ландау. Следовательно, каждому со-
стоянию на уровне Ландау (без учёта спина) соответствует площадь 
в реальном пространстве, равная 2пlй ,  а каждому спиновому состоя
нию - nl§ . 

Если при данном магнитном поле В полностью заполнены i уров
ней, то общее ч исло двумерных электронов равно 

а их концентрация Ns . еВ 
ns = L L = t-,- .  х у � 

(20 .5 .7) 

(20.5 .8) 

Подставляя (20 .5 .8) в (20 .5 .2 ) ,  получаем выражение для холловско-
го сопротивления: 

в 11 Рху = - = -:-:f · ens те 
(20 .5 .9) 

Полученное выражение соответствует целочисленному квантовому 
эффекту Холла, но не описывает его, так как выполняется только 
при определённом значении магнитного поля (если фиксирована кон
центрация электронов) или при одной концентрации электронов (если 
фиксировано значение магнитного поля) .  

В отличие от классического эффекта Холла, при квантовом эффекте 
Холла Рху при заполнении уровней Ландау принимает дискретные 
значения .  В широком интервале магнитных полей В около значения 
i = 1 (i называется фактором заполнения) ,  когда остаётся один нулевой 
уровень Ландау, наблюдается плато на зависимости Рху (В) .  На плато 
значение Рху в единицах hje2 равно 1 .  В более слабых полях, при 
изменении  фактора заполнения i около 2, Рху = ( 1 /2) (/L/e2) ;  i = 3 ,  
Рху = ( 1 /3) (h/e2) и т .  д. (рис. 20.5 .2, цифры у кривой - значения i ) .  
Одновременно наблюдается обращение в нуль компоненты P.rx (B). 

Рассмотренная модель идеального двумерного газа электронов не 
объясняет возникновения плато, так как соотношение (20 .5 .9) выпол
няется лишь при определённых значениях концентрации электронов 
или магнитного поля, при которых отношение Ns/NL (20. 5 . 7) имеет 
целочисленное значение.  

Учтём теперь рассеяние электронов . Будем считать ,  что оно доста
точно сильное, чтобы можно было не учитывать ферми-жидкостные 
корреляции .  В результате взаимодействия электронов с неоднородно
стями структуры двумерного слоя уровни Ландау размываются и в об-
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Рис. 20.5 .2 .  Зависимости магнетасопротивления и холлавекого сопротивления 
от магнитного поля для гетераструктуры GaAs/Ga, _xAlxAs, значения i указа

ны около соответствующих плато 

ластях размытия с более н изкой плотностью состояний электроны 
локализуются (заштрихованные области на рис. 20 .5 .3 ,  а) .  

В электропроводности принимают участие делокализованные элек
троны на уровнях Ландау н иже уровня Ферми EF вблизи их сере
дины Снезаштрихованные области) .  При увеличении магнитного поля 

]JШl. 
i i i i Е 

пики плотности состояний прохо
дят через уровень Ферми ,  кото
рый периодически попадает в об
ласти делокализованных и лока
лизованных состояний .  В послед
нем случае холловекая компонен
та Рху принимает постоянные зна
чения (рис. 20.5.3, 6), а Рхх обра
щается в нуль (рис. 20.5.3, в) . Ко
гда ниже EF остаётся только один 
уровень Ландау, в электропровод
ности могут принимать участие 

Рху J J J 1 1 1 1 1 1 
h ______ l_ l 1 
e2i J 1 1 
б 

Рхх 

в 

в только электроны ,  расположенные 
вблизи его максимума. Если уро
вень Ферми находится в области 
делокализованных электронов , то 
в этом случае он разделяет запол-

в 

Рис. 20.5 .3 . Связь между а) плотно
стью СОСТОЯНИЙ v(E),  6) ХОЛЛОБСКИМ 
сопротивлением Рху(В) и в) магне-

ненные и незапол ненные состоя
ния как у обычного проводника . 
Одночастичное приближение оста
ётся справедливым.  

При классическом квантова
нии ,  после того, как последний  
уровень Ландау подходит к уров-

тосопротивлением Рхх (В) 
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ню Ферми, уровень Ферми всё время остаётся в пике плотности состо
яний и движется вместе с ним вверх при увеличении  магнитного поля. 
В этой области магнитных полей Рху должно монотонно возрастать. 
При этом степень вырождения NL последнего уровня увеличивается 
и становится больше концентрации электронов ns в слое, что соответ
ствует фактору заполнения i < 1 .  

Рассмотрим более подробно, как при увеличении магнитного по
ля изменяется положение уровня Ферми.  В трёхмерном случае, пока 
заполненных уровней Ландау много, положение уровня Ферми стаби
лизируется непрерывной составляющей плотности состояний по оси 
Pz i iB .  В двумерном случае эта составляющая отсутствует. Положение 

EF 
уровня Ферми при Т = О определяется из условия f v(E) dE = N., , 

о 
где Ns - полное число электронов. Полагая функцию распределе-
ния ( 1 .3 . 1 0) равной 1 , мы считаем, что все состояния ниже Er запол
нены .  

При отсутствии размытия уровней Ландау положение уровня Фер
ми при увеличении магнитного поля изменяется как показано на 
рис. 20.5.4, а .  Положение уровня Ферми определяется положением 

EF 

.,р" --�---

в 
а 

EF 

EFo 
i = З  i = 2  i = l 

в 
6 

Рис. 20.5 .4 .  Положение  уровня Ферми Ер в ультраквантовом пределе при от
сутствии размытия (а) и при размытии (6) уровней Ландау, Ео - уровень Фер

ми в нулевом магнитном поле 

верхнего заполненного электронами уровня Ландау. При опустошении 
верхнего уровня положение Er скачком уменьшается на fи»c i ·  

Если уровни Ландау размыты, то  при  увеличении магнитного поля 
верхний заполненный уровень движется вверх по энергии и электроны ,  
расположенные на этом уровне, независимо от того, находятся ли  они 
в области локализации или в его центральной части , перетекают на ни
жележащие уровни (вырождение которых растёт) . Зависимость (20.5 .4) 
приобретает вид, изображённый на рис. 20.5.4, б. 

Пока уровень Ферми находится в области локализованных состо
яний (см . рис. 20.5 .3 ,  в) , на кривой зависимости Рху (В) наблюдается 
плато, а Рхх = О (экспоненциально мало) .  Скорость смещения Er в об
ластях н изкой плотности состояний больше, чем при высоких значени
ях v(E) ,  так как при одном и том же изменении В ёмкость нижележа-



598 Гл. 20. Композитные квазичастицы 

щих уровней увеличивается одинаково, т. е. не зависит от В: !1NL = 
= v(E)!1E "' v(E)!1B = const . Положение EF на последнем уровне 
Ландау i = 1 смещается в магнитном поле от правой части к левой . 
Когда он находится в правом крыле, где электроны локализованы ,  
наблюдаются плато на  кривой зависимости Рху (В) и экспоненциально 
малое сопротивление Рхх (В) .  При положении EF в средней части 
уровня наблюдается металлическая проводимость. Если бы EF в силь
н ых полях переместилея в левое крыло локализован ных состояний ,  то 
система стала бы диэлектриком . Между двух областей локализации 
при N8/N1 = 1 /2 . 1 /3 ,  1 /4 ,  1 /5, . . . степень вырождения NL становится 
кратной числу электронов. 

20.5.2. Дробный квантовый эффект Холла, композитные бо

зоны и композитные фермионы. Теперь перейдём к рассмотрению 
случая высокой подвижности двумерных электронов, когда частота 
рассеяния мала и доми нируют ферми-жидкостные кооперативные явле
ния. Будем рассматривать несжимаемую электронную жидкость . Такая 
жидкость в основном состоянии является бесструктурной , хотя си
стематика электронных состояний  сохраняется, определяя положение 
энергетических уровней и величину заряда системы.  В этом случае ос
новную роль играют межэлектронные взаимодействия, одночастичное 
приближение становится неприменимым .  

Остановимся на ситуации ,  когда значения фактора заполнения i = 
= Ns/NL = 1 , 1 /2, 1 /3 , 1 /4 и т. д. При i = 1 число электронов равно 
числу квантов магнитного потока, пронизывающего плоскость образца . 
В квазиклассическом приближении такую ситуацию можно рассмат
ривать как образование решётки прецессирующих электронов , каж
дый из которых несёт квант потока Фо. В ферми-жидкостной моде
ли этому соответствует решётка, образованная вихрями электронной 
жидкости ,  захватившими по одному кванту магнитного потока . Такие 
образования (электронный вихрь+квант потока) можно рассматривать 
как композитную квазичастицу с зарядом электрона - е. В центре 
вихря концентрация электронной плотности жидкости равна нулю .  
При удалении от  центра она  увеличивается, проходит через максимум 
и затем уменьшается . Поскольку электронная жидкость несжимаема, 
средняя электронная плотность, приходящаяся на одну единицу пло
щади образца при наличии вихревой решётки и без неё, должна быть 
одинакова.  Размер вихря приблизительно равен площади , содержащей 
один квант магнитного потока. При В = 1 О Т л lв составляет ""'7 н м .  
Между вихрями действуют силы отталкивания .  

Для наглядности у каждой композитной частицы можно рассмат
ривать спин как сумму спина электрона (S = 1 /2) и спина вихря . 
Спин вихря зависит от числа квантов магнитного потока ,  связанных 
в вихре (см. ( 1 4 .2 . 1 7) ) .  Такое представление о спине вихря позволяет 
объяснить экспериментальные данные ,  если считать,  что спин вихря 
с одним квантом магнитного потока равен 1 /2 .  В этом случае спин 
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композитной частицы 1 е +  1 Ф0 (с зарядом 1 е и одним квантом магнит
ного потока Ф0) равен нулю или единице и она является композитным. 
бозоном.. 

При i = 1 весь магнитный поток через плоскость образца локализу
ется в виде отдельных квантов потока Фа внутри вихрей электронной 
жидкости . Отсюда следует, что все композитные бозоны находятся 
в нулевом внешнем (по отношению к ним) магнитном поле и образуют 
базе-конденсат. При базе-конденсации электронная плотность состоя
ний  на уровне изменяется и в спектре возникает энергетическая щель .  
Наличие щели приводит к образованию плато в зависимости Рху (В) 
и обращению в нуль магнетасопротивления Рхх (В) .  

При i = 1 /2 величина вырождения уровня в два раза превышает 
концентрацию электронов. На основе принципа минимума энергии 
должна образоваться такая система вихрей , которая была бы однородна 
и обеспечила бы максимальное расстояние между ними ,  так как вихри 
отталкиваются друг от друга . Таким условиям удовлетворяет система 
вихрей, несущих по два кванта магнитного потока . Каждый квант 
потока изменяет спин вихря на 1 /2 и композитная частица 1 е +  2 Фа 
должна иметь дробный  спин и быть композитным. ферм.ионом.. Всё 
внешнее магнитное поле конденсируется внутри вихрей так, что ком
позитные фермионы находятся в условиях эффективного нулевого маг
нитного поля. Будучи фермионами,  они заполняют соответствующую 
систему уровней до некоторого значения, определяющего энергию Фер
ми композитных фермионов, т. е. распределяются по энергетическим 
состояниям так же как обычные электроны при В = О. 

При приложении электрического поля, композитные фермионы ,  
несмотря на внешнее магнитное поле, движутся как  электроны в нуле
вом магнитном поле по прямолинейным траекториям, что наблюдается 
экспериментально. Масса композитных фермионов определяется вели
чиной магнитного поля и силами взаимодействия между частицами 
и не имеет ничего общего с массой свободного электрона. Так как 
при образовании фермионов спектр остаётся непрерывным,  при i = 1 /2 
зависимости Рхх и Рху от внешнего магнитного поля не имеют никаких 
особенностей .  Композитные фермионы при i = 1 /2 образуют систему 
заряженных частиц ,  аналогичную системе обычных электронов в ну
левом магнитном поле. 

При i = 1 /3 аналогично образуются композитные бозоны 1 е  + 3 Ф0 , 
которые испытывают базе-конденсацию, приводящую к образованию 
щели в энергетическом спектре и, соответственно, появляется пла
то в зависимости Рху (В) нулевой особенности в магнетасопротивле
нии  Рхх (В) .  

При i = 1 /4 образуются композитные фермионы 1е  + 4 Фа.  Ситуа
ция аналогична возникающей при i = 1 /2 .  Таким образом, композитные 
частицы, несущие чётное ч исло квантов магнитного потока, являются 
композитными фермионами,  нечётное - композитными бозонами .  
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Остановимся теперь на промежуточных значениях магнитного поля. 
Сначала рассмотрим интервалы магнитных полей между значением , 
равным О и В при (i = 1 ) ,  В при (i = 1 )  и В при (i = 2) , и так 
далее.  Кроме плато на кривой Рху(В) при i = 2, 3 ,  4, . . . , обусловленных 
квантованием Ландау, в интервале от В = О до В при ( i = 1 )  ферми
жидкостные эффекты могут привести к дополнительным особенностям ,  
связанным с образованием композитных частиц на не полностью за
полненных электронами уровнях Ландау. Это особен ности , например, 
при i = 4/3, 5/3. При i = 4/3 верхний уровень Ландау заполнен элек
тронами на 1 /3 ,  что приводит к образованию композитных бозонов при 
i = (4/3) 1 е + 3 Ф0 и их базе-конденсации .  

Рассмотрим i = 5/2. Два  нижних уровня Ландау полностью за
полнены электронами ,  а верхний - только на 1 /2 .  Высказывается 
предположение ,  что возникновение плато в данном случае связано 
с образованием композитных фермионов l е + 2Ф0 и их спариванием 
(по аналогии с образованием куперовских пар в сверхпроовдниках , 
см .  гл . 7) в сложные базе-частицы с последующей базе-конденсацией . 
Возникающая при этом энергетическая щель приводит к появлению 
особенностей ,  характерных для дробного квантового эффекта Холла. 

В остальных и нтервалах магнитных полей от B (i = 1 /2) до B(i = 
= 1 /3) , от B (i = 1 /4) до B (i = 1 /5) ситуация отличается только тем, 
что квантуются не исходные электроны , а композитные фермионы . 

Как уже указывалось при i = 1 /2 ,  i = l /4, . . .  образуются композит
ные фермионы l e  + 2 Фо, 1 е  + 4 Фо и т. д . ,  которые находятся в нулевом 
эффективном магнитном поле. Здесь имеются две возможности: 

l .  Система Образовавшихея композитных фермионов при увеличе
нии внешнего магнитного поля В от значения В( i = l /2) квантуется 
точно так же, как исходная система электронов в магнитных полях от 
О до В ( i = 1 )  с образованием уровней Ландау . 

2. Образуются композитные бозоны l e  + 3 Ф0 , число которых уве
личивается при увеличении магнитного поля в и нтервале от В( i = 1 /2) 
до В( i = l /3), а число существующих фермионов 1 е +  2 Ф0 - умень
шается. При этом все квазичастицы находятся в нулевом эффективном 
магнитном поле . Из этих двух возможностей реализуется первая, со
ответствующая состоянию с более низкой энергией . При увеличении  
магнитного поля от  B(i  = 1 /2) уровни Ландау квантованных компо
зитных фермионов l e  + 2 Ф0 смещаются вправо (см. рис. 20.5 .3) и на 
кривых Рхх (В) и Рху (В) воспроизводятся особенности, характерные 
для интервала магнитных полей от О до B(i  = 1 /2) . 

При переходе от В( i = l /2) к В( i = l /3) композитные фермионы ,  
возникшие при B ( i  = 1 /2) ,  захватывают по одному кванту магнитного 
потока и превращаются в композитные бозоны,  находящиеся в нулевом 
эффективном магнитном поле и образующие правильную вихревую ре
шётку. В результате базе-конденсации возникает энергетическая щель, 
приводящая к образованию плато в зависимости Рху (В) ,  соответству
ющего i = l /3 .  
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Иная картина наблюд;!ется в интервалах магнитного поля от 
B(i = 1 /3) до B(i = 1 /4) , от B(i = 1 /5) до B(i = 1 /6) и т. д .  В ис
ходных состояниях i = 1 /3 ,  1 /5 , . . .  композитные бозоны образуют базе
конденсат. В этом состоянии энергия композитных частиц в нулевом 
эффективном магнитном поле минимальна. При увеличении магнитно
го поля от точного значения  возникают избыточные кванты магнитного 
потока и могли бы образоваться композитные фермионы le + 4 Фа ,  
1 е  + б  Фа,  . . .  Однако это привело б ы  к разупорядочению базе-конден
сата и увеличению энергии системы.  Поэтому избыточные кванты 
магнитного потока проникают через двумерную систему, образуя об
ласти с пониженной электронной плотностью. Поскольку у каждого 
композитного базона на один квант потока приходится 1 /3 ,  1 /5 , и т. д. 
заряда электрона, то лишним квантам потока соответствуют области 
пониженной электронной плотности с дефицитом заряда -е/3, -е/5 
и т. д .  По сравнению с электронами - это квазичастиuы с зарядами 
+е/3 , +е/5 и т .  д. 

Мы видим ,  что каждый сорт квазичастиц существует лишь при 
определённых значениях магнитного поля, причём их поведение в ин
тервалах магнитных полей, соответствующих интервалам фактора за
полнения i ( 1 - 1 /2) ,  ( 1 /3- 1 /4) и т. д .  и ( 1 /2 - 1 /3), ( 1 /4- 1 /5) и т. д .  
различается. Композитные фермионы квантуютен аналогично кванто
ванию электронов в целочисленном квантовом эффекте Холла , но это 
целочисленный квантовый эффект Холла композитных фермионов и он 
возникает при факторах заполнения i = pj(2p ± 1 )  (р = 2, 3, 4 ,  . . . ) .  
Таким образом , объясняются серии плато с i = 3j7 ,  4/9, 5/ 1 1 ,  . . .  , 3/5, 
4 /7 ,  5/9, . . .  

Если считать, что каждое квантованное значение халловекого со
противления Pxy/(hje2) (рис. 20. 5 .5) определяет заряд квазичастиuы, 
то полученные экспериментально плато соответствуют серии дро
бей 4/5, 3/5, 4/7, и 4/9, 3/7, и т. д. , сгруппированные около i = 

= 1 /2, и определяют отрицательные заряды квазичастиц -4е/5, -2е/3, 
-3ej5, -4ej7, и -4ej9, -3ej7, -2ej5. Заметим ,  что заряд композит
ных фермионов всегда отрицателен . 

Положительно и отрицательно заряженные композитные квазича
стицы с зарядами ±je j /3, ± j ej/5 ,  ± je j/7 ,  . . .  , ±2\е \/3 ,  ±2 \e j/5 , ±2 \е \/7 
образуются на основе базе-конденсата многочастичного состояния бо
зонов при i = 1 ,  1 /3, 1 /5 ,  1 /7 и т. д . .  

Композитные квазичастицы можно рассматривать как элементарные 
возбуждения в двумерной электронной жидкости в сильном магнитном 
поле. Они представляют собой слабо неидеальный газ долгоживу
щих образований  с определённым законом дисперсии,  квазиимпуль
сом и эффективной массой, возрастающей при увеличении  магнитного 
поля . Они сохраняются в иенулевом эффективном магнитном поле. 
Эти квазичастицы движутся в большом магнитном поле так же, как 
электроны в нулевом магнитном поле. 
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Рис. 20.5.5 . Зависимости Рхх и рху от магнитного поля В в гетераструктуре 
GaAs/GaA!As с высокой подвижностью электронов с целочисленными и дроб

ными факторами заполнения i (указаны около соответствующих плато) 

Композитные квазичастицы с зарядом е/3 наблюдались в экспе
риментах по туннелированию и при измерениях создаваемого ими  
электрического шума. 

§ 20.6 .  Вортексоны 

ВортексоН- - это связанное состояние свободного электрона и то
пологического вихря поля намагниченности. Как уже говорилось в 
§ 1 9.3 топологический вихрь представляет собой такое Пространетвен
ное распределение  намагниченности ионов или атомов в магнитном 
кристалле, которое нельзя непрерывным преобразованием перевести 
в однородное состояние, отвечающее основному состоянию магнетика .  

Электроны или дырки могут взаимодействовать с магнитными  вих
рями  и образовывать связанные состояния  - заряженные вихри . В за
висимости от характера топологического вихря вортексоны ,  так же как 
и сами вихри, разделяются на две группы :  локализованные и делока
лизованные .  
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Энергия взаимодействия заряда и вихря характеризуется обменной 
константой между магнитным  вихрем и носителем заряда . При неrю
средственном взаимодействии  магнитного момента носителя заряда 
с магнитным  полем (вектором) вихря , магнитный вихрь может служить 
для носителя заряда потенциальной ямой, в которой он локализует
ся .  Существенную роль в формировании связанного состояния может 
также играть магнитный  поляронный эффект, при котором носитель 
заряда взаимодействует лишь с флуктуациями ферромагнитного мо
мента (вектора) магнитной подсистемы ,  которые сами определяются 
присутствием носителя заряда . Таким образом,  имеет место самосо
гласованное взаимодействие : носитель заряда генерирует флуктуации 
намагниченности вихря, с которыми и взаимодействует. 

При наличии только nервого механизма взаимодействия, или его 
доминирующей роли ,  радиус связанного состояния носителя заряда r0 
всегда меньше радиуса R0 топологического магнитного вихря .  Если 
же доминирует магнитный поляронный эффект, то радиус локализации 
носителя заряда может быть больше радиуса Ro локализации вихря . 
В зависимости от соотношения величин r0 и R0 вортексаны разделя
ются на  два типа :  вортексаны малого (r0 � R0) и вортексаны большого 
(ro > Ro) радиуса . 

Общая энергия вортекеона включает три слагаемых: кинетическую 
э нергию носителя заряда, энергию взаимодействия магнитного поля 
частицы с намагниченностью вихря , энергию вихря без частицы . Рас
смотрим сначала вортексон, образующийся на базе локализованного 
вихря . Такие вортексаны могут образоваться в слоистых высокотем
пературных сверхпроводниках. В этом случае расчёт даёт следующее 
ВЫражение ДЛЯ безразмерной ЭНерГИИ W(l) вортекеона <<ДЫрка-ВИХрЬ>> :  

где 

W(l)  = ;2 ( 4�11_!1 - kU) , (20.6 . 1 )  

С<) 
!1 = J t5 ( 1  + t)4 exp (-4t) cos2 f(Лt) dt , 

о 

Л = �  
Ro '  _ (x2lvl _ 1 )2 

f(x) - (x2l v! + 1 )2 • 

(20.6.2) 

(20 .6.3) 

Здесь d - расстояние между слоями в слоистой, квазидвумерной 
структуре, v - топологический заряд вортексона, r0 - радиус лока
л изации дырки, Ro - радиус локализации вихря, 11-10 - намагничен
ность насыщения ,  J.Lв - магнетон Бора, g - g-фактор дырки, l.v-1. -
безразмерная обменная константа взаимодействия вихрь-дырка, J.L -
nараметр , имеющий смысл эффективной массы носителя заряда . Ми
нимизация выражения (20.6 . 1 )  по R0 не изменяет энергию связи дырки 
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с вихрем , поэтому единственным вариационным параметром является 
величина r0 . Из условия 

{20.6.4) 

получаем 
(20.6.5) 

где = 
I2 = f t1 ( 1  + t)3 ехр ( -4t)j(Лt) dt . (20.6.6) 

о 
Зависимости Л и энергии вортекеона W(l) от величины k приве

дены  на рис . 20.6 . 1 для v = l .  Пунктир соответствует неустойчивому 
состоянию вортексона. Видно, что и нтервал значений k, в котором 

л / 

1 
1 

/ / 

а 

0,2 k 

-2 

k 
б 

Рис. 20.6 . 1 .  Зависимость Л (а) и энергии w<t)  (6) от величины k для вортек
еона с \v\ = l .  Сплошная линия соответствует устойчивым вортексонам, пунк

тирная - неустойчивым 

вортексон устойчиво существует, ограничен как снизу, так и сверху. 
При k > k* энергия вортекеона отрицательна. Поскольку энергия 

вихря, как энергия любого элементарного возбуждения, всегда поло
жительна, а энергия вортекеона при k > k* отрицательна, то отсюда 
следует, что в достаточно широком интервале значений параметра k 
энергия вортекеона н иже энергии свободного магнитного вихря . При 
этом устойчивыми являются вортексаны  с относительно малым радиу
сом локализации R0 . Таким образом ,  образование вортексанов является 
энергетически выгодным .  Энергия связи (энергия диссоциации) для 
локализованных вортексон о в может составлять � 1 00 К .  

20.6. t .  Бивортексоны малого радиуса. Бивортексан - связан
ное состояние двух носителей заряда с противоположными проекциями 
спинов и двух топологических магнитных вихрей с противоположными 
топологическими зарядами  (см .  § 1 9.3) .  Вопрос о структуре бивортек
санов пока окончательно не решён. При рассмотрении этого вопроса 
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необходимо учитывать, что при образовании бивортексонов энерге
тические состояния связанных носителей тока изменяются за счёт 
кулонавекого отталкивания, которое существенно уменьшает энергию 
их связи с вихрем, а также в результате изменения сил обменного 
и поляранного взаимодействия с магнитной структурой вихрей. Обыч
но рассматриваются следующие модели .  

В первой модели вихревая часть бивортексона представляется од
ним магнитным вихрем, т. е. связанным состоянием двух делокализо
ванных вихрей с противоположными поляризациями .  Носители элек
трического заряда , подобно электронам в атоме гелия ,  движутся по 
некоторым орбитам вокруг вихря на расстояниях, определяемых их 
радиусом локализации.  

Во второй модели предполагается , что вихревая часть бивортексона 
состоит из двух отдельных делокализованных вихрей, различающихся 
знаком топологических зарядов v. Эта модель напоминает молекулу 
водорода . 

Численные оценки дают для энергии связи бивортексонов обоих 
типов один и тот же порядок величины ,  однако расчёты для первой 
модели значительно проще. В этой модели энергия И7(2) бивортексона 
записывается в виде суммы кинетической энергии носителей электри
ческого заряда , энергии их кулонавекого отталкивания в поляризу
ющейся среде и энергии их взаимодействия с магнитными вихрями .  
Безразмерная энергия связанного состояния  пары носителей заряда на 
б и вортексоне 

где 
4е2 Rt::. ( d )2 

1 = 
457r2 l

oE:d2 , "/1 � 0,01 67 R
Q 

(20 .6 .7) 

(20.6.8) 

Величины А и /1 определяются формулами (20.6.2) , (20.6 .3) , Е -
диэлектрическая проницаемость. Зависимость A(k) ,  как и для вортек
еона (20 .6.4 ) ,  находится из условия экстремума 

dW(2) 
--;v::- = О, 

которое приводит к выражению 

00 
k = 2(1 (! - 2 \v \AZiv i J ) + "(А ил2 1 3 2 . 

J = J t5+2v ( l + t)4 exp (-4t) (Лt)2/v / _ 1 dt. 3 ((Лt)2 /v / + 1 ) 3 о 

(20.6.9) 

(20.6 . 1 0) 

(20.6. 1 1 ) 

Зависимости А и энергии бивортексона И7(2) в квазидвумерном 
случае (например, слоистом высокотемпературном металлооксидном 
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w<2) сверхпроводнике) могут быть 
рассчитаны .  Для высокотемпе
ратурных сверхпроводников d � 
� l нм ,  lv-h � 2б, б = 1/(JLвMo) 
( J - константа антиферромаг

-0,5 нитиого обменного взаимодей
ствия между спинами ближай
ших ионов ) .  Величины J � 
� 0, 1 4  эВ; Ro � 10  нм ;  10 � 
� 1 , 1 эВ; "1 � 5,4; "/I � 4 ,2 . 1 0-3. 
При этих значениях параметров 

- l  

'-----'�'------'-----'----'-----Jk - 1 ,5 зависимости Л и Т<V(2) от k при-
О 0,05 0, 1 0, 1 5  ведены на  рис .  20.6 .2 .  Устойчи

вое состояние бивортексона су
ществует при значениях .Л < 0,5 
и k > 0,035. 

В отличие от вортекеона 
(см .  рис. 20.6. 1 )  значения k огра
ничены только снизу. Энергия 

бивортексона отрицательна в области их существования,  причём энер
гия связи носителей электрического заряда возрастает при увеличе
нии k .  Для v = 1 ,  .Л � 0,4 и т·0 � 0,8 нм энергия связи может достигать 
�100 К. Поскольку энергия связи носителей заряда в бивортексоне, 
образованном двумя делокализованными вихрями ,  превышает энергию 
связи одного носителя заряда в отдельном делокализованном вор
тексоне, образование бивортексонов становится энерrетически более 
выгодным ,  чем образование вортексонов. Это приводит к тому, что 
при пониженин  температуры сразу же образуется газ бивортексонов, 
а отдельные делокализованные вортексаны  могут образовываться толь
ко при достаточно низких температурах в результате диссоциации 
бивортексонов . 

Рис. 20.6.2. Зависимости >.(k) и 
w<2)(k) для бивортексона типа атома 
гелия с lvl = l .  Сплошная линия соот
ветствует устойчивым бивортексонам, 

пунктирная - неустойчивым 

Таким образом, теоретически существует достаточно широкая об
ласть параметров двумерных ферромагнитных или антиферромагнит
ных структур, в которой есть устойчивые образования магнитных 
вихрей с электрическим зарядом 2 [e i и энергией связи до 100 К. 

В заключение отметим,  что вортексаны могут образовываться как 
на неподвижных (связанных с кристаллической решёткой) так и на 
подвижных магнитных вихрях. В первом случае их образование при 
пониженин температуры должно приводить к появлению квазиполу
проводниковой зависимости сопротивления от температуры, При обра
зовании подвижных вортексанов в энергетическом спектре электронов 
должна появиться зона тяжёлых носителей тока со своим законом 
дисперсии .  Так как подвижность заряженных вортексанов значительно 
меньше подвижности свободных  (не связанных) носителей тока, а их 
эффективная масса много больше, зона вортексанов должна быть до
статочно узкой .  Возникновение двух групп носителей заряда (тяжёлых  
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и лёгких) должно приводить к аномалиям гальваномагнитных и термо
динамических характеристик таких систем. 

Вортексоны, как носители элеюрического заряда , имеют спин 1 /2 
и заряд -е, если связывается элеюрон, и +е, если связывается дырка . 
В отличие от них, бивортексоны переносят заряд -2е или +2е, соот
ветственно . 

Спин пары носителей электрического заряда в бивортексоне равен 
нулю, так что бивортексоны образуют систему базе-частиц.  Такие 
частицы могут конденсироваться в базе-жидкость, обладающую сверх
проводимостью, природа которой аналогична природе сверхтекучести .  
По оценкам, температура конденсации бивортексонов в слоистых ква
зидвумерных системах может составлять около 1 00 К .  Поэтому бивар
тексонная конденсация рассматривается в настоящее время как один 
из возможных механизмов высокотемпературной сверхпроводимости . 

§ 20. 7 .  Сегнетомагноны 

Сегнетомагноны - квазичастицы,  соответствующие квантам энер
гии спиново-поляризационных волн ,  возникающих при гибридизации 
спиновых волн и волн электрической поляризации в сегнетомагнети
ках. Сегнетомагнетики - сравнительно новый класс веществ, ис
следования которого начались в начале 70-х годов. Это кристаллы,  
одновременно сочетающие в себе свойства сегнетоэлектриков ( антисе
гнетоэлеюриков) и ферромагнетиков (антиферромагнетиков ) .  

Сегнетоэлектриками называются кристаллические диэлектрики или 
полупроводники, у которых в определённой области температур возни
кает спонтанная поляризация. В сегнетомагентиках молекулы имеют 
одновременно электрические и магнитные дипольные моменты и элек
трическое поле может вызывать не только элеюрическую поляризацию, 
но и магнитную. И наоборот, магнитное поле вызывает наряду с маг
нитной и электрическую поляризацию .  

В настоящее время известно более семидесяти сегнетомагнитных 
веществ. Первые экспериментальные доказательства существования 
сегнетомагнетиков были получены Г. А. Смоленским ,  Г .  С .  Ждановым 
и Ю .  Н .  Веневцевым .  Интерес к сегнетомагнетикам усилился после 
открытия Г. Радо, Ж. Феррари и В. Майехам в 1 984 г. у ТЬРО4 маг
нитоэлектрического взаимодействия на порядок большего, чем у всех 
известных к тому времени сегнетомагнетиков. 

При сегнетоэлектрическом переходе смещение ионов решётки меня
ет равновесные расстоян ия между магнитными ионами .  При этом из
меняются величины обменного магнитного взаимодействия и ,  следова
тельно, обменная и спин-орбитальная энергии.  Существует и обратное 
явление: изменение поляризации при возникновении магнитного упоря
дочения .  Оно является результатом того , что обменное магнитное поле 
производит зеемановское расщепление уровней энергии электронов , 
которое, в свою очередь, вследствие электрон-фонанного взаимодей-
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ствия сопровождается смеtЦением ионов и изменением электрической 
поляризации .  

Действие внешних электрических и магнитных полей н а  сегнето
магнетик характеризуется магнитной хм = дlvfjдH (М - магнитный 
момент веtЦества) ,  диэлектрической х3 = дР/дЕ (Е - электрический 
дипольный момент веtЦества) и магнитоэлектрической хмэ = дМ /дЕ 
восприимчивостями,  которые, вообtЦе говоря, являются тензорами .  
В случае изотропного сегнетоферромагнетика можно показать, что 
из условия минимума энергии следует неравенство (хм3)2 < хмхэ , 
т. е .  наибольшая величина магнитоэлектрической восприимчивости и ,  
следовательно, магнитоэлектрических эффектов ожидается в кристал
лах с большими значениями хм и х3, в сегнето-ферро(ферри) магне
тиках. 

Сегнетомагнетики имеют в обtЦем случае две температуры перехо
да : температуру еэ перехода в сегнето- ( антисегнето-) электрическую 
фазу и ем - перехода в магнитаупорядоченную фазу. В качестве при
мера можно привести соединение BiFe03 с сегнетоэлектрической тем
пературой Кюри е3 = 8 1 0  ос и температурой Нееля ем = 360 °С. При 
низких температурах (Т < е3 , ем) малые колебания сегнетоэлектри
ческого и магнитного моментов относительно равновесных положений 
распространяются в виде волн поляризации и спиновых волн,  которые, 
вследствие их взаимодействия, называемого магнитоэлектрическим 
взаимодействием, оказываются связанными друг с другом . Уравнения 
движения электрического дипольноге момента Р и магнитного момента 
М (см . § 1 5 .4) имеют вид 

а2 р  
= JE а 2 ' 

t 

а м дt = g[МН] , (20.7. 1 )  

где Е = -дР/дР - эффективное электрическое поле, Н = дР/дМ 
эффективное магнитное поле, Р - свободная энергия, g - гиромаг
нитное отношение, f ,...., Z2 / J-L Vc (Z и J-L - заряд и приведённая 
масса элементарной ячейки объёмом \!;:). Элементарные возбуждения, 
описываемые уравнениями (20. 7. 1 ) ,  в сегнетомагнетиках могут быть 
взаимосвязаны .  

В сегнетомагнетиках с двумя и более магнитными подрешётками 
связь спиновых и поляризационных волн значительно сильнее, чем 
в сегнетоферромагнетиках, так как она осуtЦествляется более сильным 
магнитоэлектрическим взаимодействием. Можно показать, что относи
тельное изменение частоты ws спиновых волн в результате магнито
электрического взаимодействия имеет вид 

6.ws rv ( н
н )2

' (20. 7.2) ws е 
где Не - обменное поле. Если в ферромагнетиках всегда !::.ws « ws , 
то в антиферромагнетиках с двумя магнитными  подрешётками !::.ws 
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может быть того же порядка, что и ш5, но только в очень сильных 
полях порядка обменного поля . 

Взаимодействие поляризационных и спиновых волн в сеrнетоферро
магнетиках и сегнетоантиферромагнетиках с двумя магнитными подре
шётками существенно ослабляется из-за резко различных частот вза
имодействующих ветвей . Так частота сегнетоэлектрических колебаний 
wэ намного больше частоты сnиновых волн шs . 

Если в сегнетоантиферромагнетике существует более двух маг
нитных подрешёток, то в нём есть высокочастотные ветви спиновых 
колебаний с энергией порядка обменной энергии и с частотой 

WS rv gHe rv ] 0 12 Гц. (20. 7.3) 

Эти частоты лежат в том же инфракрасном диапазоне, что и часто
ты сегнетоэлектрических колебаний,  поэтому в многоподрешеточных 
сегнетоантиферромагнетиках взаимодействие сnиновых и поляризаци
онных ветвей может быть значительно сильнее, чем в двухподрешеточ
ном сегнетоферромагнетике. В сегнето(антисеrнето) ферритах верхняя 
спиновая ветвь лежит в том же инфракрасном диапазоне частот, что 
и поляризационные колебания. 

Таким образом, в общем случае, характер магнитных и поляриза
ционных возбуждений достаточно сложный.  Однако качественно закон 
дисперсии связанных сегнетомагнонных колебаний можно получить на 
основе следующих соображений .  

Решение уравнений (20. 7. 1 )  по отдельности позволяет получить 
законы дисперсии для спиновых волн и волн поляризации в кристал
лической решётке. Общий вид зависимо-
сти частоты шs спиновых волн от вол
нового вектора k был получен ранее 
(см. рис. 1 5 .4 .3) .  Характерными  особенно
стями функции шs(k) является наличие 
порогоного значения частоты шs (О) # О 
и возрастание частоты при увеличении k 
(в большинстве случаев пропорциональ
но k2 при малых k) . Можно ожидать ,  что 
закон дисперсии wэ(k) волн поляризации 
будет иметь похожий вид. Наличие свя
зи между электрическими и магнитными 
возбуждениями в сегнетомагнетиках при
водит к изменению зависимостей ш3 (k) 
и шs(k) . При этом возможны два каче
ственно различных случая . 

1 .  Колебания векторов поляризации и 
намагниченности происходят независимо, 
спектр является вырожденным,  но частоты 
колебаний видоизменяются из-за взаимо
действия.  

20 Н . Б .  Брандт. В .А .  Кульбачинский 

w 

о k*  k 

Рис.  20. 7. 1 .  Возникновение 
двух ветвей 1 и 2 сегнето
магнонов из спиновых волн 
ws и сегнетоэлекрических 
волн wэ (показаны пункти
ром) при снятии вырожде
ния в точке k* в при.пожен
ных электрическом и маг-

н итном полях 
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2. Колебания электрической и магнитной подсистем связаны .  Вы
рождение системы при некотором k* снимается в результате взаимо
действия, что приводит к гибридизации магнитных и электрических 
возбуждений (рис. 20. 7. 1 )  и появлению двух ветвей ( l  и 2) сегнетомаг
нонов . 

§ 20.8.  Магнон-фононы 

Магнон-фаноны - гибридные квазичастицы смешанного типа. Воз
можность их существования  связана с тем, что групповая скорость 
и энергия магнонов близки к соответствующим параметрам акустиче
ских фононов . Кроме того, импульсы квазичастиц обоих сортов опре
делены во всей зоне Бриллюэна. 

В ферромагнетиках и антиферромагнетиках колебания ионов ре
шётки вызывают колебания их спинов. Другими словами ,  упругие 
волны сопровождаются спиновыми волнами .  Поэтому в магнитаупо
рядоченных кристаллах распространяются не чисто упругие или маг
нитные волны ,  а магнитоупругие. Обычно связь между магнитными 
и упругими волнами невелика и становится существенной лишь при 
выполнении условий резонанса . Вдали от резонанса можно говорить 
лишь о раздельных, хотя и влияющих друг на друга упругих и спи
новых волнах. Даже для волн малой амплитуды, т. е .  линейных, изме
нение магнитного момента происходит не только благодаря действию 
магнитных сил, но и и з-за деформации ферромагнетика, а изменение 
вектора смещения ионов (атомов) - не только из-за действия упругих 
сил, но и благодаря неоднородности магнитного поля и магнитного 
момента. 

Если характеризовать состояние ферромагнетика магнитным мо
ментом единицы массы m(r, t) (m0 - равновесное значение момента 
единицы массы) и вектором упругого смещения u(r, t) , которые явля
ются функциями  координат r и времени t ,  то уравнения движения для 
m и u имеют вид 

где g = 2мв/h, 

дm дm дt + v; дхi = g[mН] , 

р ( �: + V; ::J = f, 

v = du = дu + дu дхi = дu + ·v; дu 
dt дt дхi дt дt дхi 

(20. 8 . 1 )  

(20.8 .2) 

- скорость элемента ферромагнетика, f - упругая сила, действующая 
на единицу массы ферромагнетика, р - плотность ферромагнетика. 

Считаем , что состоян ие ферромагнетика однозначно определяется 
заданием в начальный момент времени распределения магнитного мо-



§ 20.8. Магнон-фаноны 6 1 1 

мента m, векторов смещений u и скорости v. Кроме того, справедливы 
уравнение непрерывности 

др +  div pv = О 
8t 

и уравнения магнетастатики 

н 47r .  гоt = - J , с 
1 ав гоt Е = - - с at · 

(20.8.3) 

div В =  О. (20 .8 .4) 

В общем случае, даже в линейном приближении,  получить диспер
сионное уравнение, связывающее между собой частоту w и волновой 
вектор k связанных магнитаупругих волн достаточно сложно. Однако 
в простейшем случае ферромагнетика с изотропными упругими  свой
ствами для поперечных магнитаупругих волн, распространяющихся 
вдоль лёгкой оси ферромагнетика без учёта релаксации, можно полу
чить дисперсионные уравнения .  

Предположим,  что векторы смещения u магнитного момента т 
изменяются со временем по закону ехр [-i (wt - kr)] , где w и k -
частота и волновой вектор связанных магнетаупругих волн. Исходя 
из уравнений (20.8 . 1 )-(20. 8 .4) ,  nосле линеаризации и учёта только 
поперечных акустических фонанов с частотой w _1_ ( k) можно получить 
следующие дисперсионные уравнения :  

(w2 - wi(k) ) (w - ws (k) ) - ЛgMowi (k) = О, 
(w2 - wi (k) ) (w + ws(k)) + ЛgMowi (k) = О, 

(20 .8 .5) 

(20.8.6) 

где Л = q2 Ml; / pavl , ро - плотность ферромагнетика в отсутствие 
деформаций, М0 = рота - равновесный магнитный момент единицы 
объёма ферромагнетика, q - некоторая постоянная, ws(k) - частота 
спиновых волн .  

Первое из этих уравнений определяет частоты магнитаупругих волн 
с одной круговой поляризацией (назовём эту поляризацию <<левой>> ) ,  
а второе - частоты магнитаупругих волн с противоположной круговой 
поляризацией (назовём её <<правой>>) . Если  в уравнениях положить Л = 
= О, то дисперсионные уравнения распадаются на уравнения ,  опреде
ляющие частоты двух поперечных упругих волн и частоту спиновой 
волны.  Поэтому величина Л называется параметром связи упругих 
и спиновых волн .  Обычно в ферромагнетиках rJ = 3- 1 0, lv10 � 1 000 Гс, 
р0 � 10 г/см3, ·v_1_ � 3 · 1 03 м/с, тогда Л �  1 0-5- 1 0-4 . Отсюда видно, что 
связь упругих и магнитных волн достаточно слабая .  

Учитывая малость величины Л,  из уравнений (20 .8 .5) и (20.8 .6) 
имеем 

(20 .8 .7) 

(20.8.8) 

20* 
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Из этих формул видно, что взаимодействие поперечной звуковой 
волны с <<левой >> поляризацией со спиновой волной в области резонанса 
w .l ( k*) ;:::; w s ( k*) приводит к более существенному изменению часто
ты w магнетаупругих волн по сравнению со звуковой волной с <<Правой>> 
поляризацией . Гибридизация спиновых и поперечных упругих волн 
показана схематически на рис. 20.8 . 1 .  

Ветви 1 и 2 соответствуют взаимодействующим спиновой и попе
речной звуковой с левой круговой поляризацией волнам. В области 

о k* k 

Рис. 20.8 . 1 .  Образование 
гибридных связанных маг
нон-фонанов (ветви 1 и 2) 
из ветви поперечных аку
стических Wj_ (k) и спино
вых волн ws(k) волн (пока
заны пунктиром). При k = 
= k* величины ws (k* ) 

= l..<.ij_ (k* ) 

малых волновых векторов k < k* ветвь 1 
соответствует звуковой волне, а ветвь 2 -
спиновой волне. В области k > k* ветвь 1 
соответствует спиновой волне, а ветвь 2 -
звуковой .  

Продольная звуковая волна w/1 (k)  прак
тически не взаимодействует со спиновой 
волной. 

Если в ферромагнетике возбудить зву
ковые волны ,  то они вызовут появление 
магнитных волн и наоборот, если возбу
дить магнитные колебания ,  то они вызо
вут появление звуковых волн .  Возбужде
ние носит резонансный характер и ампли
туда колебаний будет большой в том слу
чае, если частоты спиновых и поперечных 
звуковых волн совпадут: ws(k) = W.L (k) . 

Для длинных волн закон дисперсии 
спиновой волны квадратичен (см .  § 1 5 .4) и 
может быть записан в виде (см . ( 1 5 .4 . 1 8) )  

ws (k) = gMo(ak2 + {3), (20 .8 .9) 

где а = kвТса2 / J.lвMo ,  f3 ;:::; 1 .  Закон дисперсии звуковых волн линеен 
W.L (k) = V.Lk (см . гл . 5). Тогда частоты магнетаакустического резонанса 
определяются условием 

v.lk = gM0(ak2 + {3), (20.8 . 1 О) 

откуда можно найти соответствующее значение волнового вектора k 

Vj_ k l 2 = -2 А·' ± ' ag -lo 

( )2 
1 Vj_ 
4 agMo 

(3 (20 .8 . 1 1 ) 

Так как обычно ·vJ. ja(gM0)2 » 1 ,  то k1 ;:::; (3gM0/v.L и k2 ;:::; 
;:::; v.L/ag/lv1o .  Отсюда получаем резонансные частоты 

WJ ;:::; (ЗgМо и w2 ;:::; v'j_jagMo. 
Обычно величины составляют: М0 ;:::; 1 03 Гс, v.l ;:::; 3 · 1 03 м/с, а ;:::; 
;:::; 1 о-4 м2. Тогда для резонансных частот получим  следующие числен-
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ные  оценки: UJ1 � 1 010  Гц  и u;2 � 1 0 1 3  Гц . Таким образом , резонансные 
частоты взаимодействия магнонов и фонанов лежат в области ультра
звука и гиперзвука . 

В рассмотренном выше случае изотропного по упругим свой
ствам ферромагнетика продольные звуковые волны,  распространяющи
еся вдоль лёгкой оси ферромагнетика, не взаимодействуют со спиновой 
волной. Если же такая волна распространяется по любому направ
лению, то спиновая волна будет взаимодействовать с ней. В случае 
анизотропного по упругим свойствам ферромагнетика спиновая волна 
взаимодействует со всеми ветвями упругих колебаний .  

§ 20.9 . Геликон-фононы 

20.9. 1 .  Геликоны .  Геликоном называется квазичастица, соответ
ствующая кванту энергии слабо затухающей электромагнитной волны,  
распространяющейся в магнитном поле вдоль направления поля в га
зовой плазме или электронной плазме твёрдых тел (см. гл . 1 2 ) .  

Название геликон связано с круговой поляризацией волны .  Враще
ние вектора электрического поля для геликона в электронной плазме 
твёрдого тела происходит в направлении.  совпадающем с направлением 
циклотронного вращения электронов в магнитном поле. Отличительной 
особенностью геликона является то, что он может распространяться 
в плазме твёрдого тела в широком диапазоне значений постоянных 
магнитных полей. 

Рассмотрим плазму твёрдого тела с одним типом носителей тока ,  
для определённости - электронами с концентрацией N. Ограничимся 
рассмотрением простейшего случая распространения электромагнит
ной волны низкой частоты u;т « 1 (т - время релаксации электро
нов проводимости) в изотропном немагнитном металле в постоянном 
внешнем магнитном поле Н0 ,  направленном вдоль оси z . При низкой 
частоте электромагнитной волны 
в уравнениях �аксвелла 

н 4к .  rot = - J , с 

можно не учитывать токи смещения 

l дН rot E = - - - . с дt (20.9 . 1 )  

Кроме того , можно использовать стационарный тензор проводимо
сти (J'ij , который в данном случае записывается в виде 

о ) о . 
CJzz 

(20.9 .2) 

Электрический ток Ja определяется через компоненты электриче
ского поля ЕfЗ 

(20 .9 .3) 

где а и f3 принимают значения х, у, z .  
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Компоненты тензора (20.9 .2) для электронов в постоянном магнит
ном поле Но имеют вид 

Nе
2
т azz = ао = -.- , m 

(20.9.4) 
где wc = е�о (СГС) = eR_o (СИ) - циклотронная частота электрона m c u m 
с эффективнои массой т*. 

При низких температурах в хороших монокристаллах длина сво
бодного пробега l = vт электронов может составлять О, 1 -0 ,01  см. Лор-* * 
моравский радиус прецессии электрона rн = 

с�т 
v 

(СГС) = 
mB

v 
(СИ) 

er10 е о 
в магнитном поле Н0 = 1 04 Э (Во = 1 Тл) имеет величину :::::; 1 0-3 см, 
т. е .  выполняется условие l » rн ,  что эквивалентно условию Шст » 1 .  
Тогда из (20.9 .4) следует, что ахх = ауу « iaxy l = iayx l · 

Пусть распространяется волна с волновым вектором k 1 1 Н0 вида 
А =  ехр [i (kz - шt) ] , А =  (Ах , Ау , 0) . Использовав систему уравнений 
(20.9 . 1 )  и (20.9.3) , имеем 

dHy 41r - -
d 

= - ахуЕу, 
z с 

Отсюда для вторых производных компонент Ех и Еу получаем 

d2 Ех i4шv d2 Еу _ i4шv Е -2- = - -2- ахуЕу . --2 - -2- аху х · dz с dz с 

(20.9 .5) 

(20.9 .6) 

Будем искать решение уравнений (20. 1 0 .6) в виде круговых волн 
правой и левой nоляризации .  Llля этого nроизведём замену nеремен
ных Е± = Ех ± iEy . Тогда (20. 1 0.6) nриводится к стандартному для 
волнового уравнения виду 

d2E± ,j --:iТ + --;} Е±ТJ± = О, (20.9.7) 

где ТJ± = ±41Гаху/ш. Решение (20.9 .7) для волны левой nоляризации 
nриводит к мнимому значению волнового вектора ,  т. е .  такая волна 
экспоненциально затухает и не  может расnространяться в металле, 
так как в этом случае наnравление враlЦения вектора электрического 
nоля волны nротивоnоложно наnравлению nрецессии электронов в маг
нитном nоле. Llля круговой волны nравой nоляризации nолучается 
действительное значение волнового вектора k = J 47ra хуш / с2 , отвеча
ЮlЦее расnространению волны без затухания .  Таким образом , закон 
дисnерсии  геликона с учётом (20.9.4) nри шст » 1 заnисывается в виде 

сНа 2 w = 41rNie l  
k .  (20.9 .8) 
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Дисперсия геликона в плазме с одним типом носителей тока не 

зависит от массы носителей . Фазовая скорость геликона w/k rv k, т. е .  
она  уменьшается с ростом длины волны Л = 21rjk .  

20.9.2. Геликон-фононы.  Геликон-фонанами называются ги
бридные элементарные возбуждения, отвечающие связанным фононной 
(см. гл . 5) и геликонной (см. (20.9 .8)) модам .  Для связывания волн 
необходимо, чтобы их фазовые скорости без учёта взаимодействия 
совпадали .  Как показано в предыдущем разделе, геликоны в твёрдом 
теле представляют собой электромагнитную волну с круговой 
поляризацией, распространяющуюся вдоль приложеннога магнитного 
поля Н0 . Вращение вектора электрического поля в геликоне совпадает 
с направлением циклотронного вращения электронов в магнитном 
поле. 

Рассмотрим твёрдое тело с электронной проводимостью и изотроп
ными упругими свойствами .  Для простоты огран ичимся поперечными 
фононами ,  которым соответствует частота w .L . Будем считать, что 
длина волны фонанов Л » а, где а - параметр решётки, а решётка об
разована положительно заряженными ионами с зарядом +е. Колебания 
решётки в этом случае описываются волновым уравнением 

д2� 2 р-2 = pw .L!J.� + F,  дt (20.9.9) 

где � = �(r, t) - смещение элемента объёма решётки ,  р - плотность , 
F - сила, действующая на единичный объём ионной решётки со 
стороны электронов и внешних полей . Если твёрдое тело находится во 
внешнем магнитном поле Н0 и длины звуковой и электромагнитной 
волн  малы по сравнению с циклотронным радиусом rн вращения 
электрона, то выражение для силы F можно записать в виде 

1 [щ ] 
F = N е(Е + � дt Но , (20. 9 . 1 О) 

где N - концентрация ионов , равная концентрации коллективизиро
ванных электронов. Второе слагаемое в (20.9 . 1 0) есть сила Лорентца, 
действующая на смещающиеся ионы .  

Для циркулярно-поляризованных монохроматических волн вида � ""  rv ехр [i (kz - wt)] из (20.9.9) с учётом (20 .9. 1 0) при отсутствии затуха
ния получается следующее дисперсионное соотношение: ( 1 _ k2�i ) ( 47rNevi ± k2�i ) = NeHo . 

w" w�c � р� 
(20.9. 1 1 ) 

Здесь v1_ = Щjдt = w1_jk - скорость поперечной фононной моды . 
Знаки + и - соответствуют волнам разной круговой поляризации .  
При небольшой концентрации электронов N « pcwj(eH0) ,  из уравне
ния (20.9. 1 1 ) ,  полагая NeH0j(pcw) = О, находим два решения ,  полу-
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чающиеся из равенства нулю выражений в круглых скобках. Первое 
решение описывает возбуждения типа поперечного звука 

UJ = kVj_ . (20.9 . 1 2) 

Равенство нулю второй круглой скобки выражения (20.9. 1 1 ) даёт 
два решения. Одно действительное решение (поляризация со знаком 

минус) , приводит к дисперсионной 
формуле (20.9.8) ,  описывающей за
кон дисперсии геликона. Второе ре
шение для поляризации со знаком 
плюс даёт мнимый волновой век-
тор нерезонансной электромагнит
ной волны ,  которая затухает на 
длине волны .  

Частота поперечного звука 
(см .  (20.9. 1 2) )  линейно зависит от k, 

k а частота геликонов (см. (20.9.8)) -
пропорциональна k� Поэтому 

Рис. 20.9. 1 .  Гибридизация гелико
нов и поперечных фонанов с обра
зованием гибридных геликон-фо
нонных ветвей 1 и 2,  w* - резо-

нансная частота 

обе зависимости пересекаются 
при некотором k = k*, вблизи 
которого вырождение снимается 
и образуются две ветви геликон-
фонанов (рис. 20.9. 1 ) . 

Приравнивая выражения (20.9 . 1 2) и (20.9 .8) ,  находим 

k* = 4n:ev.l
' (20.9 . 1 3) 

ос 
и резонансную частоту (из уравнений  (20.9 . 1 3) и (20.9 . 1 2) )  

2 2 2 
* 4nNev.l wpoV.l 

UJ = н = --2 ' (20.9 . 1 4) ОС WcC 
где UJc = еНа/(т*с) - циклотронная частота электронов с эффектив
ной массой т*, UJpo - плазменная частота (см. формулу ( 1 2 . 1 . 7 ) ) .  

Введём безразмерные параметры а =  kvJ. /UJ , f3 = NeH0j (pCUJ),  1 + 
+ д = 4nNevJ. /(UJH0c) . Тогда дисперсионное уравнение (20.9. 1 1 ) мож
но записать в виде 

(20.9 . 1 5) 
Решение биквадратного относительно а уравнения (20.9. 1 5) запи-

сываются в виде 
ai,2 = 1 + � ± V J2 /4 + f3 ,  

а�,4 = -� ± )о + д/2)2 - f3 .  

(20.9. 1 6) 

(20.9. 1 7) 

Формула (20.9. 1 6) даёт решение для резонансных волн с поляриза
цией минус ,  формула (20.9. 1 7) - для нерезонансных волн с поляриза-
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цией плюс.  Около резонанса разделение волн н а  звукову ю и электро
магнитную теряет с м ысл.  При в ы nолнении условия 82 « (3 и з  (20.9 . 1 6) 
nолучаем две в етви гибридны х  колеб а н и й  • 

ат,2 = 1 ± v73 .  (20 .9 . 1 8) 

Вдали от резонанса,  при 82 » (3, дисперсионные зависи мости имеют 
следующий вид 

ат.z = 1 + 8 

ai 2 = 1 - f!._ ' д 

(8 > 0) , (20 .9 . 1 9) 

(8 < 0) .  (20 .9 .20) 

Ита к ,  если нет взаи модействия электронов с решётко й ,  в металле 
и м еется звуковая вол н а  и слабо-затухающая электромагнитная вол на 
с к вадратичным спектром.  Учёт взаимоде йствия при водит к расщеп
лению вол н .  При 5 > О (k < k*) волна 2 я вляется электромагнитной, 
а при 8 < О (k > k*) переходит в звукову ю .  Наобарот, волна 1 при 8 > О 
я вляется звуковой и переходит в электромагнитную при 8 < О. При 8 __, 
__, О  возникает резонанс и две ветви гибридн ы х  колеб а н и й .  Ч исленные 
оценк и  показывают, что в металлах при wpo :::о 1 0 1 6  Гц в магнитном поле 
Но :::о 40 кЭ (В :::о 4 Т л) резонанс возни кает на ч астотах u; /21Г :::о 1 08 Гц. 

§ 20. 10. Экситон-поляроны 

Экситон-поляроны - это квазичастиц ы ,  представялюшие собой 
связанные экситон-поляронн ы е  возбужде н и я .  

20. 1 0. 1 .  Экситон-поляроны большого радиуса. А налогично 
электрону, положительно заря жен н ы е  квазичастицы также могут 
создавать области локал ьной поляризации кристалла, и м еющие ,  в от
личие от создаваемых электроном,  избыточн ы й  положител ь н ы й  заряд. 
Так и м  образом , элеюро в н ы й  поляран имеет отрицател ь н ы й  заряд , 
дыроч н ы й  поляран - положител ь н ы й  заряд. Поэтому электронн ы й  
и дыроч н ы й  поляраны малого радиуса притя ги ва ю тся друг к другу 
и могут образовывать с истему из двух связанных поляронов, так 
называемы й  экситон-полярон бол ьшого радиуса (Ванье-Мотта ) .  

Эксито н- поляро н ы  в кристалле явля ются н ейтраль н ы м и  квазича
сти цами с целоч исле н н ы м  с п и ном и описываются статистикой Базе
Э йн штейн а .  При низких температурах, в совершенных кристаллах эк
ситон- полярон ы обладают достаточно бол ь ш и м  временем жизни и ха
ра ктеризуются э нергией и им пульсом,  как и другие квазичасти ц ы .  

20. 1 0.2 .  Экситон-поляроны малого радиуса. У ряда соеди нений 
переходны х  и редкоземельных элементов энергия возбуждения катио
нов решётки невелика.  Поэтому зон н ы й  электрон ,  двигаясь в реш ётке 
может возбуждать отдельные атомы ,  рождая экситоны малого радиуса 
или,  как и х  принято называть,  экситоны Френкеля (см . § 1 0 . 1 ) .  В прин
ципе могут возбуждаться как экситоны с нуле в ы м ,  так и с иенулевым 
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спином. В первом случае принято говорить о рождении синглетных эк
ситонов (спин S = 0) , во втором - триплетных (спин S = 1 ) .  Рассмот

• РИМ изменение состояния  зонного электрона при его взаимодействии  
с синглетными  экситонами ,  рождающимиен на днамагнитных атомах. 

Итак ,  рассмотрим электрон движущийся в днамагнитной решётке, 
состоящей из атомов, у которых возможны дипольные экситонные пе
реходы, т. е .  переходы электронов с заполненных электронных орбита
лей на более высокие энергетические уровни .  Характер взаимодействия 
зонного электрона с возбуждаемыми им экситонными состояниями ато
мов решётки определяется соотношением времени ,  необходимого для 
возбуждения атома, и времени ,  в течении которого это возбуждение 
осуществляется .  Первое определяется расстоянием между основным 
и возбуждённым энергетическими уровнями атома rи.J.Jex • где (J)ex -
частота экситонных переходов . Соответствующее частоте (J)ex время 
возбуждения электрона в атоме составляет "' 1  1 (J)ex . Время ,  в течении 
которого зонный  электрон взаимодействует с атомом равно приблизи
тельна aiV, где а - межатомное расстояние, V - скорость движения 
зонного электрона . 

Если время ,  необходимое для возбуждения атома, много меньше 
времени пролёта зонного электрона, т. е .  выполняется условие (J)ex » 
» V 1 а , то поляризация электронных оболочек атомов (или ионов) 
решётки адиабатически следует за движением электрона . Связанные 
состояния электрона с экситоном представляет собой экситон-полярон 
малого радиуса.  Фактически в этой ситуации электронные частоты (J) ,  
определяющие энергию электрона n(J) , меньше энергии экситонного 
ВОзбуждеНИЯ: (L(J) « n(J)ex · 

В противоположной ситуации низкочастотных экситонов Френкеля ,  
когда выполняется условие (J)ex « (J),  электрон пролетает мимо ато
мов решётки настолько быстро, что его поле не успевает возбудить 
экситоны и связанные экситон-поляронные состояния  не образуются. 
Однако, если электрон локализован в некоторой части пространства, 
то он будет поляризовать окружающие его атомы решётки ,  даже при 
услОВИИ (J)ex < < (J). 

Различие в свойствах фонон-поляранов в ионных кристаллах (свя
занных состояний электрона  с полярными  оптическими колебаниями 
решётки) и экситон-поляронов заключается в том , что при экситонной 
поляризации на каждом атоме может быть возбуждён только один 
экситон, в то время как при поляризации ионной решётки электрон мо
жет возбуждать неограниченное число полярных оптических фононов. 

Для экситон-поляронов аналогом константы электрон-фононной 
связи (см. § 1 1 .2) является величина 

Л = 47rd2e2 � 
3 ' 

а E=Wex 
(20. 1 0. 1 )  

где ed - дипольный момент экситонного перехода при поляризации 
ионной решётки .  При m* = m0 , с:= = 10, а = 0,3 нм, n(J)ex = 0,3 эВ, 
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d = 0,05 нм получим  Л :::::; 4. Для этого значения  Л энергия основного 
состояния экситона, которая определяет величину экситонного сдвига 
дна зоны проводимости Еех = -Xhwex :::::; l ,2 эВ, т. е. очень велика .  

Эффективная масса экситон-полярона может быть оценена по фор
муле (см. ( 1 1 . 2. 1 2)) 

mex-p = 1 ,:':/6 :=:::! бmо (б - Л) � Зто , 

где m0 - масса свободного электрона. 

(20. 1 0 .2) 
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